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Math. Annalen, Bd. 124, S. 1—16 (1951). 


Modifikation komplexer Mannigfaltigkeiten 
und Riemannscher Gebiete. 
Von 
Herrich Bennke und Karr Ste in Miinster (Westf.). 


1. Einleitung. In der klassischen Funktionentheorie kennt man als 
AbschlieBung der komplexen Ebene nur die durch einen Punkt. In der Funk- 
tionentheorie mehrerer Verinderlichen treten dagegen schon friih in der 
Literatur verschiedene AbschlieBungen auf. Am verbreitetsten ist die Ab- 
schlieBung des Raumes R?" der komplexen Veriinderlichen z,, ..., z,, durch 
eine (2m — 2)-dimensionale analytische Ebene zum komplex-projektiven Raum. 
AuBerdem wird hiufig, z. B. im Lehrbuch von Oscoop"), die zur Gruppe der 
Transformationen 

' aj z+ 0; 


(1) Zz di,’ 


Gar 


a;b;| 


ej dj 






tO, +=] 





gehérige AbschlieBung des R*" benutzt. Bei dieser AbschlieBung werden die 

Ebenen der Verancerlichen z; einzeln durch je einen Punkt geschlossen, was 
i - 

auf Hinzunahme von m unendlichfernen analytischen Ebenen der Dimension 


2n—2 zum R?2" hinauslauft. 


Es gibt dagegen keine AbschlieBung des R?" (n > 1) zu einer kompakten 
komplexen Mannigfaltigkeit durch Einfiihrung eines einzigen unendlichfernen 
Punktes. Zwar hat R. Furerer in seiner Theorie der einseitig-reguliren 
Quaternionenfunktionen?) den vierdimensionalen Raum einer Quaternionen- 
variablen durch einen Punkt abgeschlossen. Aber diese AbschlieBung, die 
topologisch die 4-Sphire liefert, ist in der Funktionentheorie zweier komplexer 
Verinderlichen nicht brauchbar. Ware naimlich eine in diesem einzigen unend- 
lichfernen Punkte P,. regulire Funktion f (z,, z.) gegeben, so miiBte f auch 
noch auf dem Rande einer geniigend groben Hyperkugel |22|? : r 
regular sein. Dann aber lieBe sich { nach einem bekannten Satze von Har- 
ToGs-Oscoop*) auch in das Innere dieser Hyperkugel regular fortsetzen, 
folglich wire f eine Konstante. Insbesondere wiirde also zu P,. kein Paar 
ortsuniformisierender Funktionen existieren { wie in der Ebene f (z) = =). — 


» |2 
i 





Dariiber hinaus ist es auf keine Weise méglich, wie H. Hopr gezeigt hat, die 
4-Sphire durch Einfiihrung irgendwelcher lokaler komplexer Koordinaten 
zu einer komplexen Mannigfaltigkeit zu machen‘). 

1) Osaoop, W. F.: Lehrbuch der Funktionentheorie Bd. I1/1, 2. Auflage, Leipzig und 
Berlin 1929 (im folgenden zitiert als Oscoop Lb.); vgl. insbesoncere Kap. 1, § 17 (S. 53ff.). 

2) Fueter, R.: Die Funktionentheorie der Differentialgleichungen 4 u = 0 und 
1A u = 0 mit vier reellen Veranderlichen, Comment. Mat. helvet. 7, 507—330 (1955), und 
Die Theorie der reguliaren Funktionen einer Quaternionenvariablen, C. r. Congr. int. 
Oslo 1936. 

3) Vgl. Oscoop Lb. Kap. 3, § 11 (S. 206ff.). 

‘) Horr, H.: Zur Topologie der komplexen Mannigfaltigkeiten, Studies and Essa 
presented to R. Courant, 8. 167—185, New York 1948. 
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Andererseits gibt es neben den oben angefiihrten beiden AbschlieBungen 
des komplexen R*" noch weitere, sogar solche mit ,,iiberunendlichfernen“ 
Punkten. Zu einer derartigen AbschlieBung des R* kommt man, wenn man 
von dem BreBERBACHschen Beispiel einer Abbildung 


des R* auf einen echten schlichten Teil T von sich*®) ausgeht und jedem Punkte P 
als neue komplexe Koordinaten die Koordinaten des durch die BrEBERBACH- 
schen Funktionen erzeugten Bildes von P zuordnet. Die Randpunkte von & 
im etwa projektiv abgeschlossenen (z,’, z.’)-Raume reprisentieren dann unend- 
lichferne Punkte, die iuBeren Punkte von T aber iiberunendlichferne Punkte 
des (z,, z,)-Raumes. 

Offenbar liefert jede umkehrbar eindeutige analytische Abbildung des 
offenen R*” auf ein echtes Teilgebiet einer komplexen Mannigfaltigkeit IN?” die 
Einfiihrung unendlichferner und gegebenenfalls iiberunendlichferner Punkte, 
also eine komplexe Fortsetzung des offenen R**. Ist MM?" kompakt, so kommt 
man durch die Hinzunahme aller Punkte von I?" zu einer AbschlieBung 
des R=" 

Durch diese Betrachtungen wird die Frage nahegelegt, ob tatsichlich fiir 
die komplexe Ebene die Hinzunahme eines unendlichfernen Punktes die einzig 
mégliche Erginzung zu einer kompakten komplexen Mannigfaltigkeit ist. 
Die bestaitigende Antwort wird gelegentlich von Autoren hervorgehoben®). 
Geht man von der durch einen unendlichfernen Punkt zur kompakten 
komplexen Mannigfaltigkeit 32? abgeschlossenen Ebene aus, so stellt sich die 
eben angeschnittene Frage folaendermaBen dar: Wie kann IN? durch Heraus- 
nahme eines Punktes P und Fortsetzung von IN? — P zu einer umfassenden kom- 
plexen Mannigfaltigkeit *N* erweitert werden? Mit diesem Thema und seiner 
Verallgemeinerung auf beliebige komplexe Dimensionen wollen wir uns hier 
beschaftigen. Wir betrachten neben komplexen Mannigfaltigkeiten allge- 
meiner Riemannsche Gebiete, in denen auch Punkte ohne im strengen Sinne 


uniformisierbare Umgebungen ein solcher Punkt tritt schon im Existenz- 
gebiet von f (z,, za) / 2, * Z. auf — als innere Punkte zugelassen sind. (Naheres 
siehe in 2.) 


Der Ausgangspunkt unserer Uberlegungen ist ein vorgegebenes Riemann- 
sches Gebiet @*". Aus ihm wird ein kompaktes Stiick % eines analytischen 
Gebildes herausgenommen. Wir fragen nach den Riemannschen Gebieten 
*(}2" die G2" —M®N in der Nachbarschaft von 8% und nur dort fortsetzen. 
Einen derartigen Ubergang von G2" zu *@2" nennen wir eine Modifikation 
von &?" in N. (Prazisierung in 3.). Es wird bewiesen: 

Falls in einer Umgebung U (MN) eine dort eindeutige reguldire Funktion F = 0 
existiert. die auf N verschwindet, so unterscheidet sich iL de solche Modifikation 
*(4"" nur durch Stiicke analytischer Gebilde von &*" — XN. 

In dem besonderen Falle, daB ® ein isolierter Punkt P ist wie bei der 
oben aufgeworfenen Frage nach den Modifikationen der abgeschlossenen 

sIEBERBACH, L.: Beispiel zweier ganzer Funktionen zweier komplexer Variablen, 
welche eine schlichte volumentreue Abbildung des #, auf einen Teil seiner selbst vermitteln, 
Sitzgsber. PreuB. Akad. Wiss., Phys.-math. KI. 1933. 
6) Vgl. z. B. L. Sarto, Uber Riemannsche Flachen mit hebbarem Rande, Ann. Acad. 
fenn. AI, No. 50 (1948), insbesondere § 12 


x 
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komplexen Ebene in z x ist die Voraussetzung iiber % immer erfiillt. 
Ist dagegen M ein geschlossenes analytisches Gebilde héherer Dimension, so 
braucht die Voraussetzung tiber ® nicht erfiillt zu sein. Ein Beispiel dafiir 
bietet die unendlichferne Ebene des komplex-projektiv abgeschlossenen R‘. 
Dort ist auch, wie oben am BreBEeRBACHschen Beispiel auseinandergesetzt 
wurde, die Aussage unseres Satzes falsch. Andererseits bleibt die Voraus- 
setzung iiber % erfiillt, wenn man aus dem durch die Transformationen (1) 
abgeschlossenen R?" eine geschlossene Ebene z; = const. herausnimmt. 

Unsere Aussage bedeutet fiir » = 1, daB G* — P in P nur durch Hinzunahme 
von P geschlossen werden kann. Im Falle n 1 laBt sich dagegen G*" — P, 
wie aus der algebraischen Geometrie bekannt, in P auch durch Hinzunahme 
von (2 — 2)-dimensionalen analytischen Flichen zu einem Riemannschen 
Gebiete fortsetzen. Zum Beispiel wird eine Modifikation einer komplexen 
Mannigfaltigkeit 24 im Punkte P durch den von H. Hopr als Einsetzen einer 
Tragersphire bezeichneten ProzeB gewonnen, bei welchem P durch die Gesamt- 
heit der in P angreifenden komplexen Linienelemente ersetzt wird. Einen wesent- 
lichen AnstoB zur Abfassung der vorliegenden Arbeit gab ein Vortrag von 
H. Hopr in Oberwolfach, in dem die Bedeutung dieses Prozesses fiir die Theorie 
der komplexen Mannigfaltigkeiten aufgewiesen wurde. 

2. Komplexe Mannigfaltigkeiten und Riemannsche Gebiete. — Wir stellen 
in diesem Abschnitt einige spiter bendtigte Begriffe und Aussagen zusammen. 

Unter einer 2n-dimensionalen komplexen Mannigfaltigkeit M*" wird eine 


2n-dimensionale Mannigfaltigkeit im Sinne der Topologie d. h. ein zusam- 
menhangender, im Kleinen 2n-dimensional-euklidischer HAusDORFFscher Raum 
mit abziahlbarer Basis’) mit der folgenden Eigenschaft verstanden: It?” 
ist mit lokalen Systemen komplexer Koordinaten (2,’,..., 2), (2°, ... Z,'"), - 


iiberdeckt, derart, daB die Transformationen beim 0 bereinandergreifen zweier 
solcher Systeme durch n regulire Funktionen mit nicht verschwindender 
Funktionaldeterminante vermittelt werden®). Eine in einer Punktmenge © 
von I?" gegebene komplexwertige Funktion f heiBt in € reguldr, wenn sie es 
in einer Umgebung jedes Punktes von € in bezug auf ein dort gegebenes 
lokales komplexes Koordinatensystem ist. 

Der Begriff der 2n-dimensionalen komplexen Mannigfaltigkeit stellt fiir die 
Funktionentheorie mehrerer Verainderlichen noch nicht das _ vollstandige 
Analogon zum Begriff der Riemannschen Flache der klassischen Funktionen- 
theorie dar. Zur Riemannschen Flache i einer Funktion f (z) gelangt man, 
indem man in der Menge der algebroiden Funktionselemente von f in der 
bekannten Weise einen Umgebungsbegriff einfiihrt. Entsprechend laBt sich 
einer analytischen Funktion f (z,,..., z,) ein topologischer Raum &*" zuordnen, 
der als Riemannsches Gebiet von f (%,..., z,) bezeichnet werde®). Verzweigungs- 

7) Zu der n 1 hier und im folgenden benutzten Begriffen und Satzen der Topologie vgl.: 
P. ALEXANDROFF -H. Hopr, Topologie I, Berlin 19: 5, und: H. Serrert und W. THREL- 


FALL, Lehrbuch der Topologie, Leipzig und Berlin 1934 (abgekiirzt: Sxmert-THRELFALL 
Lb.). 


Zur Theorie der Cg Mannigfaltigkeiten vgl. *) sowie 8. Bocuner, On com- 


pact complex manifolds, Ray math. Soc. 11, 1—21 (1947). 

*) Vgl. hierzu: Oscoop Lb. Kap. 2, insbesondere § 11; B. O. Koopman und A. B. 
Brown, The Riemann multiple-space and algebroid functions, Trans. Amer. math. Soc. 36, 
618—626 (1934); H. Hermes, Analytische Mannigfaltigkeiten in Riemannschen 


Bereichen, Math. Ann. 120, 539-~-562 (1949); F. Hirzesrucn, Uber vierdimensionale 
Riemannsche Flachen mehrdeutiger analytischer Funktionen von zwei komplexen Ver 
inderlichen, Dissertation Miinster 1950. 

1* 
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punkte (endlicher Ordnung) werden dabei genau durch die lokal nichteindeu 
tigen Funktionselemente gegeben. Wiahrend nun aber die Verzweigungs- 
punkte endlicher Ordnung von ® séimtlich Umgebungen besitzen, die im 
strengen Sinne uniformisierbar, d. h. umkehrbar eindeutig und analytisch aaf 
schlichte Gebiete der z-Ebene abbildbar sind hierin liegt, daB R eine kom- 
plexe Mannigfaltigkeit ist —, braucht entsprechendes fiir die Verzweigungs 
punkte des Riemannschen Gebietes einer analytischen Funktion mehrerer 
komplexer Veranderlichen nicht zuzutreffen. Ein Beispiel liefert f (z,, z,) 

} z, °2,. Das Riemannsche Gebiet G* von f (z,, z,) ist dem R* zweiblattrig mit 
Verzweigungspunkten iiber dén Ebenen z, = 0 und z,= 0 iiberlagert. Der 
Verzweigungspunkt P, iiber (0,0) besitzt keine im strengen Sinne uniformisier- 
bare Umgebung: dies ist wie folgt einzusehen. Setzen wit 


z .*. gs 


z,=t, t,2 , 


2 2 

so wird der komplexe (¢,, t.)-Raum umkehrbar eindeutig auf eine vierblattrige 
Uberlagerung @* des (z,, 2 
von (§* liegen wiederum simtlich itiber den Ebenen z, = 0 und z 


2)-Raumes abgebildet. Die Verzweigungspunkte 
0: Uber 
(0.0) liegt genau ein Punkt P,, in ihm hangen alle vier Blatter von G4 zusam- 
men; iiber einem Punkte (0, z,) mit z, + 0 bzw. (z,, 0) mit z, + 0 liegen jeweils 


zwei Verzweigungspunkte, in denen je zwei Blatter von G" zusammenhangen. 
G* ist zugleich eine zweifache Uberlagerung von @‘, und zwar ist * auBerhalb 
P, relativ zu @* unverzweigt. Der einzige Verzweigungspunkt von G4 in bezug 
auf @* ist P, hier hangen die beiden Blatter von G* in bezug auf @* miteinander 
zusammen. Sei nun ll (P,) irgendeine Umgebung von P, in &*; dann gibt es 
in G* als zweifache Uberlagerung von U (P,) eine zugehérige Umgebung it (P,). 
Insbesondere ist fl (P,) P, eine sogar relativ unverzweigte zweifache Uber- 
lagerung von U(P,)— Py. Dieser Sachverhalt wire aber ausgeschlossen, 
wenn ll (P,) einem Gebiete des R* topologisch aiquivalent wire (im R* kénnen 
Verzweigungspunkte nicht isoliert liegen). 

Wir wollen im folgenden den Begriff des (abstrakten) Riemannschen 
Gebietes prazisieren. Hierzu sind zunichst einige weitere Begriffe zu erlautern. 

Sei D, ein beschrianktes Gebiet im R*" und D ein in bezug auf D, kompaktes 
Teilgebiet von D,. Sei ferner f (z,,...,2z,) += 0 eine in D, eindeutige regulire 
Funktion, die in D Nullstellen besitze; das Nullstellengebilde von f in 9D, 
heiBe }. Nach B. O. Koopman und A. B. Brown!) JaBt sich D in einen end- 
lichen zusammenhangenden 2n-dimensionalen simplizialen Komplex K, der 
noch ganz in D, liegt, so einbetten, daB der in K geiegene Teil von § einen 
(2 n — 2)-dimensionalen Teilkomplex F von K ausmacht. K darf als rein ange- 
nommen werden, d. h. jedes k-Simplex (k 2n) in K ist Seitensimplex wenig- 
stens eines 2n-Simplexes. Unter einer m-fachen Uberlagerung K von K mit 
Verzweigungspunkten héchstens iiber F wird nun eine endliche 2n-dimensionale 
berandete Pseudomannigfaltigkeit") mit einer bestimmten simplizialen Zer 
legung verstanden, die durch eine stetige Abbildung 7 auf K bezogen ist, so 
daB folgende Bedingungen erfiillt sind: 


'*) Koopman, B. O., a. A. B. Brown: On the covering of analytic loci by complexes, 
Trans. Amer. math. Soc. 34, 231—251 (1932). 
") Vgl. Serrert-THRELFALL Lb., § 24 (S. 88ff.). 


Modifikation komplexer Mannigfaltigkeiten. 5 


1. T ist eine simpliziale Abbildung, und zwar entspricht jedem Simplex 
aus K ein Simplex gleicher Dimension in K. 

2. Jedes Simplex aus K ist Bild wenigstens eines Simplexes von K; 
jedes Simplex aus K, das nicht zu F gehért, ist Bild von genau m verschiedenen 
Simplexen aus R: jedes Simplex aus F ist Bild von héchstens m verschiedenen 
Simplexen aus R. 


A A 


3. Sei F der Teilkomplex derjenigen Simplexe in K, die durch 7 auf 
Simplexe von F abgebildet werden. Dann ist 7 in K —F im Kleinen topo- 
logisch, d. h.: zu jedem Punkte Q aus K — F gibt es eine Umgebung, die durch 
T topologisch auf eine Umgebung des Bildpunktes Q von Q abgebildet wird. 

1. Sei Sein Simplex von P und M (8S) der TVeilkomplex derjenigen Simplexe 
in K, die mit S inzident sind. Dann ist M (§) eine zusammenhiangende beran- 
dete (2n-dimensionale) Pseudomannigfaltigkeit. 

Wir betrachten nun den Teilraum D* derjenigen Punkte von K, die durch 
T’ in Punkte von D abgebildet werden. 5* braucht nicht zusammenhiangend 
zu sein, zerfallt aber in héchstens endlich viele zusammenhingende Kompo- 
nenten. Zu jeder solchen Komponente ® gehirt eine ganze Zahl s > 0, derart, 
daB jeder Punkt von D —¥ vermége 7 Bildpunkt von genau s Punkten aus 
> ist. D heiBt dann eine s-fache Uberlagerung von D mit Verzweigungspunkten 
hichstens iiber ®% oder kirzer eine s-fache analytische Uberlagerung von BD. 


as Verzweigungsgebilde von D besteht genau aus denjenigen Punkten von 
D, in denen die Abbildung 7 nicht im Kleinen topologisch ist. Falls s = 1 ist, 
liefert 7’ einen Homéomorphismus von ® auf D. Wird ein Punkt P von 9 
durch 7' auf den Punkt P = (z,,..., z,) in D abgebildet, so sagen wir, P liege 
iiber dem Grundpunkt P, und z,,..., z, heiBen die Koordinaten von P. 

Ist $ ein Bereich, d. h. eine offene Punktmenge, in D, so heiBt eine in ay 
definierte eindeutige komplexwertige Funktion g (P) in 8 regulir, wenn sie 
in einer Nachbarschaft jedes Punktes von ® ganz-algebroid ist, d. h.: Ist P, 
irgendein Punkt von $ und P, sein Grundpunkt, so gibt es eine Umzebung 
ll (P,) in D und dazu eine Umgebung ii (P,) in 8, die ihrerseits eine endlich- 
fache analytische Uberlagerung von U (P,) mit Verzweigungspunkten héch- 
stens tiber ist, derart, daB g in ii (P,) einer Gleichung 


P44 | Be 0 


k i on ‘ 7 

g” + c, (%, ..-, Sn) °9 us - sy eee 

geniigt, wo die c, als Funktionen der Koordinaten der Punkte aus U (P,) 

sogar in Ul (P,) eindeutig und dort regular sind. Liegt P, nicht auf dem Ver- 
Ps 


zweigungsgebilde von D, existiert also eine ,,schlichte’ Umgebung &% (P,) 


in $, die durch T topologisch auf eine Umgebung & (P,) abgebildet wird, so 
ergibt sich aus bekannten Sitzen iiber Pseudopolynome"), daB g als Funktion 
der Punktkoordinaten in R im iiblichen Sinne regular ist. Falls 8 nicht zusam 
menhiangend ist, so sprechen wir von einer in B regularen Funktion auch dann, 
wenn die in den einzelnen zusammenhangenden Komponenten gegebenen regu- 
laren Funktionen nicht durch analytische Fortsetzung auseinander hervorgehen 


12) Vgl. Osaoop Lb., Kap. 2, $$ 5 7 (S. 95 ff.) 
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Es folgt: Ist eine Funktion h in D auferhalb der iiber % gelegenen Punkt- 
+ ay 
2 

jedes Punktes von § beschrinkt, so ist h in ganz D eindeutig reguldr fortsetzbar 
und geniigt dort einer Gleichung 


menge is von D eindeutig regulér und bleibt h dort in jeweils einer Nachbarschajt 


(2) h® + a, (2, ...,2,)° A°—1+---+a, (z,..., z,)= 0, 
wo die a, (2, ...,2Z,) in D eindeutige und reguliire Funktionen der Koordinaten 
der Punkte aus D sind. Zum Beweise bilden wir in D —% die s elementar- 


symmetrischen Funktionen a,,...,a, der s dort iiber jedem Grundpunkt 
erklarten Zweige von h. Die a, sind dann, als Funktionen der Grundpunkte 
aufgefaBt, in D—  eindeutig regulir und bleiben in einer Umgebung jedes 
Punktes von * innerhalb D beschrinkt. Nach einem Satz iiber hebbare 
Unstetigkeiten'*) sind die a, dann in alle Punkte von % innerhalb D eindeutig 
regular fortsetzbar. Die Funktion A geniigt nun in D —% der Gleichung (2). 
Damit ist aber zugleich eine regulire Fortsetzung von A in die Punkte von ¥ 
gegeben, und diese ist wegen der Stetigkeit regulirer Funktionen eindeutig 
bestimmt. Das Pseudopolynom auf der linken Seite von (2) kann reduzibel 
sein. Dies tritt dann ein, wenn die s Zweige von A nicht simtlich verschieden 
sind. Wann zu vorgegebenem ®D eine dort eindeutige regulare Funktion mit 
lauter verschiedenen Zweigen iiber D existiert, bleibt ein offenes Problem. 

‘ + + . ° . . . + ~ 

Seien 8,,8, Bereiche in endlichfachen analytischen Uberlagerungen 9, 
bzw. 2, beschriinkter Gebiete D, bzw. D, im R*"; die zu D,, D, gehdrigen 
stetigen Abbildungen in ihre Grundgebiete D, bzw. D, seien 7’, und 7;,. Es sei 
eine umkehrbar eindeutige Abbildung m von %, auf 8, gegeben. Wir sagen, 
p sei eine analytische Abbildung von %, auf 8,, und B, heiBt analytisches Bild 
von $,, wenn die Abbildungen 7,- m und 7, - g—! jeweils durch n regulire 
Funktionen in %, bzw. in 8, gegeben werden. 

Wir betrachten nun einen Hausporrrschen Raum $2" mit abzahlibarer Basis, 
in dem es ein Umgebungssystem {11 (P)} mit folgenden Eigenschaften gibt: 

a) Jedes der Ul ist durch eine zugehérige topologische Abbildung Ay auf 
eine endlichfache analytische Uberlagerung Sty einer offenen Hyperkugel ®y 
im R2" bezogen Ry heiBt Repriasentant von U iiber dem R*”; die U heiBen 
ausgezeichnete Umgebungen. 

b) Haben zwei ausgezeichnete Umgebungen Ul, (?), ll, (Q) in §*” einen 
nichtieeren Durchschnitt, so wird auf Grund von a) eine umkehrbar eindeutige 
Beziehung g von Teilbereichen $,,%, der Reprasentanten 8, 8, von U,, Ul, 
aufeinander hervorgerufen. Es wird gefordert, daB @ eine analytische Abbil- 
dung von %, auf %, ist. 

Zwei Systeme ausgezeichneter Umgebungen {11} bzw. {’U} in H*" mit zugeord- 
neten Abbildungen {Ay} bzw. {'A-y} heiBen dquivalent, wenn die Vereinigung 
der beiden Systeme {U, Ay} und {‘U1,’A-y} zu einem einzigen System {*11, *Aey} 
ebenfalls die Forderung b) erfiillt. 

Unter einem Riemannschen Gebiete 2" wird nunmehr ein HausporRFFscher 
Raum der betrachteten Art mit einer Klasse iquivalenter Systeme ausgezeich- 
neter Umgebungen verstanden 


8) Vgl. Oscoop Lb., Kap. 3, § 5, 1. Satz (5. 191). 


Modifikation komplexer Mannigfaltigkeiten. 


-~l 


Es ist klar, daB jede komplexe Mannigfaltigkeit insbesondere ein Riemann- 
sches Gebiet ist. Ferner ist ein Teilgebiet eines Riemannschen Gebietes 2", 
d. h. eine offene zusammenhingende Punktmenge in @?”", wieder ein Riemann- 
sches Gebiet. 

Eine im Riemannschen Gebiete G*" eindentig definierte komplexwertige 
Funktion f heiBt in G2" regular, wenn sie jeweils als Funktion in den Repriisen- 
tanten & der ausgezeichneten Umgebungen U1 aus @?" regular ist. Von einer 
in einem Teilbereich 8 von G?" reguliren Funktion f wird gesprochen, wenn in 
jeder zusammenhingenden Komponente %; von % eine regulire Funktion f; 
gegeben ist; es wird nicht verlangt, daB die f; durch analytische Fortsetzung 
auseinander hervorgehen. f heiBt eine nirgends identisch verschwindende Funk- 
tion, wenn keines der /; identisch verschwindet. 

Wir sagen, die Punktmenge & im Riemannschen Gebiete G*" sei ein analy- 
tisches Gebilde, wenn zu jedem Punkte P von & eine Umgebung ¥% (P) in G*” 
existiert, derart, daB UW in B (P) genau charakterisiert wird durch endlich viele 
Gleichungen f,, = 0 mit in ¥ (P) regularen, nirgends identisch verschwindenden 
f,. Es werde ausdriicklich bemerkt, daB wir nicht die Abgeschlossenheit von % 
in @?" fordern. Reduzibilitat von UW, evtl. in Bestandteile verschiedener 
Dimensionen, ist zugelassen. Wir benutzen hier die Bezeichnung ,,analy- 
tisches Gebilde“ an Stelle der haufig tiblichen ,,analytische Mannigfaltigkeit“. 
Denn & kann Punkte mit nichtuniformisierbaren Umgebungen 


4 


besitzen, 
und in diesen Punkten hat & nicht Mannigfaltigkeitscharakter im Sinne 
der Topologie. (Beispiel im R*: z,* — z,z,=0; vgl. die obigen Ausfiihrungen 


zum Riemannschen Gebiete von |/z, 2, .) 

Wird ein Riemannsches Gebiet %*" auf ein Riemannsches Gebiet ?” 
durch eine umkehrbar eindeutige Abbildung ® bezogen, so ist ® eine analy- 
tische Abbildung von G*" auf G2", wenn zu jedem Punkt P, von G2" und jeder 
ausgezeichneten Umgebung ll, (P,) eine ausgezeichnete Umgebung Ul, (P)) 
des Punktes P, = ®~ !(P,) existiert, so daB durch @ eine analytische Abbildung 
des Reprisentanten R, von ll, (P,) auf ein Teilgebiet des Reprasentanten R, von 
ll, (P,) hervorgerufen wird. Mit ® ist dann auch ®~! eine analytische Abbil 
dung. Es ist leicht nachzuweisen, was hier nicht ausgefiihrt werden soll, daB 
eine in 2" regulire Funktion stets auch als Funktion der Bildpunkte in @?” 
regular ist 

Analog zu den Riemannschen Flachen iiber der z-Ebene sind die konkreten 
Riemannschen Gebiete iiber dem R*” zu definieren. Das Riemannsche Gebiet (*” 
heiBt iiber dem R*” gelegen, wenn mit @*" n in G*" eindeutige regulire Funk- 
zy Wy ). Z, Wn (P) fest gegeben sind. so daB die durch sie 
gelegte Abbildung S von @*" in den R?” die folgende Bedingung erfiillt 
Jeder Punkt P von *” besitzt eine ausgezeichnete Umgebung lI (P) 


tionen 


fest 


, in der 
S= 7'- Ay gilt; hierbei bedeutet Ay die Abbildung, die 1(P) auf ihren 


& 
\eprisentanten § bezieht, und 7’ sei die zu ® gehérende Abbildung in das 
Grundgebiet &. Wir sagen, P liege iiber dem Grundpunkt (z,, a 

(py, (P),..., y,(P)) des R*", und z,,..., 2, heiRen die Koordinaten von P. 


Ein Punkt P eines Riemannschen Gebietes @?”" heiBe uniformisierbar 


wenn eine Umgebung von P analytisch auf ein schlichtes Gebiet im R? 
abbildbar ist. Hiernach bilden die unifermisierbaren Punkte in @?” eine offene 
Menge. Andererseits folgt aus der Str ur der Repriisentanten ® ausgezeich 
neter Umgebungen in dab jiede h 


misierbare Punkt Hiufungs 
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punkt von uniformisierbaren Punkten ist und daB keine Umgebung eines 
nichtuniformisierbaren Punktes durch die Gesamtheit der nichtuniformisier- 
baren Punkte zerlegt wird. Denn nichtuniformisierbare Punkte eines g 
kénnen héchstens auf dem Verzweigungsgebilde von gR liegen. Nimmt man 
aus 2" die nichtuniformisierbaren Punkte heraus, so erhalt man eine komplexe 
Mannigfaltigkeit, die als die zu @*" gehdrige komplexe Mannigfaltigkeit G2” 
bezeichnet werde. 

Eine in @2" regulare Funktion ist in G2" in dem fir komplexe Mannig- 
faltigkeiten definierten Sinne regulir. Umgekehrt gilt: Jst f in G2" einde utig 
regulir und bleibt f dort in jeweils einer Nachbarschaft jedes nichtuniformisier- 
baren Punktes von @?" beschrinkt, so lift sich f in G*" eindeutig reguldr fort- 
setzen. Hierzu betrachten wir f im Reprasentanten & einer ausgezeichneten 
Umgebung irgendeines nichtuniformisierbaren Punktes. f ist auBerhalb des 
Verzweigungsgebildes ¥ von & regulir und in einer Nachbarschaft jedes 
Punktes von ¥ beschrankt. Dann laBt sich f aber, wie oben nachgewiesen, in 
ganz & hinein eindeutig regular fortsetzen. Es sei angemerkt, da®B in der 
obigen Aussage die Voraussetzung der Beschrinktheit von f sogar entbehr- 
lich ist. 


3. Modifikationen. — Wir kommen nun zu dem fiir unsere Uberlegungen 
wesentlichen Begriffe der Modifikation eines Riemannschen Gebietes ?”". 
Sei N eine abgeschlossene Punktmenge in G*”, so daB G2" —® nichtleer und 
zusammenhangend ist. Wir nennen das Riemannsche Gebiet *@?”" eine 
Modifikation von &*" in N, wenn es den folgenden Bedingungen geniigt: 


a) *%*" enthalt G*" —M® als echtes Teilgebiet. 

b) Wird eine Umgebung ll (9) in G*”" beliebig vorgegeben, so gibt es zu 
jedem Punkt P* aus *@*"— (G?"—M®) eine Umgebung 1*(P*) in *G2", 
derart, daB U* (P*) -,(G?" — MN) in (MN) — N enthalten ist. 


Jede Modifikation von @?" in ® ist also insbesondere eine Fortsetzung") 
von &*"—. Wir betrachten im folgenden vor allem diejenigen Modifika- 
tionen, bei denen Jt ein kompaktes Stiick eines analytischen Gebildes in @?” ist. 
Speziell kann M ein einzelner Punkt P sein. In diesem Falle laBt sich, wie 
unmittelbar aus der obigen Definition folgt, die Modifikation von G2" in P 
zum Riemannschen Gebiete *%*”" auch so charakterisieren: Die Abbildung 
von *%*" auf &*", bei der 

1. die Punkte von *&", die zu G2" —._P gehéren, auf sich selbst abgebildet 
werden, 

2. die tibrigen Punkte von *@?" auf P abgebildet werden, 
ist stetig. 


Auf Beispiele von Modifikationen Riemannscher Gebiete ist schon in der 
Einleitung hingewiesen worden. So ergeben die verschiedenen AbschlieBungen 
des offenen R*" zu kompakten komplexen Mannigfaltigkeiten IN2" wechsel- 
seitig Modifikationen der IN?" in der jeweils festliegenden Menge der unendlich- 
fernen Punkte des R?". Weitere Beispiele: 


‘*) Zur Fortsetzung insbesondere Riemannscher Flachen vgl.: T. Rapé: Uber eine 
nicht fortsetzbare Riemannsche Mannigfaltigkeit, Math. Z. 20, 1—6 (1924); S. Bocuner: 
Fortsetzung Riemannscher Flachen, Math. Ann. 98, 406—421 (1927): M. H. Herns: On 
the continuation of a Riemann surface, Ann. of Math. 43, 280—297 (1942); sowie ®). 





Modifikation komplexer Mannigfaltigkeiten. 


(a) Sei @* der offene (z,,z,)-Raum R* und N der Koordinatenanfang P, 

(0,0). Wir nehmen zwei weitere Exemplare ‘R‘, ’R* des vierdimensionalen 
Raumes mit den komplexen Koordinaten (z,’, z,') bzw. ( 
werden nun Punkte aus R* 


> 


z,"",2_'') hinzu. Es 
P,, ‘R*, "R* identifiziert, und zwar jeweils 
solche, die sich vermége wenigstens einer der Transformationen 


(I): fara” ane, af ae | 
( 2. 2, 2 2 + f 
(IT) je 7 9s &HO, &” .o | 
“2 “1 “2 
; l 
(IIT): | 41 z"” ; & #0, 2,” 4 | 
| Ze = 2 * Ze | 


entsprechen. Wir kommen zu einer komplexen Mannigfaltigkeit *t*, die 
eine Modifikation des R* im Nullpunkt darstellt. *92* unterscheidet sich von 
R* — P, nur durch die Punkte eines geschlossenen irreduziblen analytischen 
Gebildes, das durch z,’ = 0 bzw. z,’ 0 charakterisiert wird. Es entsteht 
die gleiche Modifikation des R* in P, (genauer: eine zu *¥* analytisch aqui- 
valente Modifikation), wenn P, durch die Gesamtheit der in P, angreifenden 
komplexen Linienelemente ersetzt wird. Von H. Horr wurde dieser Ubergang 
als Einsetzung einer Trigersphire in P, bezeichnet. 


(b) Sei G*" der Polyzylinder 


(|21| : ers 1} 
und ® das in G?" gelegene Stiick der analytischen Ebene 


| ee %=0, 1<k< a}. 

Im (z,',...,2,')-Raum wird die Punktmenge 
“yan. flo.» ! le toes > "| lo’ 
G2": {[zy' > zy] <1, ..., [ee me] <1 |z,'| <1, +> [tn] s 1} 


gebildet; es werden sodann solche Punkte aus (}*” 
“ 


®N und ‘&*” identifiziert. 
die sich vermége 


der Beziehungen 


; a ; - x on @ 4 . . Pp | 

| .=s *&, we d,.. Sel, Gis iwns z,) nicht auf X ) 

l Zeaa= Zk+a; A=0,...,n—k, z' +0 f 
entsprechen. Wir gewinnen als Modifikation von @?” in M eine komplexe 
Mannigfaltigkeit *92*"; an die Stelle von N tritt in *§M2”" ein Stiick des durch 
z,' = 0 gegebenen (2 n — 2)-dimensionalen analytischen Gebildes. 

4. Erweiterung eines Satzes von T. RADO. — Zum Beweise unseres Haupt- 
satzes im naichsten Abschnitt wird eine Aussage benutzt, die sich auf einen von 
T. Rano aufgestellten Satz!) stiitzt und diesen erweitert. Der Satz von Rabo 
laBt sich folgendermafen aussprechen: 


Set & ein schlichtes beschrinktes einfachzusammenhdngendes Cebiet in dei 
z-Ebene, ferner &' ein einfachzusammenhiingendes echtes Teilgebiet von . 
In &’ set eine reguliire Funktion f (z) gegeben mit der Eigenschaft, dap stet: 
lim f (z;) = 0 gilt fiir jede Folge von Punkten z; aus &’, die gegen einen im Innern 


von ( gelegenen Randpunkt von &’ konvergiert. Dann verschwindet f (z) identisch 
'S) Vgl. die in ') zitierte Arbeit von T. Rabo. 








Hetnricn BEHNKE u. KARL STEIN: 


Der naheliegende Gedanke, zum Beweise ’ konform auf den Einheitskreis 
abzubilden und sodann aus dem Verschwinden von f in einer Randpunkt- 
menge auf das identische Verschwinden von f im E. K. zu schlieBen, fihrt 
jedenfalls nicht auf einfache Art zum Ziele, da die Bildpunkte der im Innern 
von & gelegenen Randpunkte von @’ keinen Randbogen des E. K. vollstandig 
zu bedecken brauchen. T. Rap6 hat hierauf unter Hinweis auf ein von P. 
KorBe angegebenes Beispiel aufmerksam gemacht. Der Vollstandigkeit 
halber sei der Rapdésche Beweis des Satzes hier wiedergegeben"®*) : 

Es darf angenommen werden, daB & auBere Punkte in bezug auf G’ ent- 

. . + . . . y 

halt. Ist dies noch nicht der Fall, so betrachten wir eine zweifache Uberlagerung 
% von @, die in genau einem, iiber einem Randpunkt von @’ im Innern von © 
gelegenen Punkte verzweigt ist. @’ driickt sich in zwei verschiedene Teil- 
gebiete von & durch; eines von ihnen sei mit @’ bezeichnet. Die Funktion f 
kann dann zugleich als Funktion in @’ aufgefaBt werden. & wird nun konform 
auf ein schlichtes beschrinktes Gebiet G abgebildet, dabei gehv &’ in ein 
Teilgebiet ’ und f in eine Funktion f iiber. Es geniigt zu zeigen, daB f identisch 
verschwindet. Auf , ’, f treffen aber wieder die Voraussetzungen des Satzes 
zu, und @ enthalt dauBere Punkte in bezug auf @’. — Wir kehren zu den alten 
Bezeichnungen zuriick. 

Sei P ein Randpunkt von @’ im Innern von G, der in jeder seiner Um- 
gebungen duBere Punkte in bezug auf @’ aufweist. Es laBt sich eine ganz im 
Innern von & gelegene offene Kreisscheibe 8 mit dem Mittelpunkt P so wihlen, 
daB ein Teilbogen des Randes von ganz aus auBeren Punkten in bezug auf 
(%§’ besteht. Der Durchschnitt &@G’ ist nicht leer, und f bleibt in RW’ 
beschrinkt. Wir bilden & linear auf den Ejinheitskreis ab, derart, daB der 
Nullpunkt innerer Punkt des Bildes 8* von &/\G’ wird; die aus f in $* 
entstehende Funktion heiBe /*. Auf der Peripherie des E. K. gibt es sicher 

9 
ey 4 . e,° . ° . 
einen Bogen von der Linge—— (v geeignet positiv-ganzzahlig), der einschlieB- 
- 
lich seiner Endpunkte von Randpunkten von %* frei ist. Werden nun nach- 
einander die Drehungen 


221 
; ¥ >} 
2 é -s, Aw@wl,...,9—H}, 
ausgefiihrt und geht 8* hierbei nacheinander in Bj, . . ., BF, ijber, so enthalt 
der Durchschnitt D = 8* \B8; oO... \8F—, den Nullpunkt als inneren Punkt, 


lawl 


und die Komponente D, von D, in der z = 0 enthalten ist, liegt einschlieBlich 
ihrer Randpunkte ganz im Innern des E. K. Wir bilden in D,: 


f « 
A 


: Y 7 : -22i 
(3) w (z) = f* (z)- TT f*\e -Z). 
l 


Bei Anniherung gegen einen beliebigen Randpunkt von D, geht immer 
wenigstens einer der Faktoren rechts in (3) gegen Null; da andererseits alle 
Faktoren in Dy beschriinkt sind, strebt auch yw (z) bei Annaherung gegen den 
Rand von D, stets gegen Null., Daher muB y (z) identisch verschwinden. 
Gleiches gilt dann fiir wenigstens einen der Faktoren, also auch fir f. 

8a) Vgl. auch C. CaratHtopory, Conformal Representation, Cambridge Tracts 28 
(1932), S. 82. 





Modifikation komplexer Mannigfaltigkeiten. ll 


Die von uns benétigte Erweiterung des Rapéschen Satzes lautet nun: 


Satz 1: Sei G*" ein Riemannsches Gebiet und &' ein echtes Teilgebiet von 
&°", ferner f eine in &’ eindeutige, regulire, nicht identisch verschwindende Funk- 
tion; es gelte stets lim f (P;) = 0 fiir jede Folge von Punkten P; aus &', die gegen 


jo 
einen im Innern von &*" gelegenen Randpunkt von &' konvergiert. Dann ist f 
in das gesamte Riemannsche Gebiet G2" eindeutig regulir fortsetzbar; und die im 
Innern von &*" liegenden Randpunkte von &' gehiren zu dem (2n — 2 )-dimensio- 
nalen analytischen Nullstellengebilde von f in G*". 


Wir fiihren den Beweis in drei Schritten. 


(a) Zunachst sei n 1, und @?, @’ seien Gebiete in der Ebene einer kom- 
plexen Verinderlichen z. Wir wahlen irgendeinen Randpunkt P von @’ im 
Innern von @? und dazu eine offene Kreisscheibe 8 mit P als Mittelpunkt, 
die noch ganz im Innern von @? liegt. Der Durchschnitt & ~\G’ ist nicht leer, 
zerfallt jedoch eventuell in mehrere getrennte Gebiete. Eines der in RW’ 
enthaltenen maximalen Gebiete werde herausgegriffen und mit @’’ bezeichnet; 
jedenfalls ist dann @” + &. &” kann nicht einfach zusammenhiangend sein; 
anderenfalls miiBte auf Grund des Raposchen Satzes die gegebene Funktion f(z) 
identisch verschwinden. Daher gibt es in &” einfach geschlossene Jordan- 
kurven, deren Inneres!*) nicht ganz zu @”’ gehért. Sei € eine dieser Jordan- 
kurven. Es darf 

m = Min |f (z)|>0 
zEe€ 
vorausgesetzt werden; ndétigenfalls ist © geeignet abzuaéndern. Das von € 
begrenzte, zu & gehérende abgeschlossene Gebiet werde mit B¢ bezeichnet, 
ferner sei 6 = @” \B¢. Durch w = f (z) wird G auf eine Riemannsche Flache R 
iiber der w-Ebene abgebildet. Wir behaupten, daB R iiber jedem Punkte des 
punktierten Kreises 0 < |\w| < m die gleiche Anzahl N von Punkten besitzt. 
Hierzu werde @ durch abgeschlossene Gebiete G 


, ausgeschépft, die so 


gewihlt seien, daB € zum Rande jedes &, gehért und daB die tibrigen Rand- 


komponenten €)”,..., Ci’ von G, ebenfalls einfach geschlossene Jordan- 
kurven sind; es gelte ferner G, C G, «; fiir alle ». Sei nun w ein fester Punkt 
aus 0) w m. Da f (z) bei Annaherung gegen die im Innern von € gelegenen 
tandpunkte von G gegen Null strebt, laBt sich ein », so festlegen, daB fiir 
y >, stets |f (z)| <|w| ist, wenn z auf einer der Randkurven Gry. 6 Cy’ 


von G, gewihlt wird. Alle Stellen in G, in denen f (z) = w ist, liegen also schon 
in &,,; ihre Anzahl ist 








. l f’ (z) 
N (w) 2ni J f (2) — a 
Rd &,, 
| 1 *» +¢ 
tar | tlosihe)—wl+g57 2 | dle lfe)—wl- 
¢ (¥_) 


uu 


18) Unter dem Inneren einer einfach geschlossenen Jordankurve in der Ebene wird 
das von dieser Kurve begrenzte Gebiet verstanden. 
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Wegen |/ (z)| < jw] auf allen €)"” sind aber die Integrale rechts iiber die €°”” 
simtlich Null, folglich ist 





N (w) hangt analytisch von w ab und ist andererseits eine ganze Zahl; daher 
bleibt N (w) = N konstant. Sicher ist auch N >0, denn in @ nimmt f (z) 
jedenfalls Werte aus 0- |w| < m an. Die Riemannsche Fliche R weist also 
liber 0 << |w| < m keine Randpunkte auf und besteht dort aus genau N Blattern. 

Es ist leicht zu sehen, daB sich R durch Hinzufiigen von gewissen Punkten 
iiber w= 0 zu einer iiber der gesamten Kreisscheibe |w|!< m algebroiden 
N-blattrigen Riemannschen Fliche Ri* fortsetzen 1aBt: Wir bilden fiir den 
iiber 0; || - m gelegenen Teil R von R die N elementarsymmetrischen 
Funktionen a, (w),...,@y (w) der N Zweige von f— '!(w); dann geniigt z = f— 1 (w) 
der Gleichung 


2X 4 a, (w) - 2N t ‘+ Ay (w) 0. 


Die a, (w), A=1,...,1 V, sind in 0< |w|< m eindeutig, regular und beschrankt. 
sie lassen sich daher nach w == 0 regular fortsetzen. Das aber bedeutet, daB 
z= f—'!(w) auch in N (evtl. teilweise zusammenfallende) -Punkte iiber w — 0 
ganz-algebroid fortgesetzt werden kann und daB R als Riemannsche Flache 
von z= f—1!(w) iiber w= 0 wie behauptet zu einer Riemannschen Flache fi* 
erganzbar ist. 

Fiir das Gebiet & in der z-Ebene folgt, daB seine im Innern der Jordan- 
<urve © gelegenen Randpunkte isoliert sind: Sie ergeben sich als Bildpunkte 
der tiber w= 0 gelegenen Punkte vermége z= f—!(w), ihre Anzahl ist also 
héchstens NV. Wird f(z) in diesen Punkten durch Zuordnung des Wertes 0 
erklart, so ist damit f (z) in das ganze Innere von € regular fortgesetzt. 

© war irgendeine in &” nicht berandende Jordankurve. Demnach ist f (z) 
in das kleinste, G’’ umfassende, einfach zusammenhingende Gebiet &* regular 
fortsetzbar. Es ist notwendig @* = &, sonst miiBte wiederum auf Grund des 
taposchen Satzes f(z) identisch verschwinden, im Widerspruch zur Voraus- 
setzung. & enthalt daher in seinem Innern nur isolierte Randpunkte von @’ 
und f(z) kann in diese Punkte regular fortgesetzt werden. Da gleiches fiir 
jede im Innern von ©? gelegene Kreisscheibe mit irgendeinem Randpunkt 
von &’ als Mittelpunkt gilt, so ist unser Satz fiir den betrachteten Sonderfall 
bewiesen. 

(b) Seien jetzt G*" und &’ Gebiete im.R?" (n > 1). Wir greifen irgendeinen 
Randpunkt P von G&’ im Innern von @" heraus und legen um P als Mittelpunkt 
eine Hyperkugel &, die noch ganz in @” liegt. In & liegen innere Punkte von 
%’; wir kénnen einen dieser Punkte Q so wahlen, daB die zweidimensionale 
analytische Verbindungsebene ©? von P und Q aus &’ 8 ein zweidimensio- 
nales Gebiet gq’ mit Q als innerem Punkt herausschneidet, auf dem die gegebene 
Funktion f (z,, ..., z,) nicht konstant gleich Null ist. Es bedeutet keine Ein 
schrinkung, anzunehmen, daB P der Koordinatenanfang und (? die Ebene 
z= °°'=2Z,-1= 0 ist; nétigenfalls ist eine geeignete lineare Koordinaten- 
transformation vorzunehmen. Die aus & durch ©? ausgeschnittene Kreis- 
scheibe g, das Gebiet q’ und die Funktion f (0,..,0,z,) erfiillen nun die 
Voraussetzungen des schon bewiesenen Teiles unseres Satzes. Folglich laBt 
sich f (0,...,0,z,) (als Funktion der einen Variablen z,) in ganz g hinein 


“nh 
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eindeutig regulir fortsetzen, und g’ besitzt im Innern von g nur isolierte 
Randpunkte, unter ihnen sicher den Punkt P. Es gibt daher auf €* um P 
einen Kreisring 0< ¢, < |z,|< €, und dazu ein 6 >0, so daB der Polyzylinder 


OR ae ee Bait 6, a cimice 


nur innere Punkte von &’ enthialt. In 3 laBt sich f in eine Laurentreihe 


T >) 
° y ~ a” 
f (2, - «+ 2) p> A, (2, + +> 2m 1) “n 
Ma 9) 
entwickeln, wo die a, (z,,...,2,—1) in {|z,|/< 6,...., Zn —1|< 6} regulire 
Funktionen darstellen. Andererseits ist f (z,,...,2,) auf jeder Ebene 
<2 ,,(0) (0) ae (0) 33 (0) 
&* (21, . > Zn —1): {% Pl s+++s *n—1 Zn —1} 
4 (0) (0) 2 - ‘ . . ‘ : 
init |z; |< 6,..., Zn -1|\< 6 als Funktion der einen Variablen z, in den gesam- 
> ° . . ° 4 (0 
ten Kreis |z,,|< , regular fortsetzbar, denn entweder ist f auf G? (z)’,..., 
(0) . . , . . . es . . 
2m —1) in &, < |2,|< €, konstant gleich Null, oder es laBt sich wieder, ahnlich wie 
oben fiir © = ©? (0, . ., 0), der schon bewiesene Teil unseres Satzes anwenden. 
° . . . (0) (0) . 
Daher muB die angegebene Laurententwicklung fiir feste z;’,.. ., Zn —1 mit 
(0 (0) . . on ° ° . on 
z1- 6,...,/2,—1}< 6 in eine gewoéhnliche Potenzreihenentwicklung iiber- 
* . (0) (0) 
gehen. Es ist also stets a, (2)',...,2,—1) = 0, d.h. a,(%,..., 2-1) = 90 
fir «<0. In 8 ist demnach 
‘ ’ u 
er >” Gy, (2). +> Sp —2) * Be 
uu 0 
Diese Reihe konvergiert aber im gesamten Polyzylinder 
‘ ° » » yy 1 
Bi: za|< 6,...,|en-1]< 6, |Zn|< eg}, 


mithin bleibt f dort regulir. Bei Annaherung gegen die in 8, gelegenen Rand- 
punkte von &’ geht f gegen Null; das bedeutet, daB diese Randpunkte zu den 
(2 n — 2)-dimensionalen analytischen Nullstellengebilden von { in 8, gehdren 
mussen. 

Entsprechendes gilt nun in der Nachbarschaft jedes im Innern von @*” 
gelegenen Randpunktes von &’, denn der Punkt P war als solcher nicht speziell 
gewahlit. @’ kann sich daher von @?" nur durch Stiicke analytischer Flachen 
im Innern von @?" unterscheiden, und diese Flachen sind Nullstellenflichen 
der im gesamten Gebiete @?” regulir und eindeutig bleibenden Funktion 
Fs ss <5 Maes 

(c) Nunmehr sei &*" (n => 1) ein beliebiges Riemannsches Gebiet und @’ 
irgendein echtes Teilgebiet von G2”. Es sei P ein in G2” gelegener uniformisier- 
barer Punkt, der zugleich Randpunkt von @’ ist. P besitzt ,,schlichtartige* 
Umgebungen in &2"; wir wihlen eine solche zusammenhaingende Umgebung 
ll (P) und bilden sie analytisch auf ein schlichtes Gebiet 8 im R?” ab. Der 
Durchschnitt Ul (P) \@’ ist nicht leer, ihm entspricht in 8 ein Teilbereich B*. 
Ist B’ ein in 8* enthaltenes maximales Teilgebiet, so erfiillen 8, 8’ und die aus 
der gegebenen Funktion f in 8’ entstehende Funktion ‘f die Voraussetzung 
unseres Satzes. Nach dem bereits Bewiesenen ist also ‘f in ganz $ eindeutig 
regulir fortsetzbar, und 8’ unterscheidet sich von 8 nur durch Stiicke des 
Nullstellengebildes von ’f. Gehen wir wieder zum Riemannschen Gebiete @?” 
iiber, so folgt, daB sich f in die gesamte zu (?" gehérige komplexe Mannig- 
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faltigkeit &2" eindeutig regular fortsetzen laBt und daB sich 2" von der zu 
@’ gehérigen komplexen Mannigfaltigkeit G’ nur durch Stiicke des Null- 
stellengebildes von f unterscheidet. Gleiches gilt dann aber auch in bezug auf 
@?" und @’. Denn jeder nichtuniformisierbare Punkt Q in @?", der zugleich 
Randpunkt von @’ ist, besitzt sicher eine Umgebung U (Q), derart, daB f in 
ul (Q) 2" beschriankt bleibt: ferner hat f in Q den Grenzwert Null. Nach der 
am SchluB des Abschnitts 2 bewiesenen Aussage laBt sich f also in Q regular 
fortsetzen und verschwindet in Q. 

Damit ist der Satz bewiesen!’). 

Bemerkung: Aus Saiz 1 ergibt sich unmittelbar die folgende Aussage: 


Sei & ein Gebiet im R?", f (z,, . . ., Z,) eine in & regulére Funktion, ferner P 
ein Randpunkt von & mit der Eigenschaft, dap in einer Umgebung U ( P) die Rand- 
punkte von & nicht einen Teil eines analytischen Gebildes ausmachen. Strebt dann 
f bei jeder Anniherung aus dem Inneren von & gegen einen in Ul (P) gelegenen Rand- 
punkt von & gegen Null, so verschwindet f identisch. 


Die Aussage laBt sich noch erweitern. An Stelle der Gesamtheit aller in 
ll (P) gelegenen Randpunkte von & kénnen geeignete Teilmengen dieser Gesamt- 
heit betrachtet werden, etwa die durch eine in & eindringende Hyperebene 
(oder durch andere analytische Regelflichen mit bestimmten Eigenschaften) 
ausgeschnittenen Randpunkte. Wir wollen hierauf jedoch nicht naher ein- 
gehen 


5. Modifikation Riemannscher Gebiete in kompakten Teilen analytischer 
Gehilde. 

Satz 2: Sei G*" ein Riemannsches Gebiet und N eine kompakte Punktmenge 
in &*" mit der Eigenschaft, dap in einer Umgebung U (MN) eine eindeutige, regulére, 
nirgends identisch verschwindende Funktion F existiert, die in allen Punkten von 
MN Null wird. Sei ferner *G*" eine Modifikation von &*" inN. Dann unterscheidet 
sich *%-" von G*"—MN nur durch Stiicke eines analytischen Gebildes. 

Beweis: ® ist kompakt, also auch bikompakt. Wir ordnen jedem Punkte 
von ® eine Umgebung in &*" zu, deren abgeschlossene Hiille kompakt und in 
ll (%) enthalten ist; dann wird N% schon von endlich vielen dieser Umgebungen, 
etwa von &%,,...,%,, tiberdeckt. Die Vereinigung 8 = BU ...U%, ist dann 
ebenfalls eine Umgebung von %, ihre abgeschlossene Hiille B ist kompakt und 
liegt ganz in U (MN). Sei nun P* ein Punkt in *G?", der zugleich Randpunkt 
des Teilgebietes @?"—-N von *G*" ist. Es gibt eine zusammenhiangende 
Umgebung Ul* ( P*) in *@?", so daB 11* (P*) 4 (G2"— MN) in B— MN enthalten ist. 
Eines der in U* (P*)(G@?"—®) enthaltenen maximalen Gebiete werde 
herausgegriffen und mit @’ bezeichnet. Wir behaupten, daB fiir U* (P*), 
(%’ und die insbesondere in @’ definierte Funktion F die Voraussetzungen von 
Satz | zutreffen. Wire dies nicht der Fall, so gibe es einen Randpunkt Q* 
von (%’ im Innern von Ul* (P*) und eine gegen Q* konvergierende Folge von 
Punkten Q; aus G’, derart, daB stets | F (Q;)| > e« fiir ein e >0 ist. Die Punkt- 
folge {Q;} liegt ganz in @—%®; sie besitzt sicher eine Teilfolge { Qj,}, die, als 

) Es sei angemerkt, daB sich Satz 1 auch mit Hilfe eines Resultates von P. THuLLEN 
iiber die wesentlichen Singularitaten analytischer Flachen gewinnen laBt. Vgl. P. Tuut- 
LEN: Uber die wesentlichen Singularitaten analytischer Funktionen und Flaichen im Raume 
von n komplexen Veranderlichen, Math. Ann. 111, 137—157 (1935). P. THu..en hat 
dort den Rapdéschen Satz auf einfache Art aus seinem Hauptsatz abgeleitet. 
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Punktfolge in G?" aufgefaBt, gegen einen Punkt Q von ¥ konvergiert. Q muB 

notwendig ein Punkt von ® sein. Dann ist aber lim F (Q;) = F (Q) = 0, 
y—> o 

womit ein Widerspruch hergestellt ist. 

Nach Satz 1 laBt sich F demnach in ganz l1* ( P*) hinein eindeutig regular 
fortsetzen, und U* (P*) unterscheidet sich von @’ nur durch Stiicke des Null- 
stellengebildes der so fortgesetzten Funktion F. Da Entsprechendes in bezug 
auf Umgebungen beliebiger Randpunkte von &*"—M in *G*" gilt, ist Satz 2 
bewiesen. 

Wir schlieBen noch einige Bemerkungen an. G*", *@*", N, UW (MN) mobgen 
im folgenden weiter Riemannsche Gebiete bzw. Punktmengen bezeichnen, 
die den Voraussetzungen des Satzes 2 geniigen. 

(a) Jede in U (M) eindeutige regulire Funktion g laBt sich von U (M) — MN 
her eindeutig regular in alle Punkte von N* = *G2" — (G*"—M) fortsetzen. 
Denn g ist in *@*"7\ (11 (9) — MN) eindeutig regular und bleibt dort jeweils in 
einer Nachbarschaft jedes Punktes von {* beschrinkt. Nach dem schon im 
Abschnitt 2 benutzten Satze iiber hebbare Unstetigkeiten regularer Funktionen 
in analytischen Gebilden schlichter Gebiete 14Bt sich g dann zunichst wie 
behauptet in die uniformisierbaren Punkte von ¥t* fortsetzen und danach 
auf Grund der Aussage am Schlu8 von Abschnitt 2 auch in die nichtunifor- 
misierbaren Punkte von *. 

(b) Wird ® in U1 (NM) genau charakterisiert durch endlich viele Gleichungen 
F 0 mit in 11(N) eindeutigen reguliren F;— was insbesondere bedeutet, 
daB MN aus endlich vielen geschlossenen irreduziblen analytischen Gebilden 
besteht so ist N* = *G*"— (G2"—MN) ein in *G*" abgeschlossenes analyti- 
sches Gebilde. Denn die F; sind eindeutig regular aus U1 (M) — N in N* hinein 
fortsetzbar, und M* fallt genau mit der Menge ihrer in (UU (M)— MN) M* 
gemeinsamen Nullstellen zusammen; auBerdem ist N* in *G*" abgeschlossen. 
Die irreduziblen Bestandteile von N* brauchen nicht notwendig geschlossen 
zu sein. 

(c) Die Voraussetzung unter (b) wird insbesondere erfiillt, wenn St ein 
isolierter Punkt P ist. Sind @*”" und *G*" iiberdies komplexe Mannigfaltig- 
keiten, so ist N* — *G*2" — (G*" P) entweder ein isolierter Punkt P* in 
*%2" dh. es ist *G2" — G2", falls P und P* identifiziert werden (dieser Fall 
tritt stets fiir n = 1 ein); oder die irreduziblen Bestandteile von %* sind saémtlich 
von der Dimension 2 n — 2. — Um dies zu zeigen, legen wir in G*" eine Umgebung 
ll (P) fest, in der ein lokales komplexes Koordinatensystem (z,, . . ., z,) erklart 
ist; es darf angenommen werden, daB P = (0,...,0) ist. Sei Q* irgendein 
Punkt von ®*. Es gibt in *@?" eine Umgebung 1l* (Q*), derart, dab 
U* (Q*) -\ (G2" — P) in U (P) — P enthalten ist. Wir wihlen U* (Q*) so klein, 


daB auch in U* (Q*) ein lokales komplexes Koordinatensystem IE 
definiert ist. In U* (Q*)~\(G@?"— P) hangen dann die (z%,..., z,) und 
(z,*,. z,*) durch eine umkehrbar eindeutige Transformation 
y ~ * ~ * 

| 2 P rr 2," ) 
(IV) : 

| Zn Pn (z,* peace z,*) 
miteinander zusammen. Die Funktionen q,,..., @, Sind in U* (Q*) > (*G>" M*) 


regulir und gehen bei Anniherung gegen die in U* (Q*) gelegenen Punkte 
von ®* gegen Null; daher sind g,,..., ~, in ganz U* (Q*) eindeutig regular 
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fortsetzbar, und ihre gemeinsamen Nullstellen sind dort genau die Punkte 
von *. Entweder ist nun die Funktionaldeterminante A von (IV) in Q* von 
Null verschieden. Dann wird eine volle Umgebung von Q* in *@2" durch (IV) 
auf eine volle Umgebung von P in @** umkehrbar eindeutig bezogen, und 
N* kann nur aus dem einen Punkte Q* bestehen. Oder A verschwindet in Q*. 
In diesem Falle muB R* in U* (Q*) mit dem durch die Gleichung A = 0 
gegebenen analytischen Gebilde %, dessen irreduzible Bestandteile saimtlich 
(2 n — 2)-dimensional sind, zusammenfallen. Denn A kann in keinem weiteren 
Punkte Q** von %* innerhalb 11* (Q*) von Null verschieden sein, da sonst nach 
der eben angestellten Uberlegung 2* nur aus Q** bestehen kénnte. Andererseits 
kann auch kein Punkt von § zu U* (Q*) - (*@?" — N*) gehGren, da eine analy- 
tische Transformation eines schlichten Gebietes auf ein schlichtes Gebiet nur 
dort eindeutig umkehrbar ist, wo ihre Funktionaldeterminante nicht ver- 
schwindet. Fiir n = 1 muB notwendig A (Q*) + 0 sein; anderenfalls wire Q* 
isolierte Nullstelle von A und daher in einer geeigneten, in 11* (Q*) enthaltenen 
Umgebung &* (Q*) der einzige Punkt von %*; dann kénnte (IV) aber fiir 
(z,*, ..., Z,*) aus B* (Q*)-\ (*G*2" — N*) nicht umkehrbar eindeutig sein. 


( Eingegangen am 10. Marz 1951.) 


Ma 
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Indefinite quadratische Formen und Funktionentheorie I. 


Von 
Cart Lupwie Sie¢er in Gottingen. 


1. Einleitung. 
1. Es sei 
m 


Slt]=eSr=— DL’ y,%x, 
T=1 
eine quadratische Form mit m Variabeln 2,,.. ., x,, und reellen Koeffizienten 
8; = 8,,, deren Determinante von 0 verschieden ist. Die Signatur von © sei n, 
m —n; es liBt sich also S [ry] durch eine reelle lineare Transformation tr = € y 
in die Differenz qg—r zweier Quadratsummen q yi free Yi, und 
f= Yn rate Yn von » und m—vn Variabeln iiberfiihren. Nach der von 


HERMITE in die Reduktionstheorie der indefiniten Formen eingefiihrten 
grundlegenden Idee wird © [yr] die positiv definite ,,Majorante‘‘ % [r] = q+r 
zugeordnet [1], deren Matrix % = (€ €’)~? ist. 

Setzt man 


si jie = (En 0 
(1) S [€ S ; 
! i | 0 —- Em n) 
so daB G, die Diagonalmatrix mit n Diagonalelementen 1 und m — n Diagonal- 
elementen 1 bedeutet, so gilt S,—} S,_ und 
(2) BS-1B=S, P'=B>0. 


Ist umgekehrt §% eine Lésung von (2), so transformiere man 8 [r] und © [r] 
simultan auf Hauptachsen durch eine reelle lineare Substitution = Cy. 
Dadurch kann man erreichen, daB 


m m 


Pirl= Vyz, Sel= Lax 
k=1 k= 1 


wird, wobei d,, .. ., d, positiv und d, ,,,...,d,, negativ sind. Bezeichnet man 

jetzt mit S, die Diagonalmatrix mit den Diagonalelementen d,,...,d,,, 80 
. : < oti _¢e ‘ ri a-1_¢ 1 

gilt B [(C] = E, S [C] = S, und (2) ergibt So So, d, (k= 1,..., m). 


Also hat ©, die friihere Bedeutung und es wird § [xr] = q+ 7, S [tr] =q—r. 
Die Majoranten § sind folglich genau die Lésungen von (2). 
Um eine Parameterdarstellung von § zu gewinnen, beachte man, dab 


mR = ‘ 7 4 : w+ S . ° 
—,— [r] = q¢ ist; daher ist die Matrix z =— = 8 nicht-negativ und vom 
Range n. Fiir n = 0 folgt 8 S als die einzige Lésung. Weiterhin sei n > 0; 


dann kann man § = W-![X’G] ansetzen, mit einer unbekannten reellen 
Matrix X™ des Ranges » und unbekanntem positiven symmetrischen W™. 
Aus (2) folgt nun die Bedingung G—-![2R—G]=G, also S-! [RK] = 
(S [¥ W-1] —W-}) [X'S] = 0, S (XW-1]=BW-! und B= S [X]. Wahlt 
man umgekehrt X("” gemaB der Bedingung S [X] > 0 und definiert 


T 
» 


|@ 


BW=-S[X], R=B-' [X'S], P=2R-—G, g—CS=2%, 


bo} 
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so gilt 
KRE=S$Z, VQVK=0, S'*(RJ=R, LQS-1K=0, 


also 


CY] 


1(2]=—2g, 


a gk O 

S-1[&,2]=(5 _ o)- 

Da & nicht-negativ und vom Range n ist, so folgt nach dem Trigheitsgesetz, 
daB auch & nicht-negativ ist; dann ist aber auch die Summe & + 2 = § nicht- 
negativ. Andererseits wird $2 G-! 8 = KR — 2 = G; also ist die Determinante 
$|+ 0, so daB tatsichlich $ positiv und (2) erfiillt ist. Im speziellen Falle 
n = m wird iibrigens R = © = § die einzige Lésung. Wir betrachten weiterhin 
nur noch den indefiniten Fall n (m— n) > 0. 

Bei unserem Ansatz & = W-! [X'S] mit unbekannten X und W sind diese 
durch § nur bis auf eine simultane Transformation %+ % §, B+ W [H] mit 
willkiirlichem umkehrbaren reellen §™ festgelegt. In der Parameterdarstellung 
(3) BP=2R-—S, KR=B-'[(X%’'S], BWB=S[X]>0 
erhailt man also fir X = X, und X = X, dann und nur dann dasselbe %, wenn 
X, = X, ist. Um noch § festzulegen, betrachte man zunichst den speziellen 
Fall G=G, und zerlege X%’ = (Y{", 92°" ™). Wegen S, [X] = 9, D,’ 
%.%.’ > 0 folgt dann |9),|+ 0. Setzt man nun — 9); 9%), 9) und schreibt 
anstatt 9); ' ¥’ wieder X’, so ergibt (3) die umkehrbar eindeutige Parameter- 
darstellung 

S=-28 


oder explizit 


OQ 


k=B-'(E,9), B=E-YY'>0 


( €+9yP (E—-YY)-*Y 

(4) B= E—-DY E+” , E>VY. 
yE-VyY)' E-YY 

Dabei sind also die n (m — n) Elemente y,, (k= 1,...,n;l=1,...,m-—-- mn) 


von 9) = (y,,;) unabhingige reelle Variable, die nur der Bedingung unterliegen, 
daB € — YY)’ positiv ist; insbesondere sind dann die y,, simtlich beschrankt, 
namlich von absolutem Betrage <1. SchlieBlich erhalt man die Parameter- 
darstellung fiir den allgemeinen Fall, indem man ein festes € = ©, mit 
S (€C] = S, wahit und dann § in (4) durch ¥ [€,] ersetzt. 

Interpretiert man die Elemente 2, ..., z,, einer Spalte ¢ als Koordinaten 
im projektiven Raum R von m — | Dimensionen, so kann man das gewonnene 
Xesultat in geometrischer Ausdrucksweise folgendermaBen aussprechen. Die 
Menge P aller Lésungen von (2) ist ein birationales Bild derjenigen (m — n 1)- 
dimensionalen linearen Teilriume von R, in deren simtlichen Punkten die 
Funktion © [r] positiv ist. Wir haben also als Koordinatenraum fiir P den 
durch die Bedingung © [r] > 0 ausgeschnittenen Teil der GrassmMannschen 
Mannigfaltigkeit von n (m — n) Dimensionen. 

2. Die ,,orthogonale‘‘ Gruppe 22 von © besteht aus den reellen linearen 
Transformationen zr + ¥% r, welche © [r] in sich iiberfiihren, also der Bedingung 
S (B]= GS geniigen. Aus (2) folgt unmittelbar die wichtige Eigenschaft des 
Raumes P(G) aller Lésungen $% von (2), daB er bei den Abbildungen 
¥ + ~% ([V] in sich tibergeht. Sind ¥, = (€,C,’)—! und FP, = (C, C,’)—! zwei 
Punkte von P und © [€,] = S, = S [G,], so ist ©, Ce ' _ % ein Element von 
Q und $, = %, (B]. Daher ist die Darstellung von 2 auf P transitiv. Man 
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beachte dabei, daB @ und — &% dieselbe Abbildung $ > ¥% [+ ¥B] ergeben. 
Es ist auch zu bemerken, daB P symmetrisch im Sinne von E. Cartan [2] 
ist, und zwar besteht die Symmetrie beziiglich eines Punktes %, von P als 
Zentrum in der Zuordnung ¥% -- ¥, P-!B,. Offenbar sind P (S) und P (— S) 
identisch ; ferner lassen sich P (S) und P (G—") vermége ¥ ++ $— ! aufeinander 
abbilden. 

Die bei 2 invariante Rremannsche Metrik auf P gewinnt man am einfach- 
sten, indem man P als Teilraum im Raume P aller positiven symmetrischen 
R™ — (p,,) auffaBt. Dieser geht bei allen Abbildungen $ + $ [B] mit reellem 
umkehrbaren 8™ in sich iiber, und dabei bleibt die Spur 


o (B-1dBR-1 dB) d? log |B 


, : . m (m+ 1) _— 
ungeindert. DaB die quadratische Form der 5 Variabeln d 7, 
(l<k<l<m) positiv definit ist, erkennt man sofort durch die Betrachtung 
an der Stelle 8 = €. Hierdurch wird auf P eine MaBbestimmung mit Isometrie 
; ' , ge 

beziiglich der orthogonalen Gruppe induziert. Ubrigens ist es von Interesse, 
daB P in P geodiatisch ist. Es ist zweckmaBig, noch den Zahlfaktor } hinzu- 
zufiigen, also das Linienelement auf P durch 


(5) d s* —idlog|$ 


zu definieren. Bei Benutzung der Parameterdarstellung (4) ergibt eine leichte 
Rechnung, daB dann 


dst=a((E—YY’)-*dY (E-Y’Y)-'dY’) 


wird mit dem Volumenelement 


m n m n 
(6) dv EC-YY'| 2 WT I dy,. 
k=11=1 
Da $ [xr] definit ist, so ist jede diskrete Untergruppe von 2 auf P dis- 
kontinuierlich. Insbesondere gilt das also fiir die ,,Einheitengruppe“ J" von G, 
die aus allen Lésungen 8 = Ul von © [B]= GS mit ganzzahligen Elementen 
besteht. Ohne weitere arithmetische Voraussetzungen iiber GS besteht J" im 
allgemeinen nur aus © und — G, denen auf P die identische Abbildung ent- 
spricht. Von nun an sei aber © rational. Es ist eine wichtige Folgerung der 
Xeduktionstheorie, daB dann das Volumen 
Ve dv 
F, 
eines Fundamentaibereiches F, von J’ auf P stets endlich ist, wenn nur der 
triviale Fall einer binaren quadratischen Nullform ausgeschlossen wird. Hieraus 
folgt dann iibrigens [3], daB es fiir weniger als n (m — n) Dimensionen keinen 
Wirkungsraum der orthogonalen Gruppe gibt, in welchem J" noch diskonti- 
nuierlich ist. 
3. Unser Ziel ist das Studium der indefiniten quadratischen Gleichungen 
(azji+b4,%+°--)+(ca+°---)+d=0 


mit ganzen Koeffizienten und m ganzzahligen Unbekannten. Es bedeutet 
keine wesentliche Einschrinkung der Allgemeinheit, wenn wir dabei voraus- 
setzen, daB die von den Gliedern zw iten Grades gebildete quadratische Forn 
S [x] nicht-ausgeartet ist. Dann kénnen wir die Gleichung in der Gestalt 


\* 
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(7) S({r+aj=t 
schreiben, wo der Vektor a und die Zahl ¢ gegeben und s,,, 2 s,,,2 S a, S [a] —t 
simtlich ganz sind. Bezeichnen wir den absoluten Betrag der Determinante 
von 2 Smit s, so sind jedenfalls a s und 2 st ganz. Wir setzen noch r + a = by, 
so daB also y = a (mod 1) ist. Tritt ) als Summationsbuchstabe ohne niahere 
Angabe auf, so ist stets iiber alle ganzen Vektoren r zu summieren, wahrend bei 
der Angabe ) (mod q) iiber ein vollstindiges Restsystem von ¢ nach einem 
gegebenen Modul g summiert wird. 
Wir fiihren eine komplexe Variable z = x + i y mit positivem Imaginarteil 
y ein und setzen 
(8) eGO+iyBS=R. 
Zerlegt man wieder § [x] = q+ 7, S [xr] = q — 1, so wird 
R [xr] zq or. 
Da R den positiven Imaginirteil y ® hat, so konvergiert die Thetareihe 
(9) f(z) = fa (2) = fa (z, B) =F PERV! 
D 
Diese Funktion ist zuerst in etwas anderer Gestalt bei der Untersuchung [4] 
der Zetafunktionen indefiniter quadratischer Formen aufgetreten. Sie hat 
bemerkenswerte Eigenschaften. Wie sich auf dem iiblichen Wege aus einer 
Thetaformel ergeben wird, hat f (z) als Funktion von z ein einfaches Trans- 
formationsverhalten bei beliebigen Modulsubstitutionen z— “= : : . Dabei 
ist aber zu beachten, daB f (z) nicht eine analytische Funktion der komplexen 
Variabeln z ist. Ist ferner 11 eine Einheit von GS und auBerdem Ua — a ganz, 
so zeigt die Substitution y > Uy, daB f, (z, 8) beim Ubergang von ¥ zu $ [Ui] 
invariant bleibt. Jene Ul bilden in J’ eine Untergruppe J", von endlichem Index. 
s sei F ein zugehériger Fundamentalbereich und V sein Volumen. Aus der 
eduktionstheorie werden wir entnehmen, daB das Integral von f, (z, $8) iiber F 
existiert und durch gliedweise Integration der Reihe berechnet werden kann 
wenn im Falle m < 4 die Nullformen ausgeschlossen werden und fiir m = 4 die 
Nuliformen, deren Determinante eine Quadratzahl ist. Unser Hauptresultat 


E 
R 


ist dann eine Ersensternsche Partialbruchentwicklung des Integrales fiir 
m 3. 

Satz 1: Es sei S [x] indefinit, S [xr] + 2a’ Sx ganzwertig, m > 3 und im 
Falle m = 4 nicht zugleich S [rx] eine Nullform und |S| ein Quadrat. Fiir jeden 
gekiirzten Bruch r - selze man 

ln— m 1 
(10) y (r) ae 4 s sy yy er *irSipl. 


_ 
» (mod b) 


ferner sei y = 1 fiir ganzes a und sonst y = 0. Dann ist der Mittelwert 


(11) V-*ffalz,B)dv=y+S y(r)(@—r) *@-7) * 
FP r 


wo r alle rationalen Zahlen durchléiuft; im Falle m = 4 wird dabei zuerst iiber 
alle r mit festem Nenner b summiert und sodann iiber alle positiven b. 

Zum Beweis wird zuniichst gezeigt, daB die Differenz der beiden Seiten 
in (11) an den parabolischen Spitzen der Modulfigur ein ahnliches Verhalten 
aufweist wie eine Spitzenform in der Theorie der analytischen Modulfunktionen. 


_ es 


a ne ee 
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Der springende Punkt ist nun aber, daB zum Unterschiede gegeniiber dieser 
Theorie die Fourterschen Koeffizienten der Reihenentwicklung an den 
parabolischen Punkten in Abhingigkeit von y gewisse konfluente hypergeo- 
metrische Funktionen sind, deren Untersuchung bei y= 0 im Falle m > 4 
ihr identisches Verschwinden ergibt. Im Falle m= 4 hat man zu diesem 
SchluB noch die partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung zu benutzen, 
der jene Differenz als Funktion von x und y geniigt. Dabei kommt man fiir 
positive Determinante, also n = m — n = 2, im wesentlichen auf die Potential- 
gleichung, wahrend fiir negative Determinante noch ein besonderer Kunstgriff 
erforderlich ist, um eine dem Maximumprinzip zugingliche Differentialglei- 
chung aufzustellen. 


4. Durch Koeffizientenvergleich in der Fourterschen Entwicklung der 
EISENSTEINschen Reihe fiihrt Satz 1 zu einer quantitativen Aussage iiber die 
Loésungen y = r+ a der diophantischen Gleichung (7). Um dies formulieren 
zu kénnen, werde zunachst das LésungsmaB erklirt. Die Existenz unendlich 
vieler Einheiten von © hat zur Folge, daB (7) mit einer Lésung y = y, + 0 
stets unendlich viele Lésungen besitzt. Fiir jede Einheit U1 aus der Unter- 
gruppe J’, hat man nimlich die ,,assoziierte‘‘ Lésung y, = U1 y,. Es zeigt sich 
nun aber, daB es bei jedem ¢ + 0 nur endlich viele Klassen assoziierter Lésungen 
gibt und fiir ¢= 0 nur endlich viele ,,primitive‘’ Klassen, bei denen also der 
Teiler von 2 S y méglichst klein ist. Es handelt sich jetzt darum, jeder Lésung 
y eine MaBzahl uw (S, y) zuzuordnen, die nur von der Lésungsklasse abhangt, 
und dann soll die iiber die einzelnen Klassen erstreckte Summe dieser Mab- 
zahlen als LésungsmaB der diophantischen Gleichung eingefiihrt werden. 
3ei der Erklirung von yu (S,) wird nun die Untergruppe /'(y) derjenigen 
Einheiten auftreten, welche die Eigenschaft lly = y haben, und das Volumen 
eines zugehérigen Fundamentalbereichs. 

Es ist zweckmiaBig, fiir die Untersuchung dieses Volumens vorlaufig nicht 
auf den Wirkungsraum P und die dort erklarte Metrik (5) zuriickzugreifen, 
sondern direkt den Gruppenraum {2 zu betrachten und darin den durch die 
Bedingung M y = y definierten Untergruppenraum 2 (y). Fiihrt man noch 
die Gruppe & aller reellen umkehrbaren Matrizen X = (x, ,) ein, so wird fiir 
jedes feste reelle symmetrische W™ = (w,,) der Signatur n, m — n durch die 
Gleichung © [X] = BW in M eine Rechtsklasse beziiglich der Untergruppe {2 
festgelegt. Wir bezeichnen diese mit {2 (¥8), so daB also insbesondere 22 (G) Q 
ist. Auf jedem 2 (%8) wird nun in folgender Weise ein Mabelement konstruiert, 
das einé zweifache Invarianz besitzen wird, nimlich bei den Abbildungen 
X->%MWX fiir alle BV in Q und bei den simultanen Abbildungen X > XQ, 
W + W [O) fiir alle O in M. Ist X = X, irgendein Punkt von 22 (¥%), so wahle 


m (m [) = : P ‘ a ; 
man ——.— Funktionen u,, v,, . . . der m? unabhiangigen Variablen x, (k, / 
‘ ‘ m(m-+1) ,, , 
spe m), die zusammen mit den —--,—— Funktionen 
m 
’ SY’ e . . i ,¢ m 
Wey O, *nq pn %et d<ksl ) 
P,@ 1 


in X, eine von 0 verschiedene Funktionaldeterminante haben. Die 1, Us, ... 
sind dann lokale Koordinaten auf 2 (8) und man kann sie z. B. unter den 2,, 
selber wihlen. Ist dann A der absolute Betrag jener Funktionaldeterminante, 
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so definieren wir 
(12) dw =|S-1 BP A-1du,du,..., 


wobei d u, d u, . . . das euklidische Volumenelement bedeutet. Nach bekannten 
Eigenschaften der Funktionaldeterminante ist zunichst dm unabhangig von 
der Wahl der Ortskoordinaten. Die Abbildung % + % Z fiir irgendein B in Q 
fiihrt 2 (%) in sich iiber, und da die Funktionaldeterminante der Elemente 
von % Z als Funktionen der z,, den Wert |S" = + 1 hat, so bleiben A und dw 
ungeaindert. Die Abbildung ¥ + % O, BW + W [OQ] fiir irgendein © in M fihrt 
{2 (%) in 2 (BW [OQ)) aber. Die Funktionaldeterminanten der Elemente von ¥ O 
als Funktionen der z,, und von % [0] als Funktionen der w,, sind |O|" und 
|" +1, so daB sich A mit dem absoluten Werte von | © multipliziert. Dasselbe 


tut aber der Faktor |G 1 gg in (12), der iibrigens so normiert wurde, daB er 
fiir W = S den Wert | hat. Damit sind die behaupteten Invarianzeigenschaften 
von dw erwiesen. Insbesondere ist also d ein beiderseits invariantes MaB- 
element im Gruppenraum 2. Man wihle nun auf 2 einen Fundamental- 
bereich von der Einheitenuntergruppe J’, und bezeichne sein MaB mit s, (S). 
Spater wird die Beziehung zu dem Fundamentalbereich F auf dem Wirkungs- 
raum P hergestellt und daraus die Formel 
_ m+il 
(13) Ha (S) On Om—n S 2 Vv 


~ 


gewonnen werden, wo S den absoluten Betrag der Determinante |G| bedeutet 
und zur Abkiirzung 
k 


a2 
k 
(3) 
, —_ , . l 
gesetzt ist. Fir ganzes 2 a muB auf der rechten Seite von (13) noch der Faktor ~ 
eingefiigt werden. ¥ 
5. In entsprechender Weise lat sich nun der Untergruppe J” (y) eine MaB- 
zahl zuordnen. Man beschrinke X auf die Matrizen mit fester erster Spalte ; 
dann ist also X = (y, X,), wo ¥, = (,,) eine variable reelle Matrix mit m Zeilen 
und m— 1 Spalten bedeutet. Wir setzen in diesem Abschnitte nur voraus, 
daB y rational und + 0 ist; es braucht also nicht 2G ganz zu sein. Zerlegt 


— 





o,= I- 
k=1 7 


man analog @ (" ws) so ist t= S [py], w= X,'Sy, B, = S [X,], und man 
erhalt auf diese Art alle symmetrischen reellen W™ der Signatur n,m — n 
mit dem ersten Diagonalelement t. Ist %, = X, irgendwie fest gewahlt, so ist 
allgemein X = M (y, X,), wo Mt die Elemente der durch die Bedingung Mt y = y 
definierten Untergruppe M (y) von M durchlauft. Jetzt bestimmt & die Rechts- 
klassen in M () beziiglich der Untergruppe 2 (1), die wir mit 2 (y; Y&) bezeich- 


nen wollen. Die Anzahl der unabhingigen Elemente von % ist bk ds Set] 


2 
und die der unabhiangigen Variabeln x,, ist m (m- 1). Wir wahlen dann als 
— — 2) . 
lokale Koordinaten auf 2 (y; %) weitere ee Funktionen %,, Us, . . . 


der 2z,,, 80 daB die Funktionaldeterminante in einem gegebenen Punkte von 0 
verschieden ist, und definieren in der Umgebung das MaBelement wieder 
durch (12). Die friiheren Invarianzeigenschaften bleiben erhalten, nur daB 
jetzt B auf Q (y) beschrinkt wird und in O die erste Spalte aus den Elementen 





92 
wl 
w 
b 


7,73 
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1,0,...,0 zu bestehen hat. Fiir irgendein gegebenes % wihle man auf 
Q (9; BW) einen Fundamentalbereich B (ty) von der Einheitenuntergruppe J" (1p) 
und bezeichne sein MaB mit u (©, 9); es hingt nicht von % ab. Sind ferner bp, 
und ), = U1», assoziiert, so fiihrt die Abbildung %, + Ul X, einen Fundamental- 
bereich B (y,) in einen Fundamentalbereich B (,) tiber und es gilt u (S, 4,) 

u (S, 9). Es stellt sich dabei heraus, daB u (S, y) endlich ist, auBer in den fol- 
genden Fallen: m = 3 und — t|G|eine positive Quadratzahl; m = 4 und t = 0 und 
S|eine Quadratzahl. Wir werden auch zeigen, daB die Berechnung von p (G, ) 
auf die Bestimmung des MaBes der vollen Einheitengruppe einer quadratischen 
Form fiihrt, welche aus GS und y durch quadratische Erginzung zu bilden ist. 

Nun fiihren wir schlieBlich den Ausdruck 


(14) M (G, a, t) > 4S») 
S[p)=—t 
ein, wo itiber ein volles System beziiglich J’, nicht-assoziierter Lésungen 
y =1r+a von © [y] =¢ summiert wird, mit Ausnahme der etwaigen Lésung 
y = 0. Dies ist das in Aussicht genommene LésungsmaS. 
6. Es sei S [a] — t ganz, und es bedeute A, (G, a, t) fiir jedes natiirliche ¢ 
die Anzahl der modulo g inkongruenten Lésungen r der Kongruenz 


S [xr + a] =t (mod gq). 


Fiir jede Primzahl p werde die p-adische Lésungsdichte 6, (S, a, t) durch die 
Formel 
= . Ag(GS, a, t) 
4, (S, a, t) = lim—*—— (q = p*) 
k— x q 
erklart. Mit diesen Begriffen kénnen wir nun die arithmetische Folgerung 
aus Satz 1 formulieren. 


Satz 2: Es sei © [x +a] —t ganzwertig, und es seien die iibrigen Voraus- 
setzungen von Satz 1 erfiillt. Dann ist 


(15) M (G, a, t) Ma (S) IT 6, (S, a, t), 
Pp 


wo p die Primzahlen in natiirlicher Reihenfolge durchliuft. 


Dieser Satz enthilt insbesondere fiir a = 0,t = 0 eine quantitative Ver- 
feinerung des Mryrer-Hasseschen Satzes iiber Nullformen und ergibt fiir 
beliebige a,t eine entsprechende Aussage, indem nimlich ein Ma fiir die 
Gesamtheit der Lésungen von S [x + a] = ¢ durch die p-adischen Lésungs- 
dichten ausgedriickt wird. Das MaB ist dann und nur dann positiv, also von 0 
verschieden, wenn fiir jedes p die diophantische Gleichung p-adisch ganz- 
zahlig lésbar ist, und zwar nicht-trivial im Falle t = 0. Durch ein einfaches 
Eliminationsverfahren mit Hilfe der Ménrusschen Umkehrformel werden wir 
aus Satz 2 ein analoges Resuitat fiir primitive Lésungen gewinnen. 

Summiert man in (15) tiber die verschiedenen Klassen des Geschlechtes 
von S, so erhalt man eine Formel, die fiir den Fall a = 0, t + 0 bereits [5] 
auf anderem Wege bewiesen wurde, und zwar allgemeiner fiir die Darstel- 
lung einer beliebigen nicht-ausgearteten quadratischen Form durch © [r] 
und ohne die bei Satz i ausgesprochenen einschrinkenden Bedingungen. 
Dabei ist zu beachten, daB die MaBe uw, (S) und pw (S,) auch fiir definite 
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Formen [6] ihren Sinn behalten; fiir positive S und ¢ ist namlich 
m+1 m 


= a 1 7s 4 
Ha (S) = 0», 8 “ u(S, 9) = om—1 8 24 


1-> 1 
ates ‘a (S) ’ 


E(S,»)’ 
wobei die Ordnungen von J", und J"(y) mit Z,(S) und Z(S,) bezeichnet sind, 
Bedeutet A (G, a, t) die Anzahl aller Lésungen von © [r + a] = ¢, so wird dann 


m 


o- Sie oe A (GS, a, t) 
M(G,a,t)=om-18 *t *@——S 


E,(S) 

Es ist aber leicht einzusehen, daB (15) im definiten Fall nicht allgemein giiltig 
ist, und zwar auch nicht bei geniigend groBen m, da es zu jeder Variabelnzahl 
m > 1 positive Formen gleichen Geschlechts gibt, welche nicht genau dieselben 
Zahlen darstellen. 

7. Es ist noch zu erértern, inwieweit die iibrigen bei Satz 1 ausgesprochenen 
Voraussetzungen wesentlich sind. Es ist bekannt, daB fiir m = 2 die durch 
verschiedene Klassen eines Geschlechts dargestellten Primzahlen simtlich 
voneinander verschieden sind. Fiir m= 3 betrachte man als Beispiel die 
indefiniten Formen ¢ xi —2 xs + 64 x3 und y = (2 2, + 23)*?— 2 x + 16 x5. 
Sie gehéren demselben Geschlecht an, aber y stellt keine Quadratzahl dar, 
deren saimtliche Faktoren = +1 (mod8) sind. Fiir binadre und ternire 
indefinite Formen ist also (15) nicht allgemein giiltig. Fiir den in Satz 1 
ebenfalls ausgeschlossenen Fall einer Quaternionen-Nullform stellt sich (15) 
noch als richtig heraus; doch werden wir darauf weiterhin nicht in allen Einzel- 
heiten eingehen. 

Da fiir einklassige Geschiechter und a = 0, t + 0 die Aussage von Satz 2 in 
unserem friiheren Resultat aus dem Jahre 1936 enthalten ist, so ist es von 
Wichtigkeit festzustellen, daB es auch unter den Voraussetzungen von Satz 1 
Beispiele von Geschlechtern mit mehr als einer Klasse gibt. Ein solches liefern 
etwa die beiden quaterniren Formen 32 @ + a; und 32 y 4 xs, mit gy und y in 
obiger Bedeutung. Nach einer freundlichen Mitteilung von M. EIcHLer 
gibt es auch Beispiele fiir beliebige Variabelnzahl m > 4. 

SchlieBlich ist zu erwaihnen, daB Satz 2 fiir m > 4 und a = 0 als Spezialfall 
enthalten ist in dem Ergebnis einer anderen friiheren Arbeit [7]. Die dort 
benutzte Methode ist mit der jetzt anzuwendenden eng verwandt. Damals 
unterlieB ich die Untersuchung des quaterniren Falles, weil dies erhebliche 
Umwege erfordert hatte. Als ich dann kiirzlich mit den schénen Ideen von 
H. Maass [8,9] iiber nicht-analytische automorphe Funktionen bekannt 
wurde, fand ich einen direkten funktionentheoretischen Beweis von Satz 1, 
wie er hier dargelegt werden soll. Es ist zu beachten, daB das Beweisverfahren 
nur bei indefiniten Formen angewendet werden kann; doch gestattet es ver- 
schiedene Verallgemeinerungen. Die Darstellung von quadratischen Formen 
mehrerer Variabeln kann nach dem Vorbild meiner Arbeit aus dem Jahre 1944 
ohne grundsitzliche Schwierigkeiten behandelt werden; darauf wollen wir 
nicht mehr besonders eingehen. Ferner kann man anstelle des Ringes der 
ganzen rationalen Zahlen eine Ordnung in einem algebraischen Zahlkérper 
und allgemeiner in einer involutorischen Algebra endlichen Ranges iiber dem 


rationalen Zahlkérper zugrunde legen. Bei der Ubertragung der Methode auf 


komplexe Zahlkérper treten dann neue Gesichtspunkte auf. Hieriiber und 
iiber die Verallgemeinerung auf Algebren soll im zweiten Teil der vorliegenden 
Abhandlung berichtet werden. 
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2. Transformation. 


1. Es soll zunichst die in (9) definierte Funktion f, (z) in ihrer Abhiangigkeit 
von dem Parameter a betrachtet werden. Dieser Parameter unterliegt der 
Bedingung, daB 2S a ganz ist. Andererseits ist offenbar f, = f_, und fy = fa + ¢ 
fiir jedes ganze g. Daher gibt es héchstens soviele verschiedene Funktionen f, 
bei festem G, wie es modulo 1 verschiedene Restklassen + a gibt. Wir wollen 
nachweisen, daB diese Funktionen sogar linear unabhangig sind. 

Da ¥ > 0 ist, so ist f, (z) als Funktion von y vermége (8) und (9) eine 
DrricHLetsche Reihe. Eine lineare Abhiangigkeit zwischen f,,, fg,,... mit 
konstanten Koeffizienten wiirde nun eine Gleichung ® [p,] = KR [y.] zur Folge 
haben, identisch in z und $% mit gewissen konstanten ), = a, (mod 1), ), = a, 
(mod 1). Indem man etwa die Parameterdarstellung (4) in der Umgebung 
von ¥)=0 heranzieht, folgt leicht , +, und damit die Behauptung. 
Bei dieser SchluBweise wird benutzt, daB © [x] indefinit ist. 

2. Nunmehr wenden wir uns zur Untersuchung des Verhaltens der Funk- 


; P ‘ i, az+b 
tionen f, (z) bei Modulsubstitutionen Z — 





cz+d- 
Bei der Translation 7 = z + 1 geht R zufolge (8) in R + S tiber. Anderer- 


seits ist S [y] = S [a] (mod 1) fiir » =a (mod 1). Also ist 
f (z 4 b) e2*ibS[a) F(z) , 
womit der Fall c = 0 erledigt ist. 


Weiterhin werde ohne Beschrankung der Allgemeinheit c > 0 vorausgesetzt. 
Wir zerlegen 


™~) 


und ersetzen in (9) den Summationsbuchstaben t= —a durch re+ gq, 
wo g ein volles Restsystem modulo ¢ durchliuft und r¢ wieder alle ganzen 
Vektoren. Mit der Bezeichnung 


9 


KR, =— 


oat 


+ 





6+31—19 


9 


bo 


wird dann 


— 
t (2) a one SP) gy oni R [r+ vem] 
p (mod ¢) 
Wegen (2) ist 
1 Ze Tt 


- Ry; = 2 


_ j 

=x-1 23 — 23 mo ce c- x1 

- t 2 ¥ . = 14 R [S ¥ 

Die Determinante von R, ergibt sich am einfachsten, indem man § [zr] und 
S [x] simultan auf Hauptachsen transformiert. Es wird 


2K, 8 a1 (— 2," —n scm (— cz— d)- n (c Zz +4. d)" <i 


wo s wie friiher den absoluten Betrag von |2 G| bedeutet. Nach der bekannten 
Reziprozitatsformel gilt nun 


1 ' Rt wy ee ae 
Y e2zi% (r+ 9-1] —2iR,) ?7Xe 2 *i [tr] + 2xir'ne™ 
r r 
und daher 
n n—m xi 
. = = ms — = 2IS~* 5) 
(16) (cz+d) *(cz+d) * f(z)=DAl(z)e ? 
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mit den Abkiirzungen 





1 m 2xi - 3 a , m—2n 
an ines te tate ee a 
7 A(x ee *@ * 28 », e=e 
p (mod ¢) 
n n m 


T a\" —_ mit 


ni 


Dabei ist (cz+d) * =(Vez+d) " (cz+d) 2 \Ve 
den Hauptwerten der Wurzeln. 

3. Die Vektoren 4 S~'r liegen in endlich vielen Restklassen modulo 1. 
Dies sind genau die fiir den Parameter a zulissigen Restklassen. Wir wihlen 
in jeder Restklasse einen festen Vertreter b, und zwar in der Weise, daB mit b 
auch — 6 auftritt, falls nicht 26 ganz ist. Bei Summation iiber 6 kann man 
dann r in (16) durch 2S (r + b) ersetzen. Wegen ad — bc = 1 ist auBerdem 
aS [yp] + 2(r+b)Syn+d6[r+ bl=aS[y+1rd]+2b’'S(y+2rd)+d6G [6] 
(mod c), also nach (17) 


A(2S (x + b)) = A(2S 5b) 

(18) -- ' = (aS[r +a] + 2b’S(r+a)+dS[b}) 
es *c * > €@.4 

r (mod ¢) 


, : . ; ‘ ab 
Indem wir noch die Abhangigkeit von a und der Matrix M eq) zum Aus- 
C 


druck bringen, setzen wir A (2S b) = Aq, (M) fiir ganzes 26 und sonst 4 (2S b) 
A(— 26 b) = Ag» (M). Wegen f, = f_» geht dann (16) iiber in 
n n m 


2(cz+d) 2 fx (Z) =D Aan (M) fe (2), 
b 


n 
~ 
= 
t 
= 
a 


wo tuber die Restklassen von + 6b (mod 1) summiert wird. 

Speziell sei i S-'! ganz, was insbesondere fiir 2 s|c eintritt. Durch die 
Substitution r+r+C-—!q ; mit beliebigem ganzen q folgt dann aus (18), 
daB die Zahl 4(2S6) bei Multiplikation mit e?*‘9(¢¢+ ) yngeindert bleibt. 


Also ist sie 0, wenn nicht aa -+ b ganz ist. Im restlichen Falle wird 


Aa,aa (M) e2=iabS[a) yy (a, €) 
mut 
_ = m m B ses 
(19) w (a, c) £8 7. 2 y 2xi— Sir] 


r (mode) 
Wir definieren noch @ (1, 0) 
zusammen. 


1 und fassén unsere Ergebnisse folgendermaBen 


Hiljssatz 1: Fiir die Modulsubstitution 2 —“*2— ; gilt 
Cz-+ ¢ 


n n m 


bs ote ar (M) fo (2) (¢>0) 
(cz+d) *(cz+d) = f,(2) 


» 
— 
e27iabS[a) « (q, C) faa (z) (28 c > QO), 
wobei im Falle c = 0 die Zahl d 1 zu nehmen ist. 


4. Um noch das Vorzeichen von c zu eliminieren. setzen wit 





fiir f 


(20) 


Dan 
(21) 


’ 


mM, 
han 


99 


und 


23) 


wo 

fols 
24 

Als 


un 
In 

die 
vol 
der 


Es 
mi 
we 
Be 
iib 
er 


Ww 
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fiir b = + aa(mod 1) und = 0 sonst, ferner 
= n nm 

i e~* Aan (MR) (c z — a) 2(ecZ—a) * (ce>0) 
(20) Lap(M; z M) 

a Aab ( (c=0,d=1) 

lap ( (— 2) (es). 
Dann ist stets 
(21) fa (2) = DF lay (Ms 2) fe (2). 
b 


Man bezeichne die Matrizen der 1,4, Ag, mit 2 (M; z), A (Mt). Ist nun auch 
Me, “ >) eine Modulmatrix, so folgt aus (21) wegen der linearen Unab- 
hingigkeit der f, (z) die Kompositionsformel 
(22) LQ (Me Mt, ; Z) = VQ (M; Z) V (M,; z) 


und daraus 


Mm > c . - +d > 
(23) A (M) A (M,) = 3 rye ) ©>0,q>0, 0m +44 >% 
| F@A(MM,) (c>0,¢,>0,ca,+ de, <9), 
A (Mt) A (— M3) A (6) (c > 0), 


wo A (&) die Einheitsmatrix ist. Ersetzt man in (18) rechts r durch rd, s 
folgt andererseits 


(24) A (My = e-2 A(— M-} 


Also ist A (IN) unitir, und insbesondere hat w (a, c) den absoluten Betrag 1. 
5. Wir setzen 


(25) Aso(M)=e8 %e 2? Je -& " = Wa (a, €) (c > 0) 
r (mod c) 
und w, (1,0) = 1 fiir a=0(mod 1), = Osonst. Dann ist w, (a, c) = w (a, c). 
In einem speziellen Fall werden wir eine Eigenschaft der w, (a, c) bendtigen, 
die fiir alle geraden m gilt. Wir wollen nimlich zeigen, daB dann der Wert 
VON @, (a,c) nur von den Restklassen von a und c modulo 28 abhangt. Fiir 
den Rest dieses Abschnitts sei also m gerade. Dann ist ef = 1 und 
n n m m 
(cz+d) * (cz+d) ? (cz+d)? "lez+dia—™, 

Es wird keine Verwechselung mit dem Zeichen |%| fiir die Determinante einer 
mit einem groBen deutschen Buchstaben geschriebenen Matrix & hervorrufen, 
wenn wir in der vorstehenden Formel und auch weiterhin fiir den absoluten 
Bétrag einer mit kleinem lateinischen Buchstaben geschriebenen Zahl die 
iibliche Bezeichnung verwenden. Durch die Festsetzung w,(— a, — c) = €?@, (a,c) 
erkliren wir noch das Symbol w, (a, c) fiir alle teilerfremden Paare a, c. 

Weiterhin. seien 6 und c durch 2 s teilbar. Aus (23) folgt dann die ausnahms- 
lose Giiltigkeit der Formel 


(26) @ (4, C) Wag (Ay, ©) = Wa (a4, + be,,ca,+ dq), 


auch wenn eine der Zahlen c, c,, ca, + dc, oder alle drei 0 sind. Mit a, = 0, ¢, = 1 
wird insbesondere 


@ (4, C) Maa (0, 1) = Wa (0, d), 


ro| = 


von a frei und + 0 ist. Also ist w,(b, d) = a, (b, d) und 


WO Wa (0, 1) = es 
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nach (19) 


b 
-—=> : 2xi S[r] 
w(a,ch=d * Se ¢ (d>0). 
r (mod d) 

Ersetzt man hierin ¢ durch xc und beachtet bc 1 (mod d), so erhalt man 
die Reziprozitatsformel 

m e ~ 
on > . 221 S[r] 
(27) w(a,c)=a * _ ~ a (a> 0) 


a 
r (mod @) 
und speziell 


28) w (1, Tt 2 s) ¥ 

Nach (19) ist dann auch » (a, + 2 8) 1 fiir a 1 (mod 2s). Aus (27) folgt 
hieraus durch Ubergang zu den algebraisch Konjugierten, da8 allgemein 
w (a, c) 1 ist fiir a, c = 1, 0 (mod 2 8), zunichst im Falle a > 0. Ist aber a > 0. 
so gilt nach (28) die Formel 


w (— a, 28) =m (— 1,28) e* o (1, 2 8) e*, 
und zufolge (27) ist dann allgemein w (— a, — c) = e?, also wieder w (a, c) = 1. 


Es sei nun (a,, ¢,) l, (3, Co) l und a,, ¢, dy, C, (mod 28). Man kann 
dann eine Modulmatrix (° ’) = € (mod 2 s) so bestimmen, daBa a, + bc, = dg, 
ca,+dce,.=—c, wird. Jetzt ist a,c=1,0(mod2s),aa=a(modl) und 
(26) ergibt 

Wa (a, C;) Ma (ao, Co), 
wie behauptet war. 
3. Integration. 

1. Weiterhin werde vorausgesetzt, daB S [r] im Falle m < 4 keine Null- 
form ist und im Falle m = 4 keine Nullform mit quadratischer Determinante. 
Es soll dann gezeigt werden, daB die Funktion f, (z, 8) tiber den Fundamental- 
bereich F der Einheitenuntergruppe J’, im Raume P integrierbar ist und dab 
das Integral durch gliedweise Integration der Reihe berechnet werden kann. 
Dazu geniigt es, zu beweisen,daB die Reihe der absoluten Betrige in jedem 
kompakten Teil von F gleichmaBig konvergiert und ihr Integral beschrankt ist 

Ein Fundamentalbereich F, der vollen Einheitengruppe /* kann folgender- 
maBen gewonnen werden. Man nennt © [r] reduziert, wenn es eine positive 
symmetrische Lésung % von $¥ S—! 8 = S gibt, welche im Sinne von Min 
KOWSKI reduziert ist. Es ist ein wichtiges Ergebnis der Reduktionstheorie [1], 
daB es nur endlich viele verschiedene reduzierte und mit © [r] aquivalente 
Formen G;, [r] (k = 1,..., A) gibt. Ist dann G, = S [U,] mit unimodularem 
ll,, so sei F, die Menge aller Punkte 8% von P, fiir welche $ [U,] im Sinne von 
MINKOwSKI reduziert ist. Die Vereinigungsmenge der F, ist ein Fundamental- 
bereich F,. Hieraus erhalt man einen Fundamentalbereich F der Untergruppe /’y, 


indem man Einheiten %,, 8, . .. aus den endlich vielen linksseitigen Neben- 
gruppen wihlt und die Bilder von F, bei den Transformationen $ > ¥ [%,] 
(/ 1,2,...) zusammenfiigt. Da das Linienelement (5) bei der Abbildung 


; 


+ Blu] mit unimodularem 1 invariant ist, so geniigt es, die absolute 
Konvergenz des Integrales fiir den Fall 0, = 8, = €, ©, = S zu untersuchen, 
wobei dann genau iiber das Gebiet P, aller im Mryxowskischen Sinne redu- 
zierten Punkte von / 


? zu integrieren ist. 
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Es seien ,, Po,..-, Pm die Diagonalelemente von §. In P, ist dann 
Py = Pe S--- S Pm und 
2 2 2 
BP (x) je (My 1 + Pe M2 + *** + Pm Lm); 


wo ¢, und weiterhin C9, C3, Cy, ¢, positive Zahlen bedeuten, die nicht von $ 
abhaingen. Daraus folgt, daB das allgemeine Glied der Reihe f, (z, 8) durch 
-2 ( +a,yf+---+p. (2. +4.) . +s . ‘ . 

—— ?m\?m*%m’) majorisiert wird, und durch Summation 
iiber » = r+ a ergibt sich fiir die Majorantenreihe die obere Abschiatzung 

m 1 
c, i l14 P, 2). Dies beweist insbesondere die gleichmaBige Konvergenz der 

k=1 
Xeihe f, (z, 8) in jedem kompakten Teil von Pp. 

Wir zeigen jetzt die Konvergenz des Integrales der Majorantenreihe. 
Es sei die ganze Zahl g => 0 folgendermaBen erklirt: Es gibt eine ganze Matrix 
M vom Range q, so daB S [M] = 0 ist, aber keine solche Matrix vom Range 
q+ 1. Offenbar ist g>0 dann und nur dann, wenn © [rz] eine Nullform ist. 
_ ° = m ° m 
Ferner ist g < n,q < m — n, also q < -,-. Ist speziellg = n= m—n , 80 
wihle man I mit q Spalten und fiille zu einer ganzen Matrix MW, mit | Mi, | + 0 
- . ~ " ~~ . + . - ™ 
auf. Da in © [Mt,] = Z die Elemente der Indizes k,/ < 


m 


so wird (— 1)? |Z| eine Quadratzahl, also auch (— 1) * 


simtlich 0 sind, 


Nach Voraus- 


iY] 


. . m ~ : 
setzung ist dann m + 4. Also ist stets g < ->-; ferner q < 1 firm = 4undg = 0 


fiir m = 2,3. Nun sei / eine Zahl der Reihe 0,..., ¢g, und es seien g,,..., 9, 
beliebige natiirliche Zahlen. Wir bezeichnen mit P (/;9,,..., g;) die Menge 
derjenigen reduzierten 8, fiir welche die Ungleichungen 


Pk 
7p « log — sl-y (e=1,...,t-—1), g, < log p, S 1 —g,, 
k+1 
Pr Pm—k = | (k=1+1,...,m—l—1), p, Pm-i<l 
simtlich erfiillt sind; im Falle 1 = 0 bedeuten diese 
Pp Pm—k = | (k=1,...,m—l). 
Es ist nun bekannt [1], daB die P (l;g,,...,9,) fir g,, g,= 1,2 
und /=0,...,q ganz P, itiberdecken und daB 
De <ey (k=U1+1,...,m), 
I 
-+ 5 KEQm—k - 1) 94 
J dt Ge — k=1 
P(L; diy-++s 9) 
ist. Wegen 
l 
= ko, 
IIn2e *=! 
k=1 
folgt dann 
- | il P —~1+ ¥ km-k-29, 
| IT \14 Py 2)dv<e, DP ee 


Po k=1 


’ 


=O Gs,+++ 9p 


wo die innere Summe fiir / = 0 den Wert 1 bedeutet und g,, . . ., g, unabhingig 
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voneinander iiber alle natiirlichen Zahlen laufen. Es ist aber m — k — 22> 
>m—l—22=>m-— q-— ?,also positiv firm > 3,und dann liegt Konvergenz 
vor. Letzteres gilt trivialerweise auch, wenn q = 0 ist, also insbesondere fiir 
m = 2, 3. 
2. Wir setzen 
V-* {fa (2, B) dv = Gq (2). 
F 

Wegen der Invarianz von f, gegeniiber J’, erhailt man denselben Mittelwert, 
wenn man statt I, eine Untergruppe von endlichem Index zugrunde legt, 
etwa die Gruppe der Einheiten = € (mod 2s). Diese ist dann aber von a 
unabhangig, und wir kénnen so die Formel von Hilfssatz 1 einer Mittelbildung 
unterwerfen. 


Hiljssatz 2: Fiir die Modulsubstitution Z 


z+h 


cz+d gilt 


= m—m —— ( S Aaw (M) Pe (2) (c > 0) 
(ez+d) *% (cZ+d) 2 (2) oe 
e2xiabSial w (a,c) Paa(z) (28 |e 20), 


wo im Falle c = 0 die Zahl d = 1 zu nehmen ist. 


3. Wir miissen jetzt die MaBe yu, (S) und uw (GS, y) mit der in (5) eingefiihrten 
Metrik in Verbindung bringen. Zunichst fiihren wir einige abkiirzende 
Bezeichnungen ein. 

In einem Gebiete G seien 7, ..., Nq (¢ <= p) stetig differenzierbare Funk- 
tionen der unabhangigen reellen Variabeln §,,.. . , —,, und ihre Funktional- 
matrix habe dort iiberall den Rang g. Es seien «,, .. . , a, Konstante aus dem 
von %,---; nH, in G angenommenen Wertevorrat. In Analogie zu 1. 4 fiihren 
wir dann auf der (p — q)-dimensionalen Flaiche 7, = %,..., Nq = % ein 
Volumenma8 ein, indem wir weitere p — q Funktionen 7, +, ..., Ny derselben 
Variabeln so wihlen, daB die Funktionaldeterminante von 7, ..., Np in 
Abhangigkeit von &,,...,&, an einem vorgegebenen Flaichenpunkt einen 
absoluten Wert 4>0 hat, und dann dr = A~!dn,.,...dn, setzen. Wir 
schreiben dafiir auch 
df,...d&y 


dv dn,...d1q’ 


wobei aber zu beachten ist, de.6 dies nur auf den einzelnen Flachen y, = a, . . . , 
Nq = %, einen von der Wahl der lokalen Koordinaten 7, ;, . . . , 4, unabhiingi- 
gen Sinn hat. Damit ist die Volumenmessung im Falle q <p erklart. Fir 
7 = p bedeutet dv die positive Zahl 4—! und das Volumen ist dann zu definieren 
als die Summe dieser Werte fiir alle zu betrachtenden Lésungen §,,..., €, 
VON % = %,-.-, Ng = & in G. 

Ist ¥°*) = (x,,) eine Matrix mit unabhangigen variabeln reellen Elemen- 
ten, so bedeute {d X} das euklidische Volumenelement in den rs rechtwinkligen 


kartesischen Koordinaten z,,. Ist X” symmetrisch, so hat man entsprechend 
r(r + 1) 


die > Koordinaten mit k < 1 zu nehmen. 

Der absolute Wert der Determinante einer mit einem deutschen Buchstaben 
bezeichneten Matrix wird weiterhin durch den entsprechenden lateinischen 
Buchstaben ausgedriickt. Es sei 8‘) eine reelle symmetrische Matrix der 
Signatur «, x — a und }}‘**) eine reelle Matrix, so daB B [}] = T™ die Signatur 





un 


ge: 
De 


(2 
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a, 8 — « besitzt. Fiir eine variable reelle Matrix %‘*») setze man 
B (%, ¥] = rae = Fe + a) 


mit O =F BX, R= B [X]), und es sei |W\+0. Damit ist also B+A< x 
und % von der Signatur a, 8 + 2 — «. 

Hiljssatz 3: Es seien 2 und Rt fest gewéhlt, und man integriere iiber die 
gesamte durch D =F VX, R— BV l[X] im Raume der X definierte Fliche B. 
Dann gilt 
“ " {a3} et a Te cn 
~~ Je ao. : 








wobei im Falle B = 0 fiir T der Wert 1 zu setzen ist. 

Beweis: Zunichst sei 6 > 0. Fiir konstantes umkehrbares ©) ist 
{d(€ X)} = C* {d X} und |B [C— 4] C-?|\%|. Daher geniigt es, (29) mit CF 
statt } bei geeignetem © zu beweisen. Durch quadratische Erginzung kann 
man nun 


By ~ OF 
RN a ) 
~ ( 0 a gE, rh) 0 
erreichen. Setzt man noch 
(30) R—TF! [OJ =R,, 


so wird 
(6 —t-10] /2 
ai |nten 
( 


G; 0 ®,)’ 
also ist — fi, > 0. Fir die Zerlegung 
+(B a) 
\ to—n.0) 
x" — B, A) 


folgt dann 


ZO \/e % xO) (20 
(6 — &; |0 Xs lon 
¥,=2-10, — #,' %,=R, 


und nach (30) ist {d D} {dR} d 2} {dR}, so daB sich die Formel 





{ 
_id 3 a T-3 {dX} 
{dD} {aR} fd R,} 
ergibt. Wegen W = T R,, V = T geniigt es daher, (19) fiir a = 6 = 0,8 = — &, 


zu beweisen. Fiir konstantes € ist ferner {d (X¥ €)} = C* {d X}, {d(R [C])} 
C4+15dR}, [RM [C]| = C? RN}, und folglich kann man sich auf den Fall 
W — ©, beschranken. 
Man hat also noch zu zeigen, daB in unserer Volumenmessung die Fliche 
x’ X = € den Inhalt 


Ox 
M3 
C.—A 


“a 1 - Mm: rs o( « B) 
besitzt. Zunachst sei 2 > 1. Indem man dann &% in zwei Teilmatrizen X; ", 


xS°*—” zerlegt und das im vorigen Absatz gewonnene Resultat mit %,, X, 
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statt %, X anwendet, erhalt man die Rekursionsformel 
M,, = M, 5M, _6,,—8 (O<B<A). 
Daher geniigt es, noch den Fall 4 = 1 zu behandeln, also zu zeigen, daB in 


: 7 2 2 Q 
unserer Volumenmessung die Kugelfliche xz; + ---+ 2,=w fiir w= 1 den 
a2 ‘ ™ - : , , 
Inhalt ———— besitzt. Fiihrt man z,,..., x,— , als Koordinaten ein, so ist 
x 
r(}) 
9 


"da,...d2 
x—1 
Mm, . 


Ty 


. 





9 


» 9 9 
(2, = +V1—(ait+-+-+ 223), 22 4+---4+22_, <1); 


= aw , 1 , 
dabei ist zu beachten, dab — 2 x, ist und der Faktor = durch die Be- 
a Ly 2 
schrinkung auf positive x, beriicksichtigt wird. Es ist also m, = 1 und fiir 


. ‘ , ‘ 2 2 . . 
x > 1 ergibt die Substitution xj + ---+ 2,_,= u die Rekursionsformel 
ee ,_{(*x—1 
— r(s)T EC) 
m =m, ,;/u * (l—u) *7du=m,_, : 





rz) 


woraus die restliche Behauptung folgt. 

4. Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir (13) beweisen. Wir greifen 
zuriick auf die homogene Parameterdarstellung (3), worin wir jetzt %,, B, 
statt X, W schreiben wollen, also 
(31) P=2R-CS, KR=Bzr' [X'S], B,=S[%]>0. 

Hieraus entsteht die umkehrbar eindeutige inhomogene Parameterdarstellung, 
indem man eine feste Lésung € von (1) wahlt und dann 

' 
(32) x, ¢(_",] ry) 
mit variablem 9)™—” und & > 9)9) setzt. Zuniichst halten wir die homogene 
Darstellung bei. Ist Ul eine Einheit von GS, so bleibt ¥%, bei der Abbildung 
X, > U X, ungeandert, wihrend § in % [U—'] iibergeht. Da nun § stetig von 
den Elementen von %, abhingt und J’ auf P diskontinuierlich ist, so ist auch 
die Darstellung durch die Abbildungen %, > Ul X, auf dem durch die Gleichung 
S [X,] = B, fiir festes positives W, definierten Raum diskontinuierlich. Dabei 
ist zu beachten, daB jetzt 11 und — Ul verschiedene Abbildungen ergeben. 
Es sei G das Gebiet aller X, auf S [%,] = &,, fiir welche der Punkt $ in dem 
Fundamentalbereich F von I’, liegt. Gehért — € nicht zu Jy, so ist auch G ein 
Fundamentalbereich fiir [,; im anderen Falle erhalten wir einen solchen, 
indem wir G durch die Festsetzung halbieren, daB X, eine nicht-negative 
Spur haben mége. Der zweite Fall tritt genau dann ein, wenn 2 a ganz ist. 
Wir setzen j = 1 im ersten und j = 2 im zweiten Falle. 


Indem wir X{"" zu einer quadratischen Matrix X% = (X,, %,) auffiillen, 
schreiben wir 
aoe a. 
S y 
6 (x)= (4: 5) = 8. 


wobei also O = ¥1S %,, R = S[X,] und BW, = S [X,] > 0 ist. Fir irgendein 
festes ®@ der Signatur n,m — n mit B, > 0 betrachten wir das Gebiet B aller 
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Lésungen X von S [%] = B, fiir welche %, in G liegt. Im Falle j = 1 ist auch B 
ein Fundamentalbereich von J’, bei den Abbildungen + UX, im Falle 
j = 2 das doppelte eines solchen. Wir verwenden Hilfssatz 3 mit 8 =G, 
e= %, T= B, «=m, «=n, B=n, A=m—n und erhalten durch Inte- 
gration tiber %, zufolge der in 1.4 gegebenen Definition des GruppenmaBes 





1 ag a —n+1 = Ber " 
~e we (443 _ 0 og we 

| aye" [aBy: 
Jetzt substituieren wir (32) und setzen noch 


E-DHY = B,, 





(33) ju.(S)=S8 





dann wird 








(d ¥,} = 0" H™-" {49} {d }, S [%] = Bp (H] = B, C*= 8-1, WH = W,, 
also 
fd ®) ~ =-s . . m—n r fd 
/ ai} _g¢ yw? | (|W : | id 9} {dQ}. 
J {2B} ; ‘ ° {2B} 
6 P W,[H) = B, 
Fiir das innere. Integral benutzen wir Hilfssatz 3 mit 8 = — W,, BW = — B,, 
n l 
% = =n, «= 6 =0 und erhalten den Wert 0, W, * W, 2. so daB 
n m l ™ 
: " £4 ¥.} _ : =" a ¢ 
(34) / id R,} aS *W, * | W, * {dQ} 


Fe Z 
wird. Zufolge (6) ist das rechte Integral das Volumen V von F in der Mab- 
bestimmung (5), und nun folgt (13) aus (33) und (34). 

5. SchlieBlich fiihren wir eine entsprechende Umformung fiir das MaB 
u(S,y) durch. Mit der bisherigen Bedeutung von X{”” und variablem 
x2"™—"~” bilden wir X = (%,, X_) und setzen 


tq 


S [y, X] (a me) 8, t=S [pv], 


[y, 2] =(1 9, ) = Be- 


(yr 


Da B, > 0 ist, so hat YW, die Signatur n, 1, falls nur | W,| + 0 ist. Es sei Ul ein 
Element der Einheitenuntergruppe J" (), also Uy = y. Dann fiihrt die Abbil- 
dung X,+ U2, den durch die Gleichungen X,’)Sy=I, © [2, W, bei 
festen |, %, definierten Raum in sich iiber. Man erhalt darin einen Funda- 
mentalbereich H (y), indem man alle %, zusammenfaBt, fiir welche der zuge 
hérige Punkt 8% in einem Fundamentalbereich F (y) von J'(y) auf P liegt. 
LaBt man weiter bei jedem solchen X, fiir X, alle Matrizen zu, bei denen 
S [y, X,, X,] = W fest bleibt, so erhailt man auch einen Fundamentalbereich 


3(y) in dem durch diese Gleichung definierten Raume beziiglich der Ab 
bildungen X¥ > 11%. Zufolge der in 1.5 gegebenen Definition ist dann 


(35 St S 2 V+ |} —— a! 
(39) HAS, Y) ' fda} {dR} 


‘ —_— . bbs 5 
Wir benutzen Hilfssatz 3 mit 8=G, ¥F p, %,), T=B, x= mM, a=n 
fat? ; 
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B=n+1, A=m—n-—1 und erhalten durch Integration iiber %, die Be- 


ziehung 

a ‘ ast te (en) 

: S, n—1 45 : 2 . dly{ ; 

(36) 1 (S, 9) = Om 1 W, J {d\} {d B,} 
Dd) 


: -1 . . — 
Setzt man ¥, ~ [I] = w, so ergibt quadratische Erginzung 


[ l 0} t—w 0 
I. | - | 
Bs|_ we: { &| | 0 #,)) 
also w>0, w>t, W, = (w —*) W,. Ferner folgt aus (31), daB 
w = Bz * [X,' Sy] = & [py] = 2 tS fy) 
: Rs 
nur von § abhingt. Wir multiplizieren nun (36) mit (w—t) * g (w) {df}, 


wo g (w) eine spiter festzulegende Funktion der Verinderlichen w bedeutet, 
und integrieren bei konstantem %&, tiber den Raum aller zulissigen |, also 
iiber das Gebiet $7 ‘ [I] > t. Dies Gebiet ist fiir negatives t der gesamte Raum 
von n Dimensionen und fiir ¢ > 0 das AuBere eines n-dimensionalen Ellipsoids. 
Es folgt 

m—n 


~ ; ~s 
u(S, 9) / (w—t) # g (w) {d 1} 


_ 7 1 = j {d z } 
0 S 2 WwW - g (w) -——"*-; 
Um —n—1 1 | g | ) fd B,} 
Gp) 
dabei ist G (y) das Gebiet aller Lésungen X, von © [X,] = %,, fiir welche $ in 
F (y) liegt. Einerseits ergibt nun die zu (34) fiihrende SchluBweise allgemeiner 





‘is . n m—n—1 bs m 
/ g (w) Sei a8 * W, 2 / g (w) W, 2 {d9)}; 
Gin) F (p) 
andererseits liefert Hilfssatz 3 mit 8 = — Wy’, W=-—w, x=n, « B = 0, 
A= 1 die Formel 
- oh « «tt 
J ee oe Wr w 
Br ()=w 
Also gilt 
- n ~ ™ —n = 
pu (S, 9) | w * (w—t) 2 g (w)dw = 
97 w>0,t 
(37) wae 
On—10m—n—-1 5S . | 9 (w) de 
Fi») 


mit dem in (6) erklarten Volumenelement d v. 

6. Wir erhalten einen Fundamentalbereich F (y), indem wir von dem 
Fundamentalbereich F ausgehen und die Vereinigungsmenge seiner Bilder 
bei den Abbildungen § + § [U1] nehmen, wobei U Vertreter aller Linksklassen 
von J"(y) in J’, durchlaiuft. Es ist zu beachten, daB diese Vereinigungsmenge 
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zweifach oder einfach iiberdeckt wird, je nachdem — € zu J’, gehért oder nicht; 
wegen t) + — 4) ist nimlich — € keinesfalls Element von /'(y). Da nun die 
Vektoren U1) genau einmal alle Assoziierten 3 von  durchlaufen, so folgt 


j | 9(w) dw 5 [oF z= a)e. 
Pip) Pp 
Endlich sei nun speziell 





g (w) e2xizt—d4xyw e2*iR[p) | 


wo St wieder seine alte Bedeutung (8) hat. Man setze noch 
- eS 
(38) h, = hy (z) jf @* (w—t) 2 g (w) dw 
w>0,t 
und summiere (37) iiber ein volles System nicht-assoziierter Lésungen 
» =2r+a+0 von © [vy] =¢# bei festgehaltenem ¢. Nach der Definition des 
LésungsmaBes (14) wird dann 


(39) j M (G, a, t) hy (z) = On—-10m—-n-1 8 2 f ZY eiXldo, 
F S[pj=t 
wo rechts iiber simtliche Lésungen + 0 summiert wird. Man benutze die 
Abkiirzung 
m 


n2 S 2M(GC,a,?) 


me n m— n \ u.(c) 
ris)r(=s~) 
und erhalt dann aus (39) durch Summation iiber alle durch © [z¢ + a] darstell- 


baren ¢t unter Benutzung vdn (13) die folgende Aussage, welche die linken 
Seiten der Behauptungen (11) und (15) miteinander verkniipft. 





(40) 


Hiljssatz 4: Es sei fiir S [x] die Voraussetzung von Satz 1 erfiillt. Dann ist 
der Mittelwert 


V—-*/ fa (2, BP) dv = y +P) x hy (2) 
F t 
mit y = 1 fiir ganzes a und y = 0 sonst. 


Die EFigenschaften von h, ergeben sich aus denen der konfluenten hyper- 
geometrischen Funktion 


h(x, A; y) = f w*—1 (w+ 1-1 e- 9" dw, 
0 


die der Differentialgleichung 


y a +(x+A—~y) te ah 
geniigt; dabei seien y und die Realteile von x, A positiv. Es wird 
42 7 eanite (m= en S0 
h, (z) | ; i i itil y) e>% 
m 
Qe eer (¢< 0), 
m 
hy @)=I'(F-1)4ay) *. 
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Fiir positive x, A ist h eine monoton fallende Funktion von y mit dem Grenz- 
verhalten 

. '(x+A—1)y'-*-4 +0;x+A>1 
h(x, A; y) A ne. My (y >) 
I(x) y (y + co). 
Fiir ganze x und A ist h ein Polynom in y~'! und insbesondere gilt 


42 yh, (z) = e®*tt2—2IK ly (n= m—n= 2). 


4. Eisensteinsche Reihen. 


1. Von nun an sei m > 3. Wir wenden uns zur Untersuchung der Funktion 
auf der rechten Seite in (11), die mit ®, (z) bezeichnet werde. Zufolge der 
Definition von y (r) und Ago in (10) urd (25) ist 





m 
a\- 4 ab 
ey (S)c? dao" a) (c > 0, (a, c) 1), 
also nach (20) 
n n m 
a b. a “a 2 ' 
lao(’ ai 2) y (=) (z- =| (2 —} (c>0), 
16 
lao (o 1? z) y 
und daher 
(41) 2 D, (z) = lao (Mi; z), 
mM 


' 
ab\ . . : ‘ , 

wo M, ( i) ein volles System von Modulmatrizen mit verschiedenen ersten 
c a = 

Spalten durchlauft. 


Zunichst behandeln wir den leichteren Fall m > 4, in welchem die Reihe 
a az+t : . : . 
absolut konvergiert. Ist 2 TT eine feste Modulsubstitution mit der 
z- 
Matrix M, so kann man M, in (41) durch M Mt, ersetzen und erhalt aus (22) 
die Transformationsformel 


(42) D, (2) = J lay (M; Z) Dy (2), 
b 


die zufolge (21) und der Hilfssatze 1, 2 dieselbe ist wie fiir /, (z, 8) und @, (z). 
£ fa Pa 
2. Da der Nenner von © [a] in 2 8s aufgeht, so hat ®, (z) in z die Periode 
2s=gq. Um die Fourterschen Koeffizienten zu bestimmen, entwickeln wir 
zunachst 


E (z) > (2-k #2 @-& 2 
k= —oo 


nach der Potssonschen Formel. Es ist 
n n m 


C+tp *E—te F rr ss 


88 


pie 5 n—m 
ry n? e- indy (é iy) 2 eg 2xiki gi 
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P cof yt+ic %—m™ Sas 
ia f C 2 e(y—2xk)t ge n? e— 2¥(n—*k) d - 
iT "\d y—tic 
2 
n m—n 
22€ , ~taae oe => 2 ‘ 
n* (n—22k) * e— 2¥(n— =H) dn 





e (2 x) 2 
r(s)r Cs 


mit der in (38) gegebenen Bedeutung von /, (z) und folglich 





e— 2xikz h, (z) 








Wegen y (r) = y (r,) fiir r = r, (mod q) wird dann 


E 9? (2-4) 


@ = a, (mod ¢q) 





also 
m 
= ay ’ a ,{z a 
®,()=y+q * 3 DF y ) E( _ 
e>0 a(mod cg) ¢ \@ cq 
(4,¢c)=1 
und 
(43) ®, (z)= y 4 p2 By hy (2) 
mit 
m 1 , 
° a 2xi— (Slr + a]—d 
(44) pe ales NS = qr 1 %” com oF. 
_[n _(m—n = kn 
I = )J 5— ) » mete r(mod ce) 
2) 2 = 


. . y . . a . 
wo t alle Briiche mit dem ungekiirzten Nenner g durchlauft und — alle gekiirzten 
c 


Briiche modulo g. Nun ist aber in (44) fiir jedes feste c die Teiisumme 0, wenn 
nicht © [a] —¢ ganz ist. Daher kann man in (43) die Zahl t auf die Werte 
= S [a] (mod 1) beschriinken und dann in (44) die Zahl g durch 1 ersetzen. 
3. Die Doppelsumme in (44) ist nun gerade das iiber alle Primzahlen 
erstreckte Produkt der p-adischen Dichten 6, (S, a, t), wie sich folgendermaBen 
einsehen laBt. Wir betrachten in (44) wieder die Teilsummen mit festen c, also 


Ou 
2xi—(S{r+a]— 
¢e 
’ 


B. B. (t) = c~™ | ng 


c c 
a,r(mod ec) 


wobei @ nur ein reduziertes Restsystem modulo c durchliuft. Da die Matrix 
A (WM) in 2.4 unitir ist, so folgt aus (25) die Abschatzung 

me 1 m m 
(45) > 


1 
; “3 Py - 
8*¢ (c) « =< 6° 


B c = 


c 


Setzt man c!—” A, (SG, a, t) = D, (i) = D,, wo A, wie friiher die Anzahl de1 


f 
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modulo ¢ inkongruenten Lésungen r von © [r + a] = ¢ (mod c) bedeutet, so ist 
(46) Bi B, D, ; 
dle 

also nach der Mésrusschen Formel 

- , c . 
(47) B, = ¥ u($) Da. 

dle 
Da nun D, eine multiplikative Funktion von c ist, so gilt das gleiche von B,. 
Nach Voraussetzung ist zunichst m > 4, so daB (45) und (46) die gewiinschten 
Beziehungen 
Oy (S, a, t) 1 + B, (t) + By (t) T 


oo 
» B, (t) = Il 4, (S, a, t) 
c=1 p 
ergeben, bei absoluter Konvergenz der auftretenden Reihen. 
4. Wir werden jetzt den Nachweis fiihren, daB der Koeffizient f, in (43) 
fiir alle ¢ gleich der in (40) definierten Zahl «, ist. Dies liefert dann Satz 2 
und wegen Hilfssatz 4 und (43) auch Satz 1. 


Es ist 
1 
(48) (og — Bx) hy (2) e272 = f(y (z) — Dy (2) e274 dz, 
0 
Zufoige 3.7 ist die Differenz ga, (z) — Dy (z) = Aq (z) fir y>oo von der 
m m 


l ‘ ——— : 
GréBenordnung von y “% , gleichmaBig in x. Daher ist das Produkt y* A, (z) 
beschrinkt im Fundamentalbereich der Modulgruppe in der oberen Halb- 
ebene, also wegen Hilfssatz 2 und (42) iiberall in der oberen Halbebene, und 
m 

das gleiche gilt dann vermége (48) fiir den Ausdruck («, — £,) y* h, (z) e~2***#?. 
Andererseits ist 

m m 
‘ 5-1 ent _{™ ade 
lim y h, (z) e— 2**#2 -I'\3-1)@2) ~ owe 
yO 


B,. 


Wegen m > 4 folgt hieraus «, = | 


5. Quaternire Formen. 


1. Um den Beweis auch fiir m = 4 durchzufiihren, kann man bei der Dis- 
kussion des Integrales in (48) die KLoostermMaAnsche Verfeinerung der Kreis- 
methode von Harpy und LirrLewoop heranziehen. Wir wollen statt dessen 
einen funktionentheoretischen Beweis erbringen, mit dem man auch bei der 
Verallgemeinerung des Problems auf algebraische Zahlkérper durchkommt. 
Es sei hervorgehoben, daB dieses Beweisverfahren bei definiten Formen 
versagt, und hier diirfte die Pererssonsche Methode unerliBlich sein. Es 
wiire wiinschenswert, diese Methode auf total-reelle algebraische Zahlkérper 
zu iibertragen, was wegen der bekannten Eigenschaften der HILBERTschen 
Modulgruppe prinzipiell méglich ist. 

Um die bei der Untersuchung der Funktion @, (z) jetzt eintretenden Kon- 
vergenzschwierigkeiten zu tiberwinden, benutzen wir eine Idee von HECKE, die 
mit der Kroneckerschen Grenzformel zusammenhiangt. Mit einer komplexen 
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Variabeln 0 setzen wir 
n+e m—n+e 


wy aeonreEr(seesy ees 


c 





e 
- @ ° ° =m ° . 
wobei wieder alle rationalen Zahlen durchliuft. Der Realteil von 0 sei 
c 


zunichst positiv. Dann wird analog zu (41) und (42) 


; t 
29, (z;0)= > leo(¢ g3 2) cz—al-é, 
1 











(a, c) / 
(50) cz+d\-*®@, (Z; @) DZ lay (M; Z) Dy (2; @). 
b 
2. Man erhalt analog zu (43) die Fourtersche Entwicklung 
(51) ®, (230) = y + D Br (@) ue (z; 0) 
/ 
mit 
24 ewe 1 
h, (z; 0) = e?**® [ w 2 (w—t) ? e— 4799 dw, 
, w >0,t 
m 
= - x * (22) -+t > _ 
(52) Bt (e) “Tate Tanete S am, Be (t)c~@. 
’ ( 2 : —_ 
Fiir die Drricutetsche Reihe 
(53) b (0, t) = D B, (t) c-¢ 
c 1 


ergibt sich nach (45) und (47) die in der rechten Halbebene absolut konvergente 
Produktentwicklung 
b (0, t) = Il b, (o, t), b, (o, t) 1 + B, (t) p-@ + B,» (t) p-2e 4 
p 
wobei p die Primzahlen durchlauft, und es gilt 
(54) b, (0, t) = lim 5, (0, t) = 4, (GS, a, ¢). 
e-0 

Wegen m = 4 reicht aber (45) jetzt nicht aus, um auf die Richtigkeit der 
Formel 
(55) lim 6 (9, t) = IT 4, (G, a, t) 

e—-0 oe Pp 

schlieBen zu kénnen. Nun folgt jedoch aus der Betrachtung der Kongruenz 
S [x + a] =¢t(mod p*) oder auch direkt aus den Eigenschaften der Gauss- 
schen Summen, daB D,x bei festem p einen von k unabhingigen Wert besitzt, 
wenn nur p nicht in 28 aufgeht und p* nicht in 


2st. Geht insbesondere p 
weder in 28 noch in 2 st auf, so ist [6] 


(56) B x4 (p) p-*, 


p 


n 
wo x (p) das LEGENDREsche Symbol (is) bedeutet, also 
v ” P 


b, (o, t) = 1 — x (p) p- 2-8 
unabhingig von t. Wegen (54) folgt dann (55) im Falle t + 0. 
Indem man zur Abschatzung der restlichen b, (o, t) wieder (45) benutzt 
und beachtet, daB h, (z; 0) in Abhin igkeit von ¢ fiir |t|- co exponentiell zu ( 
abnimmt, und zwar gleichmaBig in 9, wenn dessen Realteil etwa zwischen — § 
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und } liegt, so folgt die Regularitét der Differenz ®, (z; 0) — By (@) hy (z; @) 
bei 0 = 0 und die Grenzformel 


(57) lim (®, (z; 0) — Bo (@) ho (2; 0)) = vy + DY Be he (2) 
e-0 t+0 
mit 
m 
- - 
Be = —S : 6,, (S, a, t) (t + 0). 


pet il y 
—_— Pp 
n m—n 
’ . > 
r(s)P(*e") 
3. Es bleibt noch das Verhalten von f, (oe) fiir @ + 0 zu untersuchen. 


Dabei kénnen wir S [a] als ganzzahlig voraussetzen, da sonst f, (go) identisch 
0 ist. Geht p nicht in 28 auf, so wird 


(58) B,(0)=zq@—p-)q' (q= po; k= I, 2, ...), 
also 
(59) b, (o, 0) = (1 — x (p) p-*?—-*) (1— x (p) p-*-*)-*- 


Ist nun |S! keine Quadratzahl, so konvergiert bekanntlich bei natiir- 
licher Anordnung der Primzahlen das unendliche Produkt der Faktoren 
(1 — x (p) p-!—¢)~—' fir o = 0 und ist gleich dem Grenzwert fiir 9 + 0. Dann 
gilt also (55) auch fiir ¢ = 0 und es wird 
(60) lim ®, (z;0) = y+ D Beh (2). 
e—-0 t 

Jetzt sei ‘S| ein Quadrat, also insbesondere n = 2. Dann ist y (p) = ! 
fiir p+ 2s und nach (59) 
f(e+1) l1—p'-*¢ 

ae: 1 (—— — b, (0, 0)) : 


b (o, 0) 
gize\l—p ~~ 


t (eo +2) 
Folglich ist o b (0,0) im Punkte o = 0 regular und es gilt die Potenzreihen- 
entwicklung 

P 

; i 

(61) b (o, 0) + C+, 0 
mit 

' 2 dp (S, a, 0) 

c_13= 62-2 ]]7—= a 

pits 1+ P 
Sind die endlich vielen 6, (S, a, 0) fiir p|2s alle + 0, so hat 5 (0, 0) bei o = 0 
einen Pol erster Ordnung mit dem positiven Residuum c_,. Ist aber ein 
6, (S, a, 0) = 0, etwa fiir p = py, so folgt aus (45) und (47) die Formel 


b, (o, 0) = (1 — p-*) (1+ D, p-¢ + D,: p-**# + ---) (p = Pp) - 
Da die D,x (k= 1, 2, . . .) alle > 0 sind, so hat diese Funktion b, (0, 0) bei 9 = 0 
eine Nullstelle erster Ordnung. Dann ist also 6 (o, 0) bei 9 = 0 regular und hat 
dort den Wert 


1 + Dp, (0) + Dp: (0) +--- dp (S, a, 0) 


(62) c, = 6x-* log p,- — : IT — 
1+ Pp p+p, 1-4 P 
Dieser ist positiv, wenn kein weiteres 6, = 0 ist, und sonst 0. Wir werden 


spiter sehen, daB fiir quadratisches || der letztgenannte Fall vorliegen muB; 
dann ist aber wieder (55) fiir t = 0 richtig, da beide Seiten 0 sind. 

Es ist iibrigens zu bemerken, daB die p-adische Dichte 6, (S, a, t) dann und 
nur dann 0 ist, wenn die Gleichung S [r + a] = t entweder iiberhaupt keine 





Indefinite quadratische Formen und Funktionentheorie I. 41 


ganze p-adische Lésung hat oder fiir t= 0 und p-adisch ganzes a nur die 
triviale y= — a. Es ist klar, daB diese Bedingung hinreichend fir 6, = 0 ist. 
Hat man umgekehrt eine nicht-triviale Lésung, so kann man eine rationale 
Parameterdarstellung der allgemeinen Lésung mit m — 1 unabhiangigen Para- 
metern angeben. Aus dieser ergibt sich fiir D,« (t) eine von k freie positive 
untere Schranke, was dann 6, > 0 zur Folge hat. 

4. Wir fiihren nun den Beweis zu Ende fiir den Fall n = m — n = 2, aber 
zunichst unter der Annahme, daB entweder |©| kein Quadrat ist oder 
aber mindestens zwei 4, (GS, a, 0) 0 sind. Dann gilt (60). Wir setzen 
lim ®, (z; 0) = ®, (z), wobei wir vorliufig noch die Frage offen lassen, ob 


e—0 
dieser Grenzwert gleich der Reihe in (11) ist. Da die Funktion 4 a y h, (z) 
2~itz—2x\t\¥ der Potentialgleichung geniigt, so ist auch der Ausdruck 
4ny (®, (z) Pa (z)) = Wa (z) 
eine komplexe Potentialfunktion. 
Nach Hilfssatz 2 und (50) gelten die Transformationsformeln 


ft 


(63) Wa (2) 2 Jar Yr (2) (c >0), 
(64) Wa (Z) = @ (a, c) we (2) (28 |b; 2s|c). 
Nach 2.5 ist speziell w (a,c) = 1 fiir a,c = 1, 0 (mod 28); also ist wa (z) in- 


variant bei der Kongruenzgruppe der Stufe 2s. Bei dem Grenziibergang y > oo 
strebt w, (z) gegen das konstante Glied 6, — a) der Fourterschen Reihe, und 
dieses ist zugleich der Mittelwert von w, (z) auf jedem horizontalen Intervall 
der Lange 28 in der oberen Halbebene. Man betrachte nun den Realteil 
oder den Imaginirteil von y, (z) im Fundamentalbereich der Kongruenzgruppe 
der Stufe 28. Zufolge (63) ist diese reelle Potentialfunktion stetig in den 
parabolischen Randpunkten, und wegen der soeben bemerkten Mittelwerts- 
eigenschaft werden die Randwerte auch im Innern angenommen. Nach dem 
Maximumprinzip ist dann aber diese Funktion konstant. Also ist auch wa (z) 
eine Konstante, nimlich 8, — a). Wire diese + 0, so ergibt (64) die Formel 
w (a,c)= 1, und zufolge (19) ist dann s : rational, also lS ein Quadrat. 
Dann ist © [xr] keine Nullform, also «, = 0; ferner sind zwei dO» (S, a, 0) = 0, 
also 6, = 0. Daher ist wa, (z) identisch 0. 

5. Jetzt diskutieren wir den Ausnahmefall, daB naimlich |G| ein Quadrat 
ist und héchstens ein 6, (©, a, 0) = 0. Wir werden zeigen, daB dies gar nicht 
eintreten kann. 

Aus (52), (53) und (61) folgt die Potenzreihenentwicklung 

1+ . 
(4ay) * By (e) ho (z; 0) xa | ee log y) + ¥, 


wo die nicht hingeschriebenen Glieder bei 9 = 0 verschwinden und xq, %% 
konstant sind; dabei ist 


2 a so7? ont dp (S, a, 0) 
(65) Xa x*S *e 1 6S * p72 
pi2s 1+p 
und im Falle x, = 0 ist 
—— 
(66) %= 78 *c& 


mit dem in (62) gegebenen Werte von cy. Zufolge (57) wird dann 


e 


(67) lim ((4 my) 2 D, (z ;0)- ~—- . td logy+%m+4ay(y-+ z=. By hy (z)). 
e-0 eo} é t+0 
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Nun setzen wir 
1+£ 

(68) —42Yy Oa (z) + lim ((4 = y) 2 @, (z; 0) — xs) = Wa (2). 
e—-0 


Wegen des logarithmischen Gliedes in (67) geniigt y, (z) = y der Differential- 
gleichung 
(69) ¥(F5+55)-> 


a x* ay* 2 





Aus Hilfssatz 2 und (50) entnimmt man wieder die Transformationsformeln 
(63), (64) und auBerdem 


(70) Hi = 2D) dar %.- 
b 


Zunichst sei x, > 0. Dann wird wegen (63), (67), (70) der Realteil von wa (z) 
negativ unendlich an allen parabolischen Spitzen des Fundamentalbereiches 
der Kongruenzgruppe von der Stufe 2s, hat also ein Maximum in einem inneren 
Punkte der oberen Halbebene. Dort sind dann aber die partiellen Ableitungen 
ay ay ° ° _ > . - 
4 und —— beide < 0, im Widerspruch zu (69). Also ist x, = 0 fiir alle a 
> x ey 
und w, (z) eine Potentialfunktion. Daraus folgt wie im vorigen Abschnitt, 
daB yw, (z) eine Konstante ist, nimlich vz — a. Da © [rx] keine Nullform ist, 
so ist dabei wieder a, = 0. 

Zufolge (62) und (66) ist », >0, da nach Voraussetzung die Gleichung 
Si{xr+a])=0 fiir jedes p+ p, eine nicht-triviale ganze p-adische Lésung 
besitzt. Dann gilt dies aber auch fiir a = 0, und es folgt », > 0. Nach (63) wird 


¥o= D Aon ; 
S 
also gilt nach (24) und (25) auch 


(71) b 


Dd, Mp (4, C) rp. 
b 
Wir benutzen nun, daB8 a, (a,c) nur von den Restklassen von a,c modulo 2 s 


abhaingt. Danach gilt 


Vo 


D,,(z; 0) = wy (1, 0) 4 > wy (a, y) i cz—a\|—2-e., 
a,y (mod 28) @,¢ =a, y (mod 28) 
(a, y,28)=1 (a,c)=1,¢>0 


Die innere Summe hat bei 9 = 0 einen Pol erster Ordnung, dessen Residuum 
von a, y unabhingig ist. Andererseits ist D, (z; 0) bei o = 0 regulir, also 
Ps Mp (a, y) = 0. 
a,y 
Sum miert man nun in (71) iiber die Restklassen von a, c modulo 28, so folgt 
der Widerspruch v,= 0. Dies Resultat la8t sich einfacher aus der Theorie 
der Quaternionenalgebren ableiten, und die HiBEertsche Normenrestformel 
liefert die schirfere Aussage, daB die Anzahl der verschwindenden 6, (S, a, 0) 
gerade ist. 
6. Nun kommen wir zu dem Fall n= 1, auf den sich der Fall »=3 zuriick- 
fiihren laBt, indem man © durch — SG und z durch — Zz ersetzt. Ist @ irgend- 
eine differenzierbare Funktion von x und y, so definiere man in naheliegender 





c. Of l ag t a@ a 1 @ i ap a a 
Weise— ———— —— und —* ae 4 ? also 4—* ae 
dz 2 a2 2 ay az 2 a2 2 ay 0202 o 2? 


2 
a2 


gq 7 ‘ . et —" ‘ . 
+>" Weiterhin wird das iibrigens nur fiir Funktionen benutzt, die ana- 
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lytisch in den komplexen Variabeln x und y sind, wobei dann z = x + iy und 
Z= x2—iy als unabhiangige Variable in der oberen und unteren Halbebene 
angesehen werden kénnen. 


Fiir die Differenz 


Dg (2) — Pa (2) = Fa (2) = & 


gilt die Transformationsformel 
(72) (2+ d) 4 (cz+d) 4 e@) =F Ah), 
wobei die rechte Seite gleich &, (z) ist fiir Dt = € (mod 2s). Andererseits ist 
(73) E= 2 (B_ — a4) Ay (2), 
hy (z)= f ot (w - i) e2xizw—2xiF(w—t) dw. 


w>0,t 
Setzt man noch 


i 
- - O€ ~,4 (2 —z)#é 
(74) n= Na (2) = § + 4iy 2% =2(2- Hh -E—*) 
und bildet analog 
- ohe —4 *t» _sS\an¥ , — #)t p2xizw—2xiFw—t) Jon — 
h,+4ty J (u +421(z—Z)w’) (w—t)*e dw= 


js 


- w > 0,t 


> i i 

. fl dw? (w —t)? — onik 

f w * (w— t)? == ot SO eee es 
w>0,t ad 


- 4 ee —— 
J w (w — t) 2 e2xizw— 2xizZ(w—t) dw = 9 (z), 


w>o,t 
so ist 
(75) n= 3) (Be — %) 9 (2)- 

t 
Umgekehrt gilt aber auch 
9 —4iyt=h, 

und folglich 
(76) E=7- diyst. 


Es seien p,q, r drei Parameter, r komplex vom Betrage 1, p und q reell, 
q< 0 im Falle p= 0. Wir definieren 


ae (0<8<2n2), 
pz+q 
i? io 
Ya (zZ)=y ryle Sa-<e * :), 
Yo (2) = ¥ = y(|nl + |€))- 
Diese Funktionen haben bemerkenswerte Eigenschaften. Wegen 


1 1 3 1 


(z—zZ)*(cz+d) *(cZ+d) *=(z—2z)* (cZ+d)-! 


n> 


und ~ (cz + d)—* folgt aus (72) und (74) die Formel 


3 


(77) (cz + d) *(cz + d) * Na (z) y” hav Mb (2)- 
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Also ist Y invariant bei der Kongruenzgruppe der Stufe 2s. Ferner haben 
4ayéund 4z2y7 fir y> die entgegengesetzten Grenzwerte £,—«, und 
at — fy. Zufolge (72) und (77) ist 
Y (Zz) DS dav y & (z)| + |S Aas y Mm (2)), 
b b 

und daher hat Y Grenzwerte an allen parabolischen Spitzen. Folglich nimmt 
irgendwo ein Maximum WM an, eventuell in einer Spitze. 

7. Fir die Funktion y gewinnt man folgendermaBen eine Differential- 
gleichung. Setzt man 




















2 2 P2t+q £ > e pzt+q > > 
(z z) | pz+q Sa La a, (z z) pi+q ja Pa Pp 
so wird vermége (74) und (76) 
‘ =\ 9a 9 _ p(z—2) pz+q pz+q 
2 (z — z)— 2 —- -_—__— fp x —(a— f) 
an pz+q )°—sa+¢! pz+q 
= a8 z+ 
$6-—a—.,- = 5—* (8 — a) 
Cz pz - 
also 
aa ap D 
(pz + q) (p= + q) <> = 5 (B—) 
2(s—72) oa 9 2% p B) pz+q @ (a + 8) 25¢) 
az0z 02 pzt+¢q pz+q 02 az 
e722 — PEE U4 
= “! Oz0z pz+q az 
»(z —2) a B pzetq a(«a+ 8) 
ee “! 8202 pz+q Cz 
. ir — , 
Wegen y = (a + ) folgt hieraus 
2 (2 — 2) ¥ = e-0 [¥ _ oie ©¥ 
Cz0z Cz Cz 
(78) (es —¥) cos # —~— sin 9 <¥ 
“s y \ oz? oy . ay ; az 


Hierin sind nun die Koeffizienten reell, so daB also auch der Realteil y von y 
derselben Differentialgleichung geniigt. 

Zunichst werde angenommen, daB Y sein Maximum M in einem inneren 
Punkte z, = 2 + iy, der oberen Halbebene annimmt. Dann wihle man die 
Konstanten p,q derart, daB die Funktionen « und f im Punkte z, dieselbe 
Amplitude haben; dies ist méglich, da # = den ganzen Rand des Einheits- 


0 
kreises durchlauft, wenn das Verhiiltnis 2 von — co nach + oo geht. Hiernach 
q 
werde r vom Betrage 1 so bestimmt, daB y im Punkte z, reell und nicht- 
negativ wird. Dani gilt 
(79) y(z)is¥(2sM, y(z)=—M. 
Also hat der Realteil y von y in z, das Maximum M. 
Aus der elliptischen Differentialgleichung (78) folgt jetzt, daB y (z) konstant 
gleich M ist. Es sei naimlich 


x 


4=M+ JP, (x — X,Y — Yo) 
k=l 
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die TayLorsche Entwicklung von y in der Umgebung von z = 2», y = yp. 
Dabei bedeute P, ein homogenes Polynom k-ten Grades in x — x) und y — y%. 
Dann hat P, im Punkte z = 2, y = yp das Maximum 0 und geniigt andererseits 
zufolge (78) der Potentialgleichung. Folglich ist P,= 0 und ; (z) = M, also 
nach (79) auch yp (z) = ¥ (z)= M. 

8. Damit sind wir auf den Fall gefiihrt, daB Y sein Maximum in einer 


F ra ‘ . P a , . Pe 
parabolischen Spitze erreicht. Diese sei 2, a wobei (a, c) = 1 ist und die 


Méglichkeit a= 1,c = 0 zuzulassen ist. Jetzt wihlen wir p=c, q= —a. 
' i i 5 is +b * eT 
Fiir die Modulsubstitution 2 > gelten nach (72) und (77) die Trans- 


formationsformeln 


Oq (2) D> Aer (Z — z) & (z), Ba (2) » Aar (2 — Z) mp (Zz) 
b b 
(80) Wa(2)=r > Aan y(E (z) — mp (2)). 
b 


Da y & (z) und — y mp (z) fiir y +  gleiche Grenzwerte haben, so gilt dasselbe 
fiir «, (2) und f, (2). Bei geeigneter Wahl von r ist dann wieder (79) erfiillt, 
wenn unter yw (z,) der Grenzwert von y (2) fiir y+ co verstanden wird. Die 
rechte Seite von (80) ist eine Fourrersche Reihe in x mit der Periode 2 s, 
deren konstantes Glied M ist, und hieraus folgt wie friiher durch Integration 
iiber ein horizontales Intervall der Lange 2 s in der oberen Halbebene, da der 
Xealteil von w, (2) dort irgendwo ebenfalls M ist. Damit kommen wir wieder 
auf den Fall zuriick, daB das Maximum im Innern angenommen wird. Also 


ist y = M, 
cz—a cz—a 
r v(| = n -Ves=e gE M. 
: cz—a cz—a ”, 


? 
Ist hierin c + 0, so ergibt der Grenziibergang yoo links den Wert 0, 
da namlich y & und y  entgegengesetzte Grenzwerte haben und die Wurzeln 








° ° > x 
gegen 4 und i streben; dann ist also M = 0. Ist aber c = 0, so folgt § = y + — 
Yu 
y M —_ 
mit konstantem x , woraus nach (76) 
r 
Or . a “x4 " ml xt ‘ 
= -xi(2—2)-*, n=sz=—+Alze), §=—=e|t+Al2) 
; ; ‘ . a 7 sie . , ; dA (z) 
folgt; dabei haingt A(z) nicht von Z ab. Nach (74) ist schlieBlich — 0, 


also A (z) konstant, und zwar 0 wegen der Existenz des Grenzwertes von y & 
fiir y > co. Aus (72) folgt dann auch x = 0. Damit ist in jedem Falle die Formel 
P, (z) Pa (2) 
bewiesen. 
%. Es bleibt noch zu zeigen, daB 


®P, (z) = lim ®, (z; 0) = Dy (z; 0) 
e-0 
ist, wobei in der Definition (49) von ®, (z; 0) die Summation zuerst bei festem c 
iiber a und dann iiber c erstreckt wird; auBerdem muB auch noch die Konver 
genz dieser Reihe nachgewiesen werden. Durch Fourrersche Entwicklung 
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der inneren Summe ergibt sich anstelle von (51) die Formel 


m 


1 
a2 (2 x)* Fz ie 
y + (S % Sree D'B, (t) hy (2; @) 
ee 


- — 


®, (z; 0) 


fiir 90 > 0 und im Falle der Konvergenz auch fiir 9 = 0. Man hat also die Kon- 
vergenz und rechtsseitige Stetigkeit dieser Reihe bei 9 = 0 zu beweisen. 

Es ist B, multiplikativ; ferner ergibt (56) die Abschitzung | B,|< c—?, 
wenn c zu 28 und 2 st teilerfremd ist. Zunichst sei ¢ + 0, und es laufe c, iiber 
alle zu 4 s*¢ teilerfremden natiirlichen Zahlen und c, tiber diejenigen natiir- 
lichen Zahlen, deren simtliche Primteiler in 4s?¢ aufgehen. Wegen (45) 
wird dann 

1 


Se-e|B. Ws s® Lax De (9 =), 
c= 1 e Cs 
Nun ist 
Ta! IT (l— p~*')—! = O (log log}t)), 
Cs p|4art 


wahrend h, (z; 0) fiir |t| + co exponentiell gegen 0 strebt, gleichmaBig in Inter- 
vall 0<o <1. Ferner ist hy (z; 0) = (4 y)—'~°, und nach (53), (55) hat die 
DrricHuetsche Reihe 

oo 


> c~? B, (0) (o > 0) 
e=1 * 


b (o, 0) 


fiir 9 + 0 einen Grenzwert. Kann man noch die Konvergenz dieser Reihe 

fiir 9 = 0 beweisen, so erhilt man die gleichmaBige Konvergenz der Reihe 

®,, (z; 0) im abgeschlossenen Intervall 0 < 9 < 1 und damit auch das gewiinschte 

Resultat. 

Nach (58) ist B, (0) = x (c)  (c) c~? fiir (c, 28) = 1, wo x(c) das Kron- 

(—1)"48 . . kan . S 

ECKERsche Symbol ( ) bedeutet Zunichst sei|G| kein Quadrat. LaBt 
’ c 

man d iiber alle natiirlichen Zahlen laufen, deren Primteiler simtlich in 2 s 

aufgehen, so wird 


N 
(81) i B. > B, Ps x (c) 4 (c) c—2 
c=1 ad<N Py 
c2q 
und fiir N + co 
> x (c) v (ce) e-? yn (kh) elk) k-? Sd x(e)e7! 
es N ksN RS 
cs E 
y v(k .) L—2 {5 a 
Dd x(k) u(k) k-2(0 w)+ Lzleye } 
kaN . « c=1 





sowie nach (45) 


x B,= 11 4,,a,0) +0(s7) 


dsN pi2s 
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und 
ng 7 1 
(82) > (mi <gt SS 5° 3. off): 
d=N eg N an 
d 


woraus die Konvergenz folgt. 

10. Endlich sei |@| ein Quadrat, also S [x] keine Nullform und 4, (S, a, 0) =0 
fiir mindestens zwei Primteiler p = po, p, von 28 =. Jetzt ist x (c) = 1 fiir 
(c, 2s) = 1, = 0 sonst, und wegen 


» x (c)c~! = Olog N + c+0(x) 


es N 
mit konstantem C und 9 ? wird 
Dd} x (c) p (ce) e~? 
es N 
a we 7 wail gq Tv = log N 
=(OlogN+C) Di x(k) ulk)k-?-—O D x(k) u(k)logkk-2+0 —)= 
ksN ksN P N 
_ . _e c =* , logp log N 
(9 log N + €) IT( — p-*) +O IT ~ p-*) & ER +0( J ). 
pt@ 


Ferner ist diesmal 
l 
¥ B,=0(+), 
d=Nn N} 
also nach (81) und (82) 
> B.=-—O Tl (1—p-*) J Bzlogd+ o(l), 

e=N pra dN 

woraus wegen 


B, log d+0 | - ) 


4 


>» B,logd 
dsN 


= 
a 


die Konvergenz folgt. 
Die Summe aller B, (0) ist iibrigens 0, wie aus den Formeln 


x B, log d x (B, log p+ Bys log p f +++) x B, 
pis pid 
SB= MN 4,(G,a,0)=0 


Poid Po p|2e 


° ° ° ° + ° ° ° ae 
ersichtlich wird, in Ubereinstimmung mit (55). 


6. Zusitzliche Bemerkungen. 


1. Es ist die Frage naheliegend, ob man bei geeigneter Modifikation unseres 
Verfahrens auch ein Resultat fiir den bisher ausgeschlossenen Fall der Quater- 
nionen-Nullform beweisen kann. In diesem Falle divergiert das Integral der 
Funktion f, (z,8) iiber den Fundamentalbereich der Einheitengruppe J", 
wenn S [zr + a] = 0 eine Lésung hat, und insbesondere fiir a = 0. Man kann 
nun zeigen, daB man durch Fortlassen der Glieder mit © [y] = 0,) + 0 aus 
der Summe (9) das Integral konvergent macht. Es sei ff (z, %) die so abge- 
anderte Summe und 


#2) =V- RE B)de 


ihr Mittelwert in F. Indem man noch fiir die fortgelassenen Glieder das 








48 Cart Lupwic SIEGEL: 


divergente Integral in geeigneter Weise asymptotisch berechnet [4], so ergibt 
sich fiir die Funktion 





logy , ° 
* : a 
Pa (2) Pa (z) — b.- t y 
mit gewissen Konstanten 6,, c, wieder die Transformationsformel von Hilfs- 


satz 2. Definiert man dann yw, (z) wieder durch (68), so ist (63) erfillt, und es 


gilt die Differentialgleichung (69) mit x, — 825, anstelle von x,. Mit der 
SchluBweise von 5.5 folgt hieraus, daB 


(83) %,=8 xb, 


und y, (z) konstant ist. Auf diese Art erkennt man, daB die Aussage von Satz 2 
auch fiir Quaternionen-Nullformen bestehen bleibt. Im Falle t = 0 sind beide 
Seiten zugleich 0 oder co, und man hat die zusitzliche quantitative Aussage (83). 

Der Wert x, ist in (65) angegeben worden. Fiir die independente Bestim- 
mung von 6, ist zu benutzen, dab © [r] durch eine Substitution r = © 3 mit 
rationalen Koeffizienten in die Normalform T&T [3] = 2 (z, 2, — 2,23) iiber- 
“2 “Oo 


gefiihrt werden kann. Setzt man 3 (7 


\<3 = 


), so liefert die Transformation 
3 +U3% fiir jedes Paar von Modulmatrizen A, 8 eine Einheit 8 von TF [4]. 
Man wihle nun irgendeine natiirliche Zahl 1, die durch das Produkt der 
Hauptnenner von © und €~—! teilbar ist und nehme A= = E (mod 2381), 
dann ist €B €-! = U = E (mod 2) und eine Einheit aus der Untergruppe J’,. 
Die Gruppe J", der so erhaltenen U ist von endlichem Index j in I,. Jetzt 
betrachte man ein volles System von Lésungen y + 0 von @[y] = 0, y=a 
(mod 1), welche beziiglich J’, nicht-assoziiert sind, und verstehe unter d (¥) 
den gréBten gemeinsamen Teiler der Elemente von €~—!4. Ferner sei h der 
Hauptnenner der Elemente von a. Dann ergibt sich [4] 








p : 2 Se hk 2 
o.= TV ae p-*)-* D(a (o))-*, 
also nach (65) und (83) 
1 
IT 6, (S, a, 0) TP TT (1 4 p- ) 17 ~ p-2) 1 ¥"(d (y)) 2 
p|2s 37V aioe pik - 


Es wire noch wiinschenswert, die rechte Seite in invarianter Gestalt auszu- 
driicken, also ohne Bezug auf FT [4] und J. Die Formel gibt eine quantitative 
Verfeinerung des Meyver-Hassgschen Satzes fiir Quaternionenformen. Es ist 
wohlbekannt, daB dieser Satz wiederum den LeGENDREschen Satz tiber ternare 
Nullformen nach sich zieht, auf dem Wege iiber die Komposition binarer 
Formen. 

Durch Differentiation des konstanten yw, (z) nach zx ergibt sich die Relation 


(@—2)V-? | —— fa (z,B) dv = J y (r)((2 — r)-? -— @ — 1)-*) 
P Tr 





Coz 


als Ersatz fiir (11) und hieraus 
1 
dt M (G, a, t) e2**#*# = — 2-28? pw, (S) Dy (r) (2 — 1)-?. 
t>0 r 
Ubrigens gilt dies nicht nur fiir Quaternionen-Nullformen, sondern fiir jede 
indefinite quaternire quadratische Form mit positiver Determinante. 
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2. Aus Satz 2 laéBt sich leicht eine Aussage gewinnen, die sich nur auf 
primitive Lésungen bezieht. Wir wollen ein y = a (mod 1) primitiv nennen, 
wenn A im iiblichen Sinne primitiv ist, also teilerfremde Elemente hat. 
Dabei bedeutet 4 wieder den Hauptnenner der Elemente von a, und es ist h 
ein Teiler von 28. Fiir beliebiges von 0 verschiedenes ) = a sei a der Teiler 
von yh; wegen ) h= ah (mod h) ist dann (a,h) = 1. Wahlit man ein « mit 
aa = 1 (mod h), so ist das primitive ) a~! = aa (mod 1). Folglich erhalt man 
alle Lésungen ) = a von © [y] = ¢, y + 0 in der Form by = 4 a, indem man fir 
y (h) Vertreter « der simtlichen teilerfremden Restklassen modulo h und jede 
Quadratzahl a? mit ax=1(modh) die simtlichen primitiven Lésungen 
3 = aa (mod 1) von a? © [4] = ¢ aufstellt. 

Durch die Substitutionen X > a %, W > a? W folgt aus (33) und (35) die 
Beziehung 





u(S, 9) m & (a*G, 4) 
H, (S) HM, (a* S) © 
Setzt man 
ad M (S, a,t Zz’ u(S, 9) ‘ 2” u(S, t 
Q (S, a, t) =e. {S,9) R (S, a, t) 2 HE, 9) 


Hy (S) Hu {(S) H, (S) 


wobei )) in der ersten Summe ein volles System nicht-assoziierter Lésungen 
von © [y] = t, » = a (mod 1) durchlauft und in der zweiten Summe nur die 
primitiven unter diesen, so ist also 


(84) Q (SG, a, t) a~™ R (a* GS, aa, t). 


yr 
a 
Die letzte Summe bricht ab, wenn t + 0 ist. 

Fiir einen gegebenen Modul g betrachte man andererseits die modulo g 
primitiven inkongruenten Lésungen von © [y]=¢# (mod q), y = a (mod 1), 
fiir die also der Teiler von A zu q teilerfremd ist. Wird ihre Anzahl mit 
N, (S, a, t) bezeichnet, so ist 


(85) A, (G, a, t) } aN, (aS, az, t). 
a qd 
(a,hk)=1 
Dabei ist N, (a*S,aa,t)= 0, wenn a nicht in 2A¢t aufgeht. Man definiere 
noch die p-adische Dichte der primitiven Lésungen 


Ng (=, a,t 





; - . 
lim a_i Ep (S, a, t) (q p*) 
k>0 4 

und setze 
IT €, (S, a, t) = E (G, a, t), 
Pp 


dann ergibt sich aus Satz 2 und (85) die Formel 


(86) Q (GC, a, t) a~™ E (a#S, aa, t), 


- 
rs 


zunichst fiir ¢ + 0. Ferner ist stets N, <q” und fiir g = p*, a*|p*—1 im Falle 
(p, 2 8) l 
N, (a? S, a a, 0) = a? N, (S, aa, 0), 
im Falle p|2s 
N, (a? S, a a, 0) a® O (¢*—*), 
woraus dann wegen m > 3 die Giiltigkeit von (86) auch fiir t = 0 folgt. 


Mathematische Annalen. 124. 4 
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Aus (84) und (86) ergibt sich nun die Umkehrung 
R (G, a, t) = J uw (a) a—™ Q (a® S, aa, t) = E (GS, a, t). 


— 
a 


Damit ist gezeigt, daB die Aussage von Satz 2 auch bei Beschrinkung auf 
primitive Lésungen richtig bleibt. Insbesondere gibt es also stets eine primitive 
Lésung von © [r + a] = t, wenn dies p-adisch fiir alle p der Fall ist. 

3. Das MaB uw (S,) der Einheitenuntergruppe J" (y) laBt sich mit Hilfe 
quadratischer Erginzung auf das MaB der vollen Einheitengruppe einer 
quadratischen Form von m — | Variabeln zuriickfiihren, wenn © [y] = t + 0 
ist, und von m — 2 Variabeln fiir ¢ = 0. Wir wiahlen eine rationale umkehrbare 
Matrix €™ mit der ersten Spalte y, so daB 

010 
- t 0 ~ 
(87) S [C] Se aed (t + 0), S [C] ( 00) (t = 0) 
00f 
mit ganzem TF wird; im Falle t = 0sei auberdem fF gerade. Die Signatur von T 
ist dann n — 1, m — n oder n, m — n — 1 oder n — 1, m — n — | entsprechend 
den Fillen t > 0,t < 0,t = 0. In der Bezeichnung von 3.4 setzen wir 
50, 21-(\$)-2 
und zerlegen ig 
is . 4 
C-1 (y, 2) ee). 


st=q, t[3']+ZT(ZI=R, 


Im Falle ¢t + 0 wird 


also 
{d x} Cm-—1 gju—m 443} 
{dq} {am} {dR} 
Hierin ist die rechte Seite von q frei, und man kann zur Berechnung von 
uu (S, 9) noch q = 0 vorschieben. Dann erhilt man 


~ #6 : 
E-1(y,%)=(4 3), TIB]=*R 





1 1 1 1 
—sus {a : am” = pe 48) 
88 S *w2- C™ \t)i-m 7 2 R? ° 
(88) {dq} (a) {dR} 
Ist nun S [B] = S und By = p, so folgt 
1 0 
s-INC R 
CBE=(,4), TBI=-2 


und umgekehrt. Die Einheiten 8 mit ganzem €—!% € bilden in J" (y) eine 
Untergruppe von endlichem Index j, und fiir diese ist 8, eine Einheit von Tf. 
Ist umgekehrt &, eine Einheit von T und die Matrix 
Oh. 
B=€() 2) & 
ganz, so ist B ein Element jener Untergruppe, und diese %, bilden in der 
vollen Einheitengruppe von & eine Untergruppe von endlichem Index }j,. 
Nach der Definition des GruppenmaBes ergibt jetzt (88) die Beziehung 
(89) jo # (S, 9) = C™ \t)!—™ 9, w (ZB), 
wo mu (X) = wy (ZX) das MaB der vollen Einheitengruppe von TF ist. 
Im Falle t = 0 zerlege man weiter 
z v’ 


é=(z,t'), 8 (a). q’ =(9,qi), ® (" ad 
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und erhalt die Gleichungen 
z=q, v=q, 2224+T[uj=—=r, rz+v74+RZi Tu=r, 
ro’ +or + 2 (Z,)=R,. 
Hierin haben q, q,, 7, t als Funktionen von z, v, x, ¢ die Funktionaldeterminante 


22™—1, und es wird 


faz 
(90) id z} ] C=—1 1s ~™ 5d u} {d3;} 


{dq} {aR} 2 {d®,}° 
Da die rechte Seite von q, q,, r, t frei ist, so schreibe man fiir die Berechnung 
von 4 (S, 9) noch g = 1, q, = 0,r = 0, = 0 vor und bekommt 


2=1, v=0, e=-Z2[u], r=-ZiTu, TiBI=—wR, 
1 —loqw —wag, 


(91) —* (y, Z) 0 1 0 , 
0 U Bi 
010 
(92) S [y, X] (1 00 
0 0 R,/ 


Es sei wieder © [(8]= GS und Sy =y. Dann kann man (91) und (92) mit 
B € = (y, Y) und KR, = TF anwenden und erhialt die Zerlegung 


] 
1 —>Tlu) —ujTB, 


(93) C1 BC=|, ; 0 » &[B,] =2. 
0 Uy B, 


Multipliziert man nun (93) rechtsseitig mit (91), so erkennt man, dab 
€—! (py, B X) aus C—! (y, X) durch die Substitution 

(94) u, 3, > Bpu+ uy, Bi Bs 

hervorgeht. Die Elemente 8 von /'(y) mit ganzem €—!% € bilden wieder 
eine Untergruppe von endlichem Index j,; fiir diese 8 ist u, ganz und &, eine 
Einheit von &. Andererseits ergeben die Matrizen €-! B € in (93) eine treue 
Darstellung der Gruppe (94) mit beliebigen ganzen u, und beliebigen Einheiten 
¥, von I. Diese Gruppe hat als Normalteiler die Translationsgruppe u > u + u, 
und als Faktorgruppe die Einheitengruppe von T. Ist dabei auch die Matrix ¥ 
ganz, so ist sie ein Element von /'(y), und diese 8 bestimmen in (94) eine 
Untergruppe von endlichem Index j,. Da das Integral von {du} iiber den 
Einheitswiirfel 1 ist, so folgt jetzt aus (90) die Beziehung 


‘i , o~ Riostiee' ~ 
(95) Jo H(S, 9) => OC), w (2). 


Aus (89) und (95) entnimmt man noch, daB die MaBe su (GS, y,) und yu (GS, yg) 
kommensurabel sind, wenn y, und y, zwei Lésungen von © [y] = t, y + 0 
bedeuten. Nach dem Wirrschen Aquivalenzsatz gilt niamlich wegen (87) fiir 
die zugehérigen quadratischen Erginzungen T, und fT, eine Relation 
Zt, (€,] =Z, mit rationalem ©,, und daraus folgt nach der Definition des 
GruppenmaBes leicht die Kommensurabilitaét von m (T,) und yu (T,). Es sind 
also die Summanden yp (S, y) in dem Lésungsmah M (G, a, t) simtlich kom- 
mensurabel. Indem man die bekannten Werte [6] der Dichten 6, (G, a, t) 
fiir p {2s benutzt, kann man bei wiederholter Anwendung von (89) und (95) 


mm 
zeigen, daB die Zahl a + 14(CG) fiir gerades n (m n) einen rationalen 
4* 
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Wert hat. Dies la8t sich auch durch direkte Anwendung der Formel fiir das 

MaB eines Geschlechtes [5, 6] nachweisen. Ein Beispiel liefert die quaternire 
6 9 2 2 A 

Form x + x — 43 — 2% mit pu (S) = x: Fiir ungerades n (m — n) > 1 ist 

nichts Entsprechendes iiber den arithmetischen Charakter von yu (GS) bekannt; 


. a 2 2 2 2 , 
so ist z. B. fiir xj — x2 — x3 — x4 der Wert 
an oe «es i a ~—2 — 
Pee So ao + Oo — FO ep, 


und man weiB nicht, ob das Verhialtnis der Reihe zu 2? rational oder irrational ist. 

4. Wir wollen der Vollstandigkeit halber noch die in 1.7 ausgesprochenen 

‘ : 2 reer 

Behauptungen iiber die beiden terniren Formen g = 2; — 2 x2 + 64 x, 
2 2 er . int 

y = (2 x, + x5)* — 2 xg + 16 23 und die beiden quaterniren Formen f = 32 » + 

2 ‘ . 2 ; 

23, 9g = 32y + xq beweisen. 

Zunichst zeigen wir, daB die Gleichung y = u* keine ganzzahlige Lésung 
hat, falls die Primteiler der ganzen Zahl u alle = + 1 (mod 8) sind. Zum 
Beweise kann man sich offenbar auf den Fall (zx,, 2,, x3) = 1 beschrinken. 
Unter dieser Voraussetzung wollen wir dann sogar beweisen, daB y = u? fiir 
kein ganzes u = + 1(mod 8) lésbar ist. Aus der Gleichung folgt, daB die 
Zahl 22,+2,=v ungerade ist. Setzt man wu+42,=r, u—42,=<8, 


‘ ot : 
so ist r=s= + 3(mod 8), v? —-222=18, (x,r,8)= 1. Wegen |r| = +1 
(mod 8) existiert eine in r genau zu ungerader Potenz aufgehende Primzahl 
p+ +1(mod8). Dann ist 2 quadratischer Nichtrest modulo p, und aus 


v? = 2 r5 (mod p) folgt p 2z,, also p +s. Dann wire aber auch v? — 2 z> genau 
durch eine ungerade Potenz von p teilbar, was einen Widerspruch ergibt. 

Insbesondere ist also die diophantische Gleichung y = 1 unlésbar, waihrend 
offenbar @ alle Quadratzahlen darstellt. Andererseits gehéren die positiven 
binaren Formen a + 64 x5, (2 a, + 23)? + 16 x3 demselben Geschlechte an, 
denn sie haben beide die Determinante 64 und die dyadische Aquivalenz 
folgt aus 

2 2 2 64 

(2 x, + 23)? + 16 23 17 (2, +5 %) + 59 

Also liegen erst recht g und wy in demselben Geschlechte, und a fortiori gilt 
dies fiir f und g. 

Nun zeigen wir, daB f und g nicht aquivalent sind. Dies kann nicht aus der 
Untersuchung der dargestellten Zahlen folgen, denn zufolge Satz 2 hingt ja 
gerade das LésungsmaB M (G, a, ¢) fiir m > 3 nur von dem Geschlechte von © 
ab. Wir werden nachweisen, daB g nicht die binire Form £& + 32 7? ganz- 
zahlig darstellt, waihrend offenbar f dies tut. Ware nun 2, = 2, & + 24.7 
(k = 1, 2, 3, 4) eine solche Darstellung durch g, so setze man 2,, = V, %4. = w und 
erhalt v? = 1, 2vw = 0 (mod 32), also v= + 1, w=0 (mod 16). Da g durch die 
Substitution 2, — x, ungeandert bleibt, so kann man noch v = 1 (mod 16) 


zi, 17 = 1? (mod 16). 


; . v+il ™ w 
voraussetzen, und dann ist die Zahl u = —.— = 1 (mod 8). Fir = —>,y =u 
wird z, = vé+wyn= — é, also y = wv’, und folglich muB u einen Primteiler 


+ + 1 (mod 8) enthalten. Insbesondere ist daher u + + 1, v + 1. Es entsteht 
ein Widerspruch, wenn noch gezeigt werden kann, daB in der Darstellung von 
& + 32 yn? durch g die Zahl x,, = v so gewahlt werden kann, da u eine Prim- 
zahl = 1 (mod 8) wird. Hierfiir geniigt es aber zu beweisen, daB es zu der 
Léisung 2, = 2,, von g = | eine assoziierte mit jener Eigenschaft gibt. 
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Bei der unimodularen Substitution 2, = z — y+ 32z,%,= —32+y-— 8z, 

t= 2x+22 wird y= x(7 24+ 16z)+2y*. Definiert man noch x = 32 z x 
A ; ‘ 

(7 x + 16z) + 24, so ist also g = y + 64 y’*. 

Die ternire Form w = 7? — & ¢ geht durch die Substitution &, 1, € + «® & + 

2aBn+ Pl, ay&+(adb+By)n+ Pst, YE+2ybn+ KC mit 
ad— py + 1 in sich tiber. Ubt man auf é, n,¢ eine ganzzahlige lineare 
Transformation mit der umkehrbaren Matrix I aus, so erhalt man aus jener 
Substitution insbesondere eine Einheit der entstehenden ternaren Form, wenn 


é 0 
M-1 bedeutet. Hiervon machen wir drei Anwendungen. Erstens sei 


0 
man c °) os (" 1) (mod q) wahlt, wo g den Hauptnenner der Elemente von 


(96) é=-—82, n=xu, $€=4(72+ 162), g= 128; 

also m = x. Fiir die vorgelegte Lésung x, = 2,, von g = | ist nun (2,, %g, X3, 2) = 1, 

x,— v= 1 (mod 16), also (x,z,2,,2y)=1, (&,9,¢,2y)=1. Man wihle 
(a B\ 1 0 . . ¢ er “" . 

dann { AL 4 1) (mod 128), so daB die Zahl a2 + 2a 8+ Bf mit y 
y ¢ 

keinen ungeraden Teiler gemeinsam hat. Jetzt kénnen wir also annehmen, daB 

bereits (x, y) eine Potenz von 2 ist. Zweitens sei & 22,n=2y,C=724 

16 z,q = 32; also w = 2y. Da erst recht (&, 7, ¢) eine Potenz von 2 ist, so 
kann man «#2 + 2«/8%-+ fC zu einer beliebig vorgeschriebenen ungeraden 
Put | g g 

- 4 z,+1 we ” 

Zahl teilerfremd machen, also insbesondere zu u = —~—. Wir kénnen also 

bereits (x, u) = 1 annehmen, und dann ist z+ 0 wegen u++1. Drittens 

sei wieder (96) genommen, und man wihle diesmal f = 0, « = 6 = 1, 128) y, 

wodurch z,in x, — 8 y xiibergeht. Wegen (wu, 2 x) = 1 existiert nun schlieBlich 


° ° = — u - i] ° 
eine Primzahl p= u (mod 512 x), und fir y =- pa hat das neue x, die 
x 
ns x+/1 . 
gewiinschte Eigenschaft —— p = 1 (mod 8). 


Ubrigens ist sofort einzusehen, daB unsere Uberlegung sich verallgemeinern 
laBt, indem man bei der Definition von f und g den Faktor 32 durch irgendein 
von 0 verschiedenes Vielfache von 32 ersetzt. Dagegen sind z. B. p — 2 x 
und wy — 2 a4 aquivalent, wie die Substitution 2,, x, 23, 7, > 10 x, + 8 x, 4+ 

2l4,+ 424, 8%,+72,+ 2047,+ 4%, %+%+4%+%, 4%,+42, 

18 2, + 5 x, ergibt. 

5. Bei dem Beweis von Satz 1 wurden zwei wichtige Gedanken HEcKEs 
benutzt. Die Reihen ®, (z) entsprechen in ihrem Bildungsgesetz den analy- 
tischen E1sENsTEtNnschen Reihen der komplexen Variabeln z, deren Bedeutung 
fiir die Theorie der Modulfunktionen zuerst Hecke [10] klar erkannte und die 
dann in den Arbeiten von Perersson [11] zu bemerkenswerten Verallgemei- 
nerungen gefiihrt haben. Andererseits ist die Integration der Thetareihe 
f, (z, B) tiber den Fundamentalbereich der Einheitengruppe einer indefiniten 
quadratischen Form analog dem Vorgang Hecxes [12] im binaéren Fall, und 
ein Keim dieses Ansatzes findet sich bereits bei Porncar& [13]. Nachdem nun 
HecKE den binéren quadratischen Formen negativer Determinante Modul- 
formen der Dimension — | zugeordnet hat und neuerdings auch mit indefiniten 
quadratischen Formen von m Varia>cln und positiver Determinante Modul 


» ° . m ° . ° y 
formen der Dimension — - gebildet wurden [14], so bleibt noch die Frage zu 
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ebenfalls analytische Modulformen liefert. Es stellt sich heraus, daB diese 
Ubertragung unter der Voraussetzung n= 1 durchfiihrbar ist. Zu diesem 
Zwecke hat man anstelle der Funktion f, (z, 8) eine andere Funktion g, (z, $) 
zu betrachten, die man folgendermaBen definiert. Wir greifen auf die homo- 
gene Parameterdarstellung (3) zuriick. Wegen n = | ist die Parametermatrix X 
ein Vektor, den wir mit 4 bezeichnen und jetzt durch die Bedingung © [3] = 1 
normieren wollen. Wir ersetzen nun in der Definition (9) von f, (z, %) den 
Summationsvektor ) im Exponenten durch y + 4A und differenzieren nach 
dem skalaren Faktor A an dér Stelle 4 = 0. Es sei g, (z, $$) die so entstehende 
Funktion. Das zu Hilfssatz 2 fiihrende Verfahren laBt sich sinngemaB iiber- 
tragen und erweist den Mittelwert y, (z) von g, (z, $) im Fundamentalbereich F 


entscheiden, ob eine direkte Ubertragung von Hecxes Verfahren fiir m > 2 


° . ~— ° m . a . 
als eine analytische Modulform der Dimension - — 2, die fir m = 2 mit der 


. = . = . ° m 
von HEcKE eingefiihrten Funktion iibereinstimmt. Da nun aber 2>0 


9 & 
ist fiir m > 4 und = 0 fiir m = 4, so ist y, (z) identisch 0 fiir m > 4 und konstant 
fiir m = 4, wobei sich noch durch niahere Untersuchung fiir die Konstante der 
Wert 0 ergibt. 

Dies Resultat laBt sich arithmetisch interpretieren, indem man den Lésungen 
von © [y]=¢t im Falle t=>0 folgendermaBen einen ,,Vorzeichencharakter* 
zuordnet. Deutet man die Elemente von bp als affine Koordinaten,so besteht der 
Kegel S [y] => 0 wegen m= 1 aus zwei durch die Spitze y = 0 getrennten 
Halbkegeln, deren Punkte wir durch die Indizes 1, — 1 unterscheiden wollen. 
Das identische Verschwinden von y, (z) besagt dann, daB fiir jedes t > 0 die 
Summe der MaBe x (G, y,) fiir ein volles System nicht-assoziierter Lésungen 
), = x+a von S [r+ a] =¢# gleich der entsprechenden Summe mit y_, ist. 
Vermutlich ist diese Aussage im terniren Falle nicht mehr allgemein richtig, 
und es wire wiinschenswert, dies durch ein Beispiel festzustellen. 
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Einige ganze Funktionen und ihre Rremannschen Flachen. 
Von 
Hans Scuusart in Karlsruhe (Baden). 
I, 

Im ersten Abschnitt wollen wir einige Eigenschaften der Rigmannschen 
Flachen solecher ganzen Funktionen vom Geschlecht Null kennenlernen, die 
sich in der Form 
(1) {)— I (1+ =) 


schreiben lassen, wobei also 


co 


~ i : ‘ 
> — konvergiert und weiter: a, reell, 0< a, 
k=1 % 
auBerdem a,< a, 1 (k 1, 2,...) vorausgesetzt werde. 
k k+1 


Nach dem Satz von Rotts liegen bestimmt Kreuzungspunkte &, der Funktion 
f (z) (Nullstellen von f’ (z)) auf der negativen reellen Achse zwischen den Null- 
stellen — a, ,, und — a, der Funktion (1). 





Wegen 
f’ (z) —_—_ 
9 ian ‘ 
(2) f (2) yn +o 
und 
. t’’ (Ex) ~ l 
3 —- — }* —____ b= 1,3,... 
©) f (Sk) ya (Fk + ay)* ( 


sind diese &, quadratische Kreuzungspunkte (einfache Nullstellen von f’ (z)). 
Aus Gleichung 





(2’) 0 f (Ex) F 


i 
im ; + 


tte 
folgt sofort, daB es zwischen — a, und — a, auf der negativen reellen Achse 
nur einen einzigen quadratischen Kreuzungspunkt gibt, da die Existenz einer 
weiteren Nullstelle von f'(z) zwischen — a, und — a, im Widerspruch zu (2’) 
fiir k = 1 steht. Das gleiche gilt auch fiir die anderen &,, und somit sind diese 
die einzigen (quadratischen) Kreuzungspunkte auf der reellen Achse. Es sind 
dies aber auch die einzigen Kreuzungspunkte unserer Funktion (1) iberhaupt. 
Denn giibe es Kreuzungspunkte der Form & + i » (&, 7 reell, 1; + 0), so wiirde 


f(& +#n) 
f(& +4) 
im Widerspruch zu 7» + 0 stehen. 





Diese hier elementar abgeleiteten Ergebnisse folgen fiir die im I. Abschnitt 
behandelten Funktionen auch aus einem Satz von G. VaLiron [1]*), da sich 





*) Die Zahlen in [ ] beziehen sich auf die Literaturhinweise am Ende dieser Arbeit, 
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unsere Methode aber auch auf spiter zu behandelnde Funktionen anwenden 
laBt, die den von VALtRon gesetzten Bedingungen nicht geniigen, so durfte sie 
hier Erwabnung finden. 
Aus Siitzen, wie wir sie etwa bei R. Nevanuryna [2] finden, folgt, daB fiir 
die Wachstumsordnung 
— log (log (M (r))) 


4 = im ——— — 
ee log r 
(wenn M (r) = Max (|f (z)!) gesetzt ist) unserer Funktion (1) die Ungleichung 


z r 
0<A<1 gilt. 

Um nun die Rrgmannsche Flache % der Funktion w (z) = u + tv = f (z) in 
ihrer topologischen Gestalt beschreiben zu kénnen, wollen wir zunachst die 
Urbilder der u-Achse in der z-Ebene suchen und dann das Verheftungsschema 
der einzelnen Halbb!atter der Flache % aufstellen. Die beigefiigten Figuren 
stellen in der z-Ebene die einzelnen Elementargebiete (Urbilder der %-Halb- 
blatter) dar, welche gegeneinander durch gestrichelte Kurven (Urbilder der 
u-Achse) abgegrenzt sind. Mit x bezw. O seien die Repriisentanten der unteren 
bzw. oberen Halbblitter der W%-Flache bezeichnet, wihrend x -O angibt, 
welche dieser Halbblaitter miteinander in der Flache verhaftet sind. Fine 
Doppelbindung x——— 0 deutet dagegen an, da8 zwei Halbblatter des gleichen 
Blattes der ¥Y-Fliche iiber ein Urbild der u-Achse hinweg miteinander ver- 
bunden sind, welches (unaufgeschlitzt) einen Kreuzungspunkt mit z x 
verbincet. 

Zuniichst ergibt sich nach (1) als Urbild der reellen w-Achse die reelle z- Achse. 
Weiter gehen aber von allen Punkten &, soleche Urbilder aus, welche in diesen 
Punkten die z-Achse senkrecht schneiden. Ferner folgt aus (1): 

(4) f(z) = f (z), 

und durch Ausrechnen, daB z = i 6 bzw. z i 6 (6 reell, positiv, hinreichend 
klein) Repriisentanten eines oberen bzw. unteren Halbblattes sind. Da& sich 
zwei Urbilder der u-Achse nicht schneiden oder beriihren kénnen, auBer in den 
Punkten z= &, ist wegen der Konformitat der Abbildung fiir z + &, evident. 
Wir betrachten nun nacheinander folgende Argumente: arg (f (iy)) (y variabel), 
arg (f (x + ty)) (bei festem (beliebig waihlbaren) positivem x und variablen y) 
und arg(f(kaz))(k=0,1,..., areell,z=t+i6t, --0o<t<«,0<arctg(d) < 2). 
Hieraus folgt dann zunichst, daB sich die imaginare z-Achse in Strecken ein- 
teilen !a8t, deren Punkte jeweils Urbilder von Punkten unterer bzw. oberer 
W-Halbblatter sind, weiter, daB jede in R (z)> 0") gelegene — zur imaginaren 
Achse parallele — Gerade von den Urbildern unendlich oft geschnitten wird und 
endlich, da®B der gleiche Sachverhalt auch fiir alle Geraden durch den Null- 
punkt besteht. 

Diese Ergebnisse legen nun die Vermutung nahe, daB die Urbilder der u- Achse 
,asymptotisch parallel‘ zur reellen z-Achse verlaufen. Darunter sei folgendes 
verstanden: Wenn z= re’? die Punkte der u-Achsenurbilder durchlauft, so 
gilt fiir r + co: m + 0, und diese Urbilder verlaufen in Abstanden. die durch 
die Abstinde der &, hervorgerufen sind. 

Der Beweis gelingt nach R. Nevaniryna [2] unter einer zusiitzlichen 
Bedingung iiber die Anzahl der Nullstellen von f (z) in einem Kreis |z| < r®). 








*) Wie iiblich bedeuten hier und im folgenden 8 und & Real- und Imaginarteil. 
*) Diese Voraussetzung ist bei den spater hier behandelten Beispielen erfiillt. 
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R. NEVANLINNA [2] hat nimlich folgenden Satz bewiesen: Sei n (r) die Anzahl 
der Nullstellen des kanonischen Produktes (1) vom Geschlechte Null fiir 
z| <r, wobei die Wachstumsordnung von (1) und die von n (r) [2] die gleichen 
sind, und sei weiter n (r) ~ r* - (log r)**) (« beliebig reell, 0< A< 1), so gilt 
im Winkelraum |arg 2| <a—dé(0< d< 2) die asymptotische Entwicklung : 


(A,) log (f (z)) ~ 





—__*__ z (log z)*. 

sin (7 A) 08 

Die Betrachtungen von R. NEVANLINNA lassen sich nun auch noch auf den 
Fall A = 0 (siehe IIT. Abschnitt) iibertragen, wenn noch als weitere Voraus- 
setzung « >0O gefordert wird. Wir erhalten dann fiir n (r) ~ (log r)* 

(log z)** 1 


a+] 


(As) log (f (2) ~ 


im gleichen Winkelraum und schlieBlich fiir n (r) ~ r (log r)* mit « + 1< 0 





l 
(As) log (f (z)) ~ > z (log z)**! 


H 
wieder fiir | arg 2| <2a— 6 (0< d< 2). 

Um diese Formeln auch auf die Urbilder der u- Achsen anwenden zu kénnen, 
miissen wir zeigen, daB es fiir jedes dieser Urbilder einen solchen Winkelraum 
gibt. Durchlaufen wir jetzt, ausgehend von einem Grundpunkt (also einem 
Bild von z= & in der w- 


Ebene), die u-Achse in der tys 
w-Ebene, so sei z (t) die hier- ah 
zu gehérende Urbildkurve. pe t 
Dann ist wegen (1) und t 
u (t) ° T 
0 stets auch y(t) >0, P 
u(t) , / i 
fiir y (t) > 0. Entsprechend TEE 4 Se 
erhalten wir aus den gleichen iy is | " 
Griinden y(t) < 0 fiir y(t) <0. } 
Damit ist die Existenz der 
geforderten Winkelriume fiir 


die Urbilder gesichert, und 
wir erhalten aus den NEVAN- 
Linnaschen Formeln den ver- Fig. 3 

muteten asymptotischenVer- 

lauf der Urbilder der u-Achsen und schlieBlich fiir die Rrsmannsche Flache 
unserer Funktion (1) die in Figur 1 angegebene Konfiguration (Streckenkomplex). 


II. 

In diesem Abschnitt seien die Nullstellen a, der betrachteten Funktionen 
in der Form Fk (l= 2,3,4,...) angesetzt. Wir betrachten daher ganze 
Funktionen der Gestalt: 

(1) f(z)= 177 (14+ *). 
k=1 | i! 


Es ist hier*) n (r) ~ r’’, und aus I (A,), ferner durch Einfiihrung von Polar 
koordinaten ergibt sich fiir die Urbilder der u-Achse ein asymptotisches Ver 


%) Das Zeichen ~ bedeutet: ,,asymptotisch gleich“ fiir r + oo. 
‘) Zur Erklarung dieser GréBen siehe Abschnitt I. 
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halten, welches dem der Kurven y = const - z!~ '/' entspricht. Es wird hier 
weiter méglich sein, einige Aussagen iiber die Lage der Grundpunkte (Bilder 
der Kreuzungspunkte in der w-Ebene) zu machen. Damit ist aber auch die 
Lage der Windungspunkte in der &-Flaiche bekannt, die, wie man weil, in 
der %&-Flache iiber den Grundpunkten der w-Ebene liegen®). 

Nach NevANLINNA sind hier die behandelten Funktionen von der Wachs- 
tumsordnung 1/1. Fiir 1 = 2 erhalten wir: 

“- z sin(ix)z) ,, » 
(2) IT (1+ #) —_—_—_r +) 4. 
k=1\ ix \/z 

Man rechnet weiter sofort nach, daB die quadratischen Kreuzungspunkte &, 
wie auch die Schnittpunkte der Urbilder mit der imaginaren Achse mit den 
Nullstellen bekannter transzendenter Gleichungen (z. B. tg (x) = x) in enger 
Beziehung stehen, und erkennt, da8 die Grundpunkte auf der u-Achse um 
den Nullpunkt als Haiufungspunkt oszillieren. Wir betrachten dann weiter 
die Funktionen 


9’ sin(x)z) _ 7 (y_ 2) 
@) n pz k=1 ( ke 
l . I. aus 47 > i 2.5 
(3) =z; (sin (2 Vz) Sin (x Vz)) = A \ -=} 
und = 
—1— sin(x\ z)sin(|a V—V—z<) 
at*y—z 

(4) 60 (eV) ‘ 

Sin | *\Ci _ ao ae _ 8) 9 

Sin (x Vz)Gin |x V—\—2z J\) =) ) %. 

Sofort wird hier durch die Abbildung: € z evident, dal} neben der Funk- 


tion (2) auch die Funktionen (3) und (4) Rremannsche Flachen besitzen, deren 

Streckenkomplex in Figur | angegeben ist. Fiir die positiv-reellen Kreuzungs- 

punkte &, der Funktion (3) ergibt sich durch Differentiation die Beziehung 
9 4 

(33’) cotg (a,) + Cotg (x,) — (a= 2 | E,)- 


Aus dieser wiederum folgt fiir k > N (e) und beliebig kleines reelles und posi- 
tives e: 


or / 1 \4 a 1\4 

(3””) (k=) e< be <(k— 4) ‘+: 

und schlieBlich die Tatsache, daB in diesem Falle die Grundpunkte héchstens 
P C,, eu? . ‘_— F E : 4 

wie a (wobei r = |/ z|) nach +-co divergieren. Hier und im folgenden 


sind die C,, positive, reelle Zahlen. 


*) In unserem Falle hier sind die Grundpunkte die Extremwerte der Funktionen fiir 
reelle z-Werte. 

*) Wegen ——— II (1 =). 

bs 4 k 1 ke 

?) Hier und im folgenden sind beliebig wahlbare, aber dann feste Zweige der Wurzeln 
gemeint. 

*) Die Darstellung von (3) gewinnen wir etwa durch Multiplikation von (2) mit (2’), 
analog diejenige von (4). 

*) Aus diesen Formeln und ihrer Weiterfiihrung ergibt sich durch Differentiation 
ein verhaltnismaBig einfacher Weg zur Darstellung der Reihensumme // a (l=1,2,...) 

k=1 p©) 
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Fiir die Funktion (4) erhalten wir entsprechende Beziehungen fiir die Kreu- 
zungspunkte und weiter die Tatsache, daB die Grundpunkte héchstens wie 
Cy ecut 8, 

+ (r Viz) 

gegen + co divergieren. 

Durch Ubergang zur Funktion ALA aE allgemein zu Funktionen 
der Form 

co / l 

(5) II {1 — avi ) 
pai,  -e"" 
und mit Hilfe der vollstandigen Induktion ergibt sich fiir uns ein entsprechendes 
Verhalten der Grundpunkte. Es streben naimlich die absoluten Betriage der 
Grundpunkte héchstens wie 


Chor 
Che 12 


an i. } Zz 
gegen oo, 

Leider werden fiir die Funktionen (5) (1 > 3) die der Ungleichung (3’’) ent- 
sprechenden Relaticnen sehr uniibersichtlich. Ein Verhalten der Kreuzungs- 
punkte, analog dem fiir die Funktionen (3) und (4) festgestellten, laBt sich 
daher nur vermuten. 

Bis jetzt haben wir nur das Ergebnis erhalten, daB dem Anwachsen der 
Grundpunkte der Funktionen (1) fiir ] = 4,8,16... 2"... gewisse Grenzen 
gesetzt sind, die nicht unwesentlich durch die Wachstumsordnung A der einzel- 
nen Funktionen bedingt sind. Im Falle der Funktionen (3) und (4) streben aber 
tatsichlich die Grundpunkte in der angegebenen GréBenordnung gegen + o, 
wie wir durch Einsetzen der entsprechenden Werte sofort feststellen kénnen. 
Wir wollen schlieBlich noch zeigen, daB die Grundpunkte der Funktionen (1) 
fiir 1 > 4 tatsiachlich fiir alle diese 1 gegen oc streben!®). 

Wir beschranken uns bei dem Beweis auf die Stellen, an denen die Funk- 
tionen (1) fiir 1 > 4 ihr Maximum fiir reelles z annehmen”’). 


Wir bezeichnen mit /, (z): // (1 7 (lL => 4) und diejenigen Kreuzungs- 
k=1 4 


~ . : , a ‘ ' 
punkte, an denen f, (z) fiir reelles z sein Maximum annimmt mit &5), (mn =1,2,...)#). 
Fiir 1 = 4 ist nun sicher 
(4) (4) 
fs (€2n) = iP (H2n); 

wobei 

(4 Pa on ee 

Hon = V 24 nt (2n + 1). 
Weiter ist aber 


fal ») sin (x /2n(2n + j ) Sin (a V2n(2n+1) 
Nee oa Pn n+l) err 
Wegen 
l _ —— 
2n + a < VY 2n(2n+1)<2n4 


10) Fiir /=3 kann diese Tatsache auf Grund eines Satzes von WIMAN [3] nur ver- 
mutet werden, da hier eine einfache geschlossene Darstellung der Funktion fehlt. 

") Fiir die Minima ist er prinzipiell der gleiche. 

2) Es sind dies vom Nullpunkt nach rechts fortschreitend die 2.,4. ... (2k)-ten 
Kreuzungspunkte der einzelnen Funktionen. 
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ist also sicher 


i 4) Sin (a V2n ‘2n+ 1 ox V2n(2n+ 1) 
(6) fen) > = a hah ad TT ? ~ const ae 
Weiter ist aber = 
~ 2 n* (2n + 1)4 
(7) fa(nSn)= IT (1 | a ). 
k=1 


Nun gilt fiir 
, (2) IT (1- = 


5 
k=1 k 


wieder analog wie ehen 


»(5) (5) . (5) es ; 
fs (Eon) = fs (Non) mit on = V 255 (2n + 1) 
und 


_ - Fw ant IP 
(8) ts (nS) = I-41 | ni (28 - 
k=1 


2n(2n+ 1) 


Setzen wir nun «4, | — , 8o wird aus (7): 


— 
(7’) P (noe) IT (al aj) und aus (8): 
k=1 
. 2 . : 
(8’) fs (nan) = IT (1 —- ag). 
k=1 
Hieraus folgt aber sofort f, (nS) fe (nS) (n= 1,2,...), da fiir a > 1 in (8’) 


die betreffenden Faktoren absolut genommen gréBer sind als in (7’) und diese 

Tatsache auch fiir die a, mit «, < 1 zutrifft. Da aus (6) endlich folgt, daB die 
(4 : 

fs (nn) (n 1, 2,...) gegen co streben, so kann durch Induktion unsere 

Behauptung leicht vollstandig bewiesen werden. 


IT. 


Im IIT. Abschnitt werde nun noch abschlieBend eine Klasse ganzer Funk- 
tionen der Wachstumsordnung Null betrachtet. Es sind dies Lésungen einer 
Funktionalgleichung von H. Potncar&, welche in einem anderen Zusammen- 
hang von H. Wirricu [4] behandelt wurde. 

Die Funktionalgleichung lautet: 

l 
(F,): f(Sz)=p(z)f(z) (S = const, p(z)= ¥ p, 2, 
k=0 
p, = const fiir k= 0,1,...1). 
Unter der Voraussetzung [S| 1 hat (F,) [4] ganze transzendente Lésungen 
der Wachstumsordnung Null. 

Gehen wir mit einem Potenzreihenansatz in (F,) ein, so ergibt sich sofort 
unter Vernachlissigung der Lésung f (z) = 0 — daB keine Polynomlésungen 
auftreten kénnen und / > 1 sein mu8. (Wie Herr Wirricu [4] gezeigt hat, muB 
weiter |p,| => 1 und fiir eine natiirliche Zahl N die Gleichung S¥ — p, = 0 
gelten.) Die Nullstellen der Lésung haben die Form: 


(1) 2,= 5 @ (n= 1,2,..., B=1,...)), 
wobei 


la | - loca] “+S a und p(a,) = 0 ist. 
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Die z,, liegen fiir festes k daher auf logarithmischen Spiralen, aus denen, 
wenn S reell ist, Gerade durch den Nullpunkt werden. (F;) liefert schlieBlich. 
noch: Mehrfache Nullstellung von f(z) resultieren aus solchen von p (z) oder 
aus der Tatsache, daB mindestens zwei a, auf einem Exemplar der oben 
erwahnten logarithmischen Spiralen liegen. 

Um nun zu ganzen Funktionen gleicher oder ahnlicher Art, wie wir sie bis 
jetzt behandelt haben, zu gelangen, setzen wir in (F,) p(z) = a + z™ (m = nat. 
Zahl, a reell) und fiir S eine reelle Zahl ein. Hierbei miissen natiirlich die von 
Herrn WirticnH angegebenen Bedingungen erfillt sein. Wir kénnen uns 
dabei auf S = + 2,a= 1 beschrinken, ohne die Struktur der Rrzmannschen 
Flache der Lésungsfunktion zu andern. Wir werden daher nur die Lésungen 
folgender Funktionalgleichungen naher untersuchen: 

(Fa): f(2z2)=(L+2™) f(z), (Fos): f (22) =(1— 2) f (2), 
(F'g3): f (—22z)= (1+ 2") f(z), (F.,): f(—22z) = (1—2™) f(z). 

Im Potenzreihenansatz treten dann nur die (km)-ten Potenzen (k = 1, 2,...) 
von z auf, so daB also fiir m = 2 m’ die Lésungen von (F,,) und (F,,) die gleichen 
sind. Dasselbe gilt auch fiir die Lésungen von (F.) und (F,,). Fiirm = 2 m’ 4-1 
ergibt sich, wenn wir mit /; (z) die Lésungen von (F,,) (+ = 1, 2, 3,4) bezeichnen: 
f, (z) = f, (—z) und f, (z) = f, (—z). Ist m = 2m’, s0 gilt: 


_ # x 

i— i—— 

2m’ 2m’ 
f.(z) = f, (, ) und f, (z) = fs (, ). 

Es geniigt daher, die Lésungen von (F,,) und fiir ungerades m die von (F',3) 
niher zu untersuchen. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kénnen wir 
auBerdem noch fir alle 7: f; (0) 1 setzen und erhalten so zunichst als 
Lésung von (F%,,): f (2z) = (1 + z) f (2) 
die Funktion 


(2) f(z) = 17 (14+ 4)=14+ SV qy2 
k | 2F ) k=1 
wobei 
(2’) 2* a, = a, + a1 (49 = 1) aus (F,;) folgt }). 


Bei (2) handelt es sich um eine der in I behandelten Funktionen von der 
Wachstumsordnung A = 0, deren Grundpunkte nach + o divergieren. Dies 
gilt allgemein fiir alle Lésungen der Funktionalgleichungen (F,,) (k = 1, . . . 4), 
wie durch sukzessive Anwendung und der Gestalt von (F,,) und (F,,) folgt**). 
Weiter sei hier noch auf eine Methode eingegangen, die bei den Lésungen 
von (F,,) (& = 1, 2, 3,4) in anderer als der in I angegebenen Weise zu Aus- 
sagen iiber die Rrzmannsche Flache der Lésungen fiihrt. Mit ihr kénnen wir 
dann auch Funktionen behandeln, welche nicht alle im ersten Abschnitt 
geforderten Eigenschaften besitzen. 

Aus (2) und (2’) folgt naimlich durch Rechnung, daB fiir alle reellen 6, die der 
Ungleichung 0< 6< 1 geniigen, der Punkt z=i6 mit Oo und der Punkt 
z i 6 mit zu bezeichnen ist. Wegen der Giiltigkeit von (I (4)) k6nnen wir 
uns bei der Betrachtung der Urbilder der u-Achse auf die Halbebene & (z) > 0 

13) Entsprechende Formeln lassen sich auch fiir die anderen Funktionalgleichungen 
aufstellen, sie sind fiir das Weitere ohne Bedeutung. 

4) Hier und fiir die anderen Lésungsfunktionen lassen sich noch genauere Abschat- 
zungen fiir die Kreuzungspunkte angeben, auf die aber nicht weiter eingegangen werden 
soll. 
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beschriinken. (F,,,)'5) liefert dann die Beziehung 
N-1 

(B’) arg (f (2% z)) = argf(z)+ D arg (1 + 2* 2). 
k=1 


Hieraus ersehen wir, wegen 2/9 < arg f (i)< 2/6, (was sich leicht ausrechnen 
laBt), daB sicher z = 8 i Repriisentant eines unteren Halbblattes der %-Flache 
unserer Lésungsfunktion ist. Mit Hilfe des oben eingefiihrten 4-Wertes 








sve 
i 


% 
n 














Fig. 2 


erhalten wir dann vermdége (B’) die gleiche Streckenverteilung auf der ima- 
ginaren z-Achse wie schon in Abschnitt I. 

Gehen wir dagegen von z 1 +- ¢ 6 aus, so liefert (B’) in der Halbebene 
KR (z)< 0 das gleiche topologische Bild wie es in Figur 1 angedeutet ist. 

Aber auch der asymptotische Verlauf der Urbilder laBt sich durch Betrach- 
tung des Arguments der Lésungsfunktion, sowohl bei (F,,) als auch bei (F,,) an- 
geben. Hierzu bemerken wir, daB fiir jedes reelle, beliebig kleine ¢ >0 und 
alle n > N (e) gilt: 


(B’’) arg (z)—e< arg (2"z+ 1)< arg (z) +. 


Setzen wir nun noch z 1 + 2 6, (6, > 0, hinreichend klein), so gilt: arg (z) ~ 6,. 
Giibe es jetzt einen Winkel y,>0, den die Urbilder der u-Achse mit der 
positiven x-Achse fiir z+ co bilden wiirden, so miiBte fiir alle n: arg (f (2” z))< a 
bleiben. Dies widerspricht aber (B’) und (B’’), da sich hiernach eine natiirliche 
Zahl M angeben laBt, derart, daB: 2a < arg (f (2%z))< 2a gilt. Wiirden 
sich weiter die Urbilder der u-Achse der positiven x-Achse asymptotisch 
naihern, so miiBte, was ebenso (B’) und (B’’) widerspricht, ein positives 6, < 6, 
angebbar sein, fiir welches arg (f (2” (1 + ¢ 4,))) bei hinreichend groBem und 
dann wachsendem nv rascher die Vielfachen von 2 durchlaufen als in dem Fall 
== 1+4206,. Auf diesem Wege kénnen wir also bei den Lésungen von (F’,,) 
ebenfalls zur Konfiguration der Figur 1 gelangen. 


) Aus der Funktionalgleichung (F,,) folgen ganz ahnliche Beziehungen. 
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Ganz ahnlich ergibt sich als Lésung von (F,,,) (fiir m = 2)**) 
. = z* 
(3) f (2) = 11 (1+ 726 ) 
sowie durch Einfiihrung einer reellen Hilfsfunktion ® (y) = f (iy) (y reell) 


und bei Betrachtung von § (/ folgende Tatsache: Die einzigen (quadra- 


f 
tischen) Kreuzungspunkte von (3) liegen auf der imaginaren Achse bei z = 0 
und z isy, (F=1,2,..., 2k < y, < 2*+1), und als Urbilder der u-Achse 


erscheinen neben den Achsen der z-Ebene unendlich viele andere Kurven, 
welche in den Kreuzungspunkten die imaginare Achse senkrecht schneiden 
und schlieBlich ,,asymptotisch parallel‘ zu der reellen z-Achse verlaufen. 
Im allgemeinen Fall der Funktionalgleichung (F,,) ergeben sich Konfigu- 
rationen, die entsprechend den Verhaltnissen bei der Lésung von (F,,3): f (22) 
(1 + 2%) f(z) gewonnen werden kénnen. Wir erhalten hier als Lésung die 
Funktion 
. 2 
(4) f(z)= 1 (1 —a5 | 
k=1 2“ 
f(z) sie Ms 17 ; 
Aus 7 resultiert zunichst z= 017) als kubischer Kreuzungspunkt und 
z) 
weiter als quadratische Kreuzungspunkte die Punkte z= &, mit — 2#+1< & < 2, 
schlieBlich noch die Stellen 


z &\e/3 und z &,| f=53 (k = 1,2,...). 
Diese sind wieder zwischen den Nullstellen, die beziehentlich auf den Strahlen 
argz= 2/3, argz= 2, argz ; a liegen, die einzigen. Da®B dies auch die 
einzigen Kreuzungspunkte iiberhaupt sind, folgt etwa so: Gabe es noch andere, 
so miiBte 3( re fiir z = 9 e'* (x von 2/3, a und 5 a verschieden) verschwin- 
den. Diese Annahme la6t sich aber sofort wegen der Gestalt des Ausdrucks 


fiir S | J ) zu einem Widerspruch fiihren. SchlieBlich ergibt sich folgendes: 


J , kn 
Als Urbilder der u-Achse erscheinen zunichst die Halbstrahlen arg z + 
(k 0,1....5). Weiter gibt es noch drei Scharen von Urbildern, deren Exem 
: . - 3 nm 52 
plare jeweils entsprechend die Strahlen: arg z q argz= 2 und argz 3 


in den Kreuzungspunkten senkrecht schneiden und entsprechend zu den 


' : : iis ; 22% 
Schenkeln der Winkel mit dem Offnungswinkel a und den Halbstrahlen 


7 5a - , ‘ 
argz= 4, argz= 2, argz ; als Winkelhalbierenden, ,,asymptotisch 
parallel’ verlaufen (siehe Figur 2) 

Je gréBer nun m wird, in desto mehr solcher Winkelriume muB8 die z-Ebene 
eingeteilt werden. wobei sich an den eben erw ihnten Betrachtungen nichts 
Wesentliches andert. 


16) Hier laBt sich der in I zitierte Satz von VALIRON nicht mehr anwenden. 
17) Aus (F,,) resultiert fiir den Exponenten m an der Stelle z = 0 eine (m — 1)-fache 
Nullstelle von /’ (z). 
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AbschlieBend wollen wir noch auf die Lésungen von (F,,) fiirden Fall m = 2m’ + 1 
mit wenigen Worten eingehen. 

Auch hier sehen wir sofort, daB es sich nicht um Funktionen handelt, wie wir 
sie in I besprochen haben. Wir erhalten als Lésungsfunktionen 











wand 7 
(5) f(z) =I (1 + —~ 3. 
k=1 (— 2”) 
Fiir m 1 sind das Verheftungsschema und die Urbilder der u-Achse in Figur 3 
g 56 
angegeben 
iys 
“ | 
T 
| 
eae -L_-—-+—+ +- -~ -- -----— 
y 2 8 z 
Fig. 3 
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Décomposition des transformations birationnelles 
en produits de transformations élémentaires. 
Par 
L. Derwipuk a Liége*. 


Le probléme le plus important que pose la théorie générale des trans- 
formations birationnelles est la décomposition de toute transformation bira- 
tionnelle en un produit de transformations simples dont les caractéres essen- 
tiels sont indépendants de la transformation biratioanelle & décomposer. 

La seule contribution réellement substantclle apportée jusqu’ici 4 ce 
probléme est la décomposition de toute transformation crémonienne plane en 
un produit de transformations quadratiques ordinaires. Elle fut obtenue a 
peu prés simultanément, vers 1870, par CLIFFORD, RosANEs et NOETHER et 
améliorée ultérieurement par divers auteurs, notamment par MM. G. CasTEL- 
novo (1901) et O. Cuismy1 (1921). Son influence fuf prépondérante dans le 
développement de plusieurs chapitres importants de la Géométrie algébrique. 

La généralisation de ce théoréme donna lieu 4 maintes recherches qui, 
a notre connaissance, se rapportent toutes aux transformations crémoniennes, 
mais aucune d’entr’elles n’atteignit son véritable objectif. Nous rappellerons 
seulement 4 ce sujet que la méthode de réduction des singularités d’une surface 
de S, au moyen de transformations crémoniennes de cet espace, due 4 M. Cut- 
SINI, conduit 4 la décomposition de toute transformation crémonienne de S, 
en un produit de transformations monoidales et de transformations 7' dont 
les éléments fondamentaux sont semblables 4 ceux de ces transformations 
monoidales et que ce mode de décomposition peut étre étendu aux transfor- 
mations crémoniennes de S,; toutefois, il ne fournit pas le moindre renseigne- 
ment, méme dans S,, sur la nature des transformations 7’, et ne peut étre 
d’aucun secours ni en Géométrie algébrique, ni en Algébre, car déja l’emploi 
des transformations monoidales les plus simples conduit 4 des complications 
inextricables et par ailleurs, les transformations birationnelles les mieux 
adaptées aux besoins de la Géométrie algébrique et de |’Algébre sont plus 
générales que les transformations crémoniennes de S,. 

On ne pouvait done progresser qu’d la con. tion d’adopter un nouveau 
point-de-vue. Celui-ci nous fut suggéré fin 1949 lorsque nos recherches sur 
les singularités et les variétés exceptionnelles des variétés algébriques nous 
conduisirent 4 la découverte de ce que nous avons appelé les transformations 
élémentaires. Comme ces transformations étaient de toute évidence les plus 
simples que l’on pouvait imaginer, il était naturel de prévoir que si une trans- 
formation birationnelle quelconque était décomposable en un produit, les 
facteurs de ce produit devaient étre des transformations élémentaires. Cette 
prévision s’est révélée exacte. Nous en avons donné un apercu de démon- 
stration en décembre 1949 en nous servant de notre méthode de réduction des 


* Associé du Fonds National belge de la Recherche Scientifique. 
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L. DERWIDUE: 
singularités d’une variété algébrique'). Nous nous proposons de reprendre ici 
cette démonstration avec toute la rigueur et tous les détails souhaitables, en 
nous basant, d’une part, sur un théoréme dai & M. VAN DER WAERDEN et 
d’autre part, sur l’exposé définitif de nos recherches sur la réduction des 
singularités d’une variété algébrique?), que nous désignerons dorénavant par 
Réduction. 

Afin de faciliter la téche du lecteur, nous commencerons par rappeler les 
éléments de la théorie des transformations birationnelles dont nous aurons 
besoin, tout en leur donnant une forme appropriée 4 notre objet. 


§ 1. Généralités sar les transformations birationnelles. 

1. La notion de transformation birationnelle. — Cette notion est tout-a-fait 
classique et si nous la rappelons ici, c’est afin d’éviter toute confusion. 

Soit B une variété algébrique irréductible 4 k dimensions de S,, comptée 

une seule fois, éventuellement douée-de singularités quelconques. Considérons 
dans S, un systéme linéaire irréductible |}, d’hypersurfaces ne contenant 
pas B, d’équation 
(1) Ae fe (Sq, - + +> Se) + °° t+ Ag he (Xe, ---, %) =O. 
Il découpe sur %, en dehors d’une composante fixe éventuelle M a k— 1 
dimensions, un systéme linéaire | F'| de variétés & k 1 dimensions. On suppose 
que F est simple et on le référe projectivement au systéme des hyperplans 
d’un S,, ce qui revient A écrire les équations 


e 
, , 
Zo Ze 
(2) So +++ = “t 
lo lo 


Aux co ¢~! variétés F passant par un point générique P de ¥ correspondent 
ainsi les hyperplans de S, passant par un point P’ bien déterminé, dont le lieu, 
lorsque P décrit 8, est une variété B’ a k dimensions, algébrique et irréductible. 
Comme un point P’ de %’ correspond en général & un point P bien déterminé 
de B, les équations (2) peuvent étre résolues rationnellement sur ¥% par rapport 
aux x. La solution 
(3) _ 


Xo **e <r 
7 ? , io” er 9 
i? er a) eee 


ou les fj sont des formes de méme degré par rapport aux 2’, représente donc 
également la correspondance ou transformation liant 8 4a ¥%’ et c’est pour 
cette raison que celle-ci est dite birationnelle. Nous la désignerons par 7’. 

2. Les points singuliers de B et B’. L’ordre n’ de la variété B’ est égal 
au degré du systéme | F’|, car k variétés F génériques ont en commun, en dehors 
de la base de | F|, les images des points communs a & et aux k hyperplans de S, 
homologues de ces k variétés F'*). 

Les variétés F passant par un point générique P de ¥ n’ont en commun 
que ce point en dehors de la base de P| et forment un systéme linéaire F| de 
degré n’ — 1. Il correspond & ces variétés les sections de ¥’ par les hyperplans 
de S, passant par un point simple de &’. 








') Sur la décomposition des transformations birationnelles. Bull. Acad. Belg., Cl. des 
Sci. 1950, 238—250. 

*) Le probléme de la réduction des singularités d’une variété algébrique. Math. Ann. 123, 
302—330 (1951). 

*) Voir B. L. vaN DER WaAERDEN: Zur Algebraischen Geometrie, VI. Math. Ann. 110, 
§ 6, dont les théorémes | et 2 restent valables sous nos hypothéses plus générales. 
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Pour des positions particuliéres de P, il peut arriver que le systéme |F| ait 
le degré n’—s, s> 1, tout en restant irréductible. Il correspond alors 4 P un 
point P’ de &’ tel que les S,_, de S, qui le contiennent ne coupent plus 8’ 
qu’en n’ — s points variables. P’ est donc s-uple pour 8’. Il peut également 
arriver que |F présente une composante fixe 4 k—1 dimensions et que le 
systéme restant F ait le degré n’ — s. Le méme raisonnement montre encore 
que dans ce cas, le point P’ est s-uple pour &’. 

Tout ce que nous venons de dire peut se répéter lorsqu’on échange les réles 
de B et B’. Au systéme des sections hyperplanes de & correspond alors le 
systéme F’ découpé sur %’, en dehors d’une composante fixe éventuelle, 
par le systéme 


Ao fo (Zo, -- +55 Le) t++-* +A fe (x,...,%) =O. 


L’ordre n de ¥ est égal au degré de | F’! et a tout systéme oo’ ~! de degré n — 8 
extrait de |F’| correspond un point s-uple de &. 

Il résulte de ce qui préctde que si ¥ et B’ sont toutes deux privées de 
singularités, tout systéme linéaire oo¢—! extrait de | F'| est de degré n’ ou n’ —1 
et tout systéme linéaire co’—! extrait de |F’| est de degré n ou n l. 

3. Description de la base d’un systéme linéaire. Soient V une variété 
algébrique 4 k dimensions privée de singularités, et sur cette variété, un 
systéme linéaire irréductible 9 de variétés A k 1 dimensions. Nous nous 
proposons de décrire la base B de ¥.. 

Pour cela, il nous suffit de modifier légérement la description des singula 
rités d’une variété algébrique exposée dans notre mémoire Réduction. 

Nous appellerons variétés-base 0-caractéristiques de %|, les composantes 
& k — 2 dimensions de B. En dehors de ces variétés 0-caractéristiques, |} 
découpe sur une variété } générique un systéme linéaire de variétés F! a k— 2 
dimensions qui, lorsque § décrit |, engendre sur V un systéme que nous 
désignerons par [%'] et que nous appellerons systéme 1-caractéristique de |¥ . 
En général, [7}'] présente une base, c’est-a-dire des variétés algébriques com- 
munes & toutes les variétés }'. Nous appellerons vari étés-base l-caractéristiques 
de | les variétés-base de [7] dont la dimension est k — 3. En dehors de ses 


variétés-base 0- et 1-caractéristiques, j}| découpe sur les variétés ! des variétés 


y° & k — 3 dimensions, formant sur V un systéme que nous désignerons par 
2] et que nous appellerons systéme 2-caractéristique de | . En général, [}*] 
présente une base, c’est-a-dire des variétés communes a toutes les variétés 7” 
Nous appellerons variétés-base 2-caractéristiques de x | les variétés-base de 
y°] dont la dimension est k — 4. Et ainsi de suite. On est ainsi amené a 
considérer en général sur V, le systéme ['], i-caractéristique de ||, découpé 
par ~, en dehors de ses variétés-base d’indices caractéristiques < 1 s 
sur le systéme [}'~'], (¢—1)-caractéristique de |; ses variétés-base ayant 
la dimension k— i—2 seront appelées variétés-base i-caractéristiques de 


Les variétés }' ont la dimension k—i— 1 et i peut atteindre la valeur maximum 
k — 2. 

Cette description doit étre complétée par la description des singularités 
des diverses variétés-base de |} |, ce qui peut se faire d’une maniére enti¢rement 
identique A la description des variétés singuliéres polaires et polaires liées des 
n° 13 et 14 de Réduction. auxquels nous renvoyons le lecteur 
le la multi- 
plicité absorbée pat chaque variéte base i-caractéristique irréductible, dans 


On peut également compléter ce qui précéde par l’indication 


x* 


» 
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l’'intersection d’une variété %* et d’une variété § génériques, pour les diverses 
valeurs possibles de i. Nous tiendrons compte de cette multiplicité en con- 
venant d’appeler chaine-base i-caractéristique de |, la somme des variétés- 
base irréductibles i-caractéristiques de |}|, comptées chacune avec sa multi- 
plicité dans |’intersection d’une # et d’une § génériques, et chatne-base de |¥ |, 
ensemble de ses chaines-base i-caractéristiques‘). 

4. Correspondance birationnelle entre deux variétés privées de singularités. — 
Revenons aux n* | et 2 en supposant que les variétés B et B’ soient toutes 
deux privées de singularités. Les derniéres lignes du n° 2 leur sont donc 
applicables. 

Le systéme | F| formé par les variétés F passant par un point générique P 
de 8 admet comme chaine-base la chaine-base de | F'| complétée par le point P 
et ce dernier est, d’aprés le n° précédent, un point-base (k — 2)-caractéristique 
simple de |F|, c’est-A-dire intervenant avec la multiplicité un dans l’inter- 
section d’une F*—2 et d’une F génériques. Il correspond a P un point bien 
déterminé P’ sur 8’. Nous dirons dans ce cas que les points P, P’ sont birégu- 
liers par rapport a 7’. 

Mais il peut exister des positions particuliéres du point P telles que la 
chaine-base du systéme |F| comprenne en plus de la chaine-base de |F|, une 
variété algébrique y 4 / dimensions passant par P sans présenter le cas précé- 
dent. On a alors /> 0, sans quoi |F| aurait un degré < n’—1. y peut étre 
réductible et peut présenter des composantes de dimensions différentes inter- 
venant avec des multiplicités différentes. En outre, certaines de ces compo- 
santes peuvent étre infiniment voisines de variétés-base de |F'|; par exemple, 
une composante irréductible de la chaine-base i-caractéristique de | F'| peut trés 
bien présenter la multiplicité vy dans l’intersection d’une F* et d’une F génériques 
et la multiplicité » + a, «> 0, dans l’intersection d’une F' et d’une F généri- 
ques; une chaine-base (i + j)-caractéristique de |F| peut trés bien appartenir 
& une chaine-base i-caractéristique de | F'| et ne faire partie de la base d’aucun 
systéme [F'+*] pour «>0. A tout point de y correspond alors un point bien 
déterminé P’ de B’ appartenant a la base de |F’|, car y est rencontrée par tout 
hyperplan de S,*). Nous dirons dans ce cas que y est une variété fondamentale 
de systéme |F| et que ses points (éventuellement infiniment voisins de la base 
de |F'|) sont fondamentauz par rapport 4 7'*). Quant au point P’, nous dirons 
que c’est un point-base par rapport a 7’. 

Ce que nous venons de dire peut évidemment se répéter en permutant les 
réles de 8 et B’. Il existe donc sur ¥ et B’ trois sortes de points par rapport a 7’: 
des points-base 4 chacun desquels correspond une variété fondamentale a /> 1 
dimensions; des points fondamentaux (éventuellement impropres), c’est-a-dire 
des points appartenant aux variétés fondamentales sans étre des points-base ; 

*) L’expression ,,chaine“ a été introduite par M. vAN DER WAERDEN pour désigner 
une somme formelle a coefficients entiers c,J, + --- + c¢J¢ de variétés absolument 
irréductibles (indivisibles) J,,...,J, de méme dimension. Cf. Colloque de Géométrie 
algébrique tenu a Liége les 19, 20 et 21 décembre 1949 (Thone, Liége 1949). 

5) Loc. cit. *). 

*) La notion de variété fondamentale appartient 4 la Géométrie algébrique italienne, 
mais c’est la premiére fois qu’on la définit correctement. La définition que nous venons 
de donner n’exige pas que le systéme |F| soit simple et le lecteur comprendra aisément 
qu'elle peut étre répétée pour un systéme quelconque, méme non linéaire, pourvu que 
sa varicété générique soit irréductible. 
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enfin, des points biréguliers. A un point fondamental ou birégulier correspond 
un point unique. Les points-base de 7' situés sur ¥ sont les points-base de 
F|; ceux situés sur 8’ sont les points-base de | F’|; les variétés fondamentales 
situées sur ¥ sont les variétés fondamentales de | F'|; celles situées sur B’ sont 
les variétés fondamentales de | F’ |. 

5. Théoréme de M. VAN DER WAERDEN. — On peut considérer la trans- 
formation 7’ comme la variété des couples de points se correspondant dans 
cette transformation. Dans son ZAG VI’), M. vaN DER WAERDEN démontre 
que cette variété est irréductible en méme temps que B. Elle a également la 
dimension k. Désignons-la encore par 7' et conservons l’hypothése que % et B’ 
sont toutes deux privées de singularités. 

Appelons couple fondamental de T tout couple de points homologues 
formé d’un point-base et d’un point fondamental. On a le théoréme suivant, 
da a M. vAN DER WAERDEN'*). 

Les couples fondamentaux de T, quand ils existent, forment un nombre fini 
de variétés algébriques irréductibles a k — 1 dimensions. 

Etant donné l’importance du réle que jouera ce théoréme dans la suite, 
nous réexposerons sa démonstration en suivant d’ailleurs pas 4 pas celle de 
M. VAN DER WAERDEN. 

Désignons par & les points de 8 et par £’ les points de B’. Soit (&, >) un 
couple fondamental de 7’ tel que &, soit un point-base sur 8. A une section 
hyperplane de B’, ne contenant pas & et d’équation 


(4) Ap to+°°'+4,%=0, 


correspond la variété F du systéme |F|, découpée sur B, en dehors de la compo- 
sante fixe M, par hypersurface 


(5) Jofot***+4,f,=0. 


Dans l’espace (2, ..., %,, %,..., 2%), cette derniére équation représente 
une hypersurface coupant la variété 7’ suivant une variété 2 formée d’un 
nombre fini de variétés irréductibles A k — 1 dimensions. Le couple (£5, &) 
appartient & au moins l’une de ces variétés; soit X, la ou l’une des variétés de 2 


contenant (&, &) et désignons par (&, £’) son couple générique. & est nécessaire- 
ment un point-base de %, car autrement, il lui correspondrait un point & 
unique situé sur l’hyperplan (4). Or, (&, 9) est une spécialisation du couple 


- 
( rs ~ 


&’). &) devrait done également appartenir 4 (4), contrairement a l’hypothése. 
Donc, 2, est un lieu de couples fondamentaux et comme I’hypersurface (5) passe 
par tout point-base de 7’ situé sur V, tout couple fondamental appartient a 
une variété irréductible analogue 4 2, ou a plusieurs variétés analogues. 
C’est ce qu’il fallait démontrer. 

6. Remarque sur la terminologie. — L’accord au sujet des noms a donner aux 
trois sortes de points de deux variétés algébriques irréductibles et privées de 
singularités, en correspondance birationnelle, n’est pas réalisé. Le tableau 
ci-dessous indique la signification de notre terminologie par rapport aux 
terminologies employées par |’Ecole italienne, M. vAN DER WAERDEN, M. 
ZARISKI et M. A. WEIL. 





7) Loc. cit.*). 


*) Loe. cit.*), p. 154, n. 5. Voir également O. Zariskr: Foundations of a general theory 
of birational correspondences, Trans. Amer. math. Soc. 1943, 529—532, n. 10. 
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point-base point fondamenta] | point birégulier } Pa... 7 
Ecole italienne point fondamental | point fondamental | point régulier 
VAN DER WAERDEN point fondamental | point régulier point régulier | couple singulier 
ZARISKI | point fondamental | point irrégulier point régulier | 
WEIL | point fondamental | point régulier point birégulier 


Il sera sans doute facile d’obtenir l’accord en ce qui concerne l’appellation 
point birégulier‘. Nous avons employé l’appellation ,,point-base“ parce 
qu’un tel point est un point-base de | F’| ou | F’| au sens classique de |’expression. 
Nous avons employé l’appelldtion ,,point fondamental™ parce qu’un tel point 
appartient & une variété fondamentale de |F' ou F’ au sens classique de 
expression, mais précisé. Enfin, il nous a paru naturel d’appeler ,,couple 
fondamental*‘ un couple de la transformation qui comprend un point fonda- 
mental. Notre terminologie concorde done parfaitement avec la terminologie 
classique relative aux systémes linéaires et permet d’appeler par le méme nom 
un point qui joue le méme role a la fois par rapport 4 7 et par rapport a F 
ou |F’|. A ce point de vue, les quatre terminologies que nous renseignons 
prétent a confusion. Par ailleurs, les motifs qui ont amené M. ZaRIski a 
abandonner la terminologie classique ne sont plus valables®). 

Dans le cas ou ¥ et B’ sont douées de singularités, nous proposons d’appeler 
couple ordinaire, un couple (&, é’) de points homologues dans 7’, tel que & et & 


, 


soient ordinaires (simples) respectivement pour % et B’; cowple singulier, un 


couple (£, &’) de points homologues dans 7’, tel que l’un au moins des points & 
t &' soit singulier (multiple) soit pour B, soit pour B’. 
7. Compléments. — Nous avons dit au n° 1 que le systéme |F, est découpé 


sur ¥ par le systéme d’hypersurfaces (1) en dehors d’une composante fixe éven- 


tuelle M. Lorsque V est privée de singularités, il est toujours possible de choisir 
les fonctions f, ., f, de maniére qu’elles ne soient pas toutes nulles en un 


point donné P de %, pourvu que ce point ne soit pas un point-base de 7’. 
On trouvera le procédé 4 suivre pour guider ce choix au § 6 d’un mémoire 
récent di & M. VAN DER WAERDEN"). Nous avons été amené a employer ce 
théoréme au n° 6 de Réduction. 

Un autre théoréme employé plusieurs fois dans Réduction s’énonce comme 
suit 

Soit B une variété algébrique irréductible a k dimensions, privée de singu 
larités. Tout systéme linéaire F| appartenant 4 B peut étre découpé sur B par 
un systeme linéaire @hypersurfaces tel que le résidu |D| soit privé de basi 

Ce théoréme résulte directement de la théorie de la postulation faisant 
objet du chapitre XI de la Géométrie projective hyperspatiale de Bertin}. 
En effet, d’aprés cette théorie, les hypersurfaces d’ordre suffisamment élevé 
astreintes a passer par une base donnée, forment un systéme régulier, c’est-a- 
dire que les conditions de passage de ces hypersurfaces par toute composante 
de la base sont indépendantes de leurs conditions de passage par les autres 
composantes. Il en résulte que les hypersurfaces § astreintes A passer par 
une base donnée ne passent pas en conséquence par des points extérieurs a 


4 


) Au n. 5, p. 515 de son mémoire cité au *), M. Zartskt explique les raisons de son 
abandon de la terminologie ancienne, c’est-A-dire italienne. Nous revenons a cette ter- 
minologie ancienne, mais en lui apportant toute la précision désirable. 

©) VAN DER WAERDEN, B. L.: Birational invariants of algebraic manijolds, Acta Sal 
manticensia 1947, fase. I. 
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cette base, pourvu que leur ordre soit suffisamment élevé. Si la base donnée 
est celle du systéme |F', le systéme |p| découpera nécessairement sur 8 un 
systéme |y| ayant méme base que |F'. De plus, si l’ordre des § est suffisam- 
ment élevé, || contiendra partiellement |F| et sera complet en vertu d’un 
théoréme de M. Severi™). Comme par ce qui précéde, on peut également 
supposer que les § passant par une F générique ne passent pas en conséquence 
par d’autres points, le résidu |D| | F| sera privé de base. Le théoréme 
est donc démontré. 

On peut en déduire aisément le premier théoréme dont il a été question 
dans ce numéro. En effet, les § passant par une ® ne contenant pas le point P 
découpent sur % le systéme |F| en dehors de cette ® et forment un systéme 
linéaire contenant un systéme de forme (1) satisfaisant 4 la question. 


§ 2. Décomposition des transformations birationnelles. 


8. Elimination de la base d’un systéme linéaire. — Nous aurons besoin presque 
constamment dans la suite de résoudre le probléme suivant: 

Soit S| un systéme linéaire irréductible de variétés 4 k — 1 dimensions 
appartenant a une variété irréductible V 4 k dimensions, privée de singu- 
larités. On demande de transformer birationnellement V en une variété V’, 
privée de singularités, sur laquelle l’image \*'| du systéme 5 | soit privée de 
base. 

C’est cette opération que nous appelons |’élimination de la base du systéme 
Isl. 

Ce probléme a déja été résolu implicitement dans Réduction, 4 cela prés 
qu’alors, le systéme considéré n’était pas linéaire. Il nous suffit done de 
reprendre ici les mémes raisonnements, 4 peine modifiés. 

Il faut d’abord décrire la base du systéme (|, comme au n° 3 ci-dessus. 
Désignons par y, la variété-base totale d’indice caractéristique le plus élevé de 
|. Soient ensuite y, la variété singuliére polaire totale d’indice caractéristique 
le plus élevé de y,; y, la variété singuliére polaire totale d’indice caractéristique 


le plus élevé de y,; etc .... Ces variétés forment une suite yp, y,,..., y, bien 
déterminée et finie, telle que y, soit la variété singuliére polaire totale d’indice 


caractéristique le plus élevé de 7;_, et que y, soit privée de singularités. 
Les systémes associés aux variétés-base de Bd se définissent exactement 
comme au n° 15 de Réduction. L’élimination des singularités de y, s’effectue 
exactement comme l’expose le § 5 de Réduction. Ensuite, le probléme de 
l’élimination de la base de | 





peut a son tour étre abordé par la méme méthode. 
Le probléme actuel ne présente done aucune difficulté nouvelle et nous le 
considérerons comme résolu. 

9. Position et préparation du probleme. Le probléme général de la décom- 
position des transformations birationnelles en produits se pose de la maniére 
suivante: 

Soient V, et V, deux variétés algébriques irréductibles 4 k dimensions, 
douées de singularités quelconques, la premiére, appartenant 4 l’espace linéaire 
(a ,--.-+, 2,), la seconde, a l’espace linéaire (xo, ..., 2) et se déduisant l’une 
de l’autre par les formules (2) ou (3) du n° 1, représentant une transformation 
birationnelle 7. Nous nous proposons de démontrer qu’on peut toujours 


1) Voir F. Severt: Fondamenti pe la Geometria sulle varieta algebriche, Rend. Cir 
Mat. di Palermo 28, 36, n. 2. (1909). 
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transformer V, en V, comme le fait la transformation 7 en appliquant a V, 
et a ses images successives un nombre fini de transformations birationnelles 
simples dont les caractéres essentiels sont indépendants de 7’. 

Nous pouvons toujours admettre que V, appartient A une variété irréduc- 
tible W, & k +1, dimensions, J, > 1, privée de singularités. Au moyen d’un 
nombre fini de transformations élémentaires directes') appliquées 4 W, et a 
ses transformées successives, nous savons que nous pouvons obtenir une image 
W,, privée de singularités, de cette variété, sur laquelle l'image Vj de V, est 
privée de singularités (cf. Réduction). De méme, si V, appartient 4 une variété 
irréductible W, a k + 1, dirhensions, J, > 1, privée de singularités, au moyen 
d’un nombre fini de transformations élémentaires directes appliquées 4 W, 
et & ses images successives, nous pouvons obtenir une image Ws» de cette 
variété sur laquelle l'image V2 de V, est également privée de singularités. 

Désignons par § ¢, le produit des transformations élémentaires directes t,") 
permettant de passer de W, 4 Wj, par $¢, celui des transformations élémen- 
taires directes t, permettant de passer de W, a W3 et par $t—}, Pt>! les 
opérations inverses de ces produits, c’est-a-dire les opérations qui permettent 
de revenir de W, & W, et de Wa & W, en passant par toutes les images 
intermédiaires de W, et de W,. La correspondance qui lie 4 présent les variétés 
V‘, et Vg est donnée par |’expression 

= Pt-!-7-Sie,, 
dont la signification est la suivante: 

Soit P un point générique de V;. Par l’opération § t—', il lui correspond 
un point également générique de V,. A ce dernier, 7’ fait correspondre un point 
générique de V,. Enfin, 4 ce dernier 8 ¢, fait correspondre un point générique 
de V3. Comme les réles de Vj et Vg peuvent étre permutés dans ce raisonne- 
ment, T est done une correspondance birationnelle entre V; et V2. On l’appelle 
le produit des opérations $ t-', 7’, B t,. 

10. Suite. — Les opérations que nous venons d’effectuer ont eu pour effet de 
ramener |’étude de la transformation initiale 4 |’étude de la transformation T 
qui échange les variétés V; et V> toutes deux privées de singularités. 

= présente donc les propriétés décrites aux n* 4 et 5. 

Nous désignerons par | $2! le systéme des sections hyperplanes de V9 et 
par |¥,| le systéme qui lui correspond sur V}. |}| présentera en général une 
base. Procédons a l’élimination de celle-ci par la méthode esquissée au n° 8. 
Cela peut se réaliser en appliquant 4 V{ et 4 ses images successives un nombre 
fini de transformations élémentaires directes 9, appropriées. Nous désignerons 
leur produit par 8 6,. On parvient ainsi 4 une variété Vj; encore privée de 
singularités, sur laquelle Vimage |% | de |% | est privée de base. Si $ 07! 
désigne |’opération inverse de $ 4,, on voit que la correspondance qui lie a 
présent Vj’ a V% est toujours birationnelle et s’exprime par le produit 


T= PO-1-T=PO-'-Pt-!-T- Pty. 


Cette transformation présente la propriété essentielle d’étre privée de 
points-base sur Vj’. Par conséquent, elle ne présente sur V2 aucun point fonda- 
mental. Il en résulte que le systéme |}¥2| qui correspond sur V2 au systéme | HY 
des sections hyperplanes de Vj est simple, privé de variétés fondamentales 





2) Cf. Réduction, n. 3. 
3) Cf. Réduction, n. 7. 
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et tel que si R est sa dimension et N son degré, tout systéme linéaire 0”! 
qu’il contient est irréductible, de degré N ou N — 1, et sa base est formée de la 
base de |}2|, éventuellement complétée par un point-base (k — 2)-caractéri- 
stique simple. 

11. Le raisonnement fondamental. — Le cas le plus simple qui puisse se 
présenter est celui ot le systéme || est privé de base. Alors, & tout point de V3 
correspond un point unique de V; et réciproquement. C’est ce que nous 
exprimerons en disant que la correspondance entre Vj et V2 est birationnelle 
sans exception. Mais en général, || posséde une base et pour retrouver le cas 
précédent, il faut procéder a |’élimination de celle-ci, tout en tenant compte des 
effets qui en résultent. 

Afin de simplifier les indices, changeons de notations et appelons M, et M, 
les variétés Vj et Vo, H,| le systéme des sections hyperplanes de Mi, et | F, 
systéme qui lui correspond sur M,. 

Désignons par y la base supposée irréductible, de la premiére transfor- 
mation élémentaire appliquée 4 IN, pour éliminer la base de | F,}| et soit h sa 
dimension. Aprés avoir appliqué cette transformation, la variété Mt, devient 
une variété Is privée de singularités, sur laquelle y est représentée par une 
variété J” & k -- 1 dimensions, privée de singularités, lieu de co” S,_, — , dont 
chacun correspond au domaine du premier ordre d’un point de y. Sur J” 
Vimage | F'5| de |F, découpe un systéme linéaire |Z’) qui, dans le cas général, 
est composé au moyen d’un congruence irréductible 2’ d’indice un, de variétés 
Aa k-l 1 dimensions, 0</<sk 1 (On doit envisager l’hypothése 
l= 0, car il peut arriver que J” soit fondamentale pour |F3)). Les variétés F3 
passant par un point générique P’ de J” contiennent alors la variété J’ passant 
par ce point et forment un systéme linéaire de dimension R — 1 et de degré 
N — 1, comme cela résulte de la fin du n° 2. II leur correspond, sur M,, les 
sections hyperplanes passant par un point P bien déterminé de cette variété. 
Lorsque 4’ décrit J”, P décrit une variété A a / dimensions, birationnellement 
identique a L’. 

Démontrons d’abord que A est privée de singularités. Cette proposition 
est évidente si / = 0, car alors, A est un point isolé. Supposons done que 
l’on ait 1 > 0 et considérons les variétés f 4 k -- | dimensions découpées sur Wt, 
par les sous-espaces communs 4/hyperplans. Elles rencontrent A suivant 
des groupes de p points, p désignant |’ordre de A, et comme un point de MW, a 
toujours pour image un point unique de M,, leurs images / sur I, rencontrent 
certainement y aux p points homologues. Par ailleurs, les variétés j ne peuvent 
dégénérer en acquérant une composante de dimension > k — | et on a néces- 
sairement h < 1, pour la méme raison. Enfin, les 8,4, tangents en un point 
de y et hag we2~ le céne tangent 4 une f en ce point sont en nombre é gal a 
~*-!—1. Par conséquent, sur I>, l'image /’ d’une f coupant A en un nombre 
fini de pointe, rencontre 7” suivant une variété variable ayant toujours la 
dimension k — | — | et généralement formée de p variétés J’. Le principe de la 
conservation du nombre‘) permet donc d’affirmer que sur une variété /’, image 
d’une / rencontrant A en un nombre fini de points, J” découpe une variété a 
k —1— 1 dimensions, variable avec /’, équivalente 4 p variétés 2’. 

4) Cf. B. L. van DER Warrpen: Z A G VI, § 1 ou F. Severt: Rend. Circ. Mat. di 
Palermo 1912, 313 et Abh. Math. Sem. Homburg | 9, n. 13 (1933). 
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Supposons maintenant que A puisse présenter un point s-uple P. Comme 
une variété f passant par P ne rencontre en général A qu’en P et en p—s 
autres points variables, par ce qui précéde, son image sur Ys rencontre J”, 
en dehors d’une variété éventuelle commune a toutes les F5, suivant une 
variété a k - d — 1 dimensions formée de p — s variétés 2’ et d’une variété 7’ 
équivalente a s variétés 1’. 

Or, les Fg découpent sur une /f’ générique un systéme de degré N, méme 
lorsque f’ est l'image d’une variété f passant par P, comme cela résulte de la 
définition des variétés f; les F2 passant par un certain nombre zx de variétés 7’ 
situées sur f’ découpent sur’ celle-ci un systéme résidu de degré N — x, pour 
la méme raison. Les F2 passant par a’ découpent done sur une /’ passant 
également par 2’, un systéme résidu de degré N — s, en vertu du principe de 
la conservation du nombre, et ce degré est également le degré du systéme 
formé par les Fs contenant 2’, toujours d’aprés la définition des f. Mais les F5 
passant par 2’ sont les images des sections hyperplanes de I%, passant par P; 
donc, leur systéme 4 la dimension R 1 et le degré N 1, en vertu des trois 
derniéres lignes du n° 2. On arrive done a une absurdité, sauf pour s = 1. 
C’est ce qu’il fallait démontrer. 

Il peut arriver que l’on ait 1 = k — 1. Dans ce cas, A et J” sont en corre- 
spondance birationnelle, car le systéme |L’| est nécessairement simple’). En 
outre, la correspondance qui lie Wi, A Ms est privée de base sur M,. En effet, si 
une telle base existait sur Wt,, elle appartiendrait nécessairement a A, car a 
tout point de Mt,, extérieur 4 A, ne correspond qu’un point unique de Ws, 
en vertu des propriétés de la transformation élémentaire ayant transformé Wi, 
en Ys. Il ne pourrait correspondre a cette base qu’une variété appartenant 
a J”, pour la méme raison. Les couples fondamentaux de la correspondance 
entre MW, et Meo issus de points-base situés sur Wt, seraient done identiques 
aux couples fondamentaux de la correspondance entre A et J” issus des points- 
base situés sur A. Par conséquent, d’aprés le théoréme de M. VAN DER WAER- 
DEN (cf. n° 5), le lieu de ces couples fondamentaux serait 4 la fois une variété 
ai k — 1 dimensions et 4 k — 2 dimensions, ce qui est absurde. 

Mais on peut également avoir 1<k-—1. Appliquons alors 4 YW, une 
transformation élémentaire de base A. Désignons par Mt; la transformée de 
M, et par A’ la variété & k — 1 dimensions privée de singularités représentant 
le domaine du premier ordre de A. MM, et Pts sont toujours en correspondance 
birationnelle et a tout point de Mi extérieur 4 A’ correspond encore un point 
unique de Is, en vertu des propriétés.des transformations élémentaires ayant 
fait passer de M, A M, et de M, A Ms. En outre, a une variété 2’ de /” corre- 
spond un point M de A et A ce dernier, correspond un S; —_;— ; de A’; celaimplique 
que A’ et J” sont en correspondance birationnelle, sans quoi 4 un point générique 
de J” correspondrait un S,;_;— ; de A’ et a un point générique de A’ correspon- 
drait une variété 2’, de sorte que /” et A’ seraient toutes deux des lieux a k — | 
dimensions de points-base de la correspondance entre Yt, et Wits, ce qui est 
ibsurde. On se trouve done dans la méme situation que lorsque l’on avait 
lt=k 1 et par conséquent, la correspondance entre I, et Ms est encore 
privée de base sur Wt; 

Quant 4 la base de la correspondance sur My elle reste confondue avec la 


hase du systeme | Fo}. En effet, tout point-base &’ de la correspondance, extérieur 
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a la base de F |, appartiendrait nécessairement 4 J”, en vertu des propriétés 
des transformations élémentaires utilisées. Pour la méme raison, &’ appar- 
tiendrait 4 un couple fondamental de la correspondance entre A’ et J”. D’aprés 
le théoréme de M. vAN DER WAERDEN, ce couple fondamental serait situé 
sur un lieu irréductible 4 k — 2 dimensions de couples fondamentaux de la 
correspondance entre A’ et J” et ce lieu devrait appartenir 4 un lieu irréduc- 
tible 4 k — 1 dimensions de couples fondamentaux de la correspondance entre 
MW, et Mes. 

é’ devrait done appartenir 4 un lieu irréductible de points-base dont les 
points fondamentaux associés a certains d’entr’eux sont extérieurs 4 A’. Comme 
un tel lieu appartient nécessairement & la base de \F|, on arrive a une absurdité. 

Afin d’unifier les notations, nous désignerons également par Wt) et A’ les 
variétés IN, et A lorsque la dimension de cette derniére est k — 1. 

D’aprés ce qui précéde, la correspondance entre Yt et Me présente donc 
exactement les mémes propriétés que la correspondance entre Mt, et M,, sauf 
que sa base est devenue plus simple, puisqu’elle coincide avec la base de |F5'. 

12. Décomposition finale. — Le raisonnement que nous venons de développer 
et qui nous a permis de passer de la correspondance entre Wt, et Mi, a la corre- 
spondance entre Yt; et Yt, pourra se répéter sans modification aprés chaque 
étape de |’élimination de la base de |F,|, en entendant qu’une telle étape 
consiste dans |’application d’une transformation élémentaire appropriée a 
image de Yt, obtenue en dernier lieu. 

Soient Wty’, Mto’,..., Mz les images de Ms obtenues successivement, 
Ms tant celle sur laquelle l’image |Fz| de |F'o| cesse de présenter une base. 





Désignons par ,/”’,,J””,..., ,J= les images succesives de J”; par ,/”’ la 
variété fondamentale de Wt introduite dans le passage de Mts A Wty et par 
of”, ..., of”* ses images sur Mts’, ..., Mz, ...; par ._,/J*—" la variété fonda- 


mentale de Iz—1 introduite dans le passage de Mz—2 a Ms—1 et par o_ il", 
son image sur §t*; enfin, par ,/* la variété fondamentale introduite dans le 
passage de Ytz—! a Miz. 

Sur Yi, ,./” a pour image une variété ,A’ a ,/ dimensions, privée de singu- 
larités, que l’on fera servir de base 4 une transformation élémentaire. On 
obtiendra ainsi une image Qt;’ de Mt sur laquelle A’ aura pour image une 
variété a k—1 dimensions, privée de singularités, que nous désignerons 
par ,A’’, tandis que ,/’ sera représentée par une variété ,A” également 4k — 1 
dimensions et privée de singularités. Dans le cas particulier od ,J = k — 1, 
on désignera Yt; par MW,,,A’ par ,A” et ,A’ par ,A”’. Par le raisonnement 
fondamental, la correspondance entre Ij’ et Ms sera privée de base sur Yt}' et 
sa base sur Mts’ coincidera avec la base de l’image |F3! de |F%!. 

On recommencera le méme raisonnement en y remplacant I> par Wts"’ et 
Wi; par Wty’, et ainsi de suite. On transformera ainsi successivement IW} en 
Me,’, My” WMe—*, Ms. Sur Mz, on trouvera les images , A‘, ,A*,...,,A* 
de ,J*, ,/’*,..., J et ces variétés auront toutes la dimension k — 1 et 
seront privées de singularités. La correspondance liant ts & Mts restera 
privée de base sur Yt* et sa base sur Wt* restera celle de | F*), c’est-A-dire 
n’existera plus. Cette correspondance sera donc birationnelle sans exception. 
Désignons-la par H. Soient ensuite $7, le produit des transformations élémen- 
taires directes t, ayant permis le passage de M, 4 Mz, Br, celui des transfor 
mations élémentaires directes tT, ayant fait passer de M, 4 Mz, Br—! lopération 
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inverse de $1, et Br>! lopération inverse de $r,. Il vient 
(6) H=$r-!-f'-Pr,=— Pr,'- PS! -Pt-'-T- Pt, - Pr. 


En observant que le produit de deux transformations inverses Q et Q-' est 
la transformation identique, c’est-a-dire la transformation qui transforme en 
lui-méme tout point de la variété 4 laquelle elle s’applique, et moyennant la 
notation 

w=0-2-Q2-1=2-Q-1-w, 
w étant une transformation birationnelle quelconque de la variété considérée, 
on tire done de la relation (6) 


T Pt, -PO,-Prx-H-Prz'-PFez'. 


Ainsi, la transformation birationnelle générale 7’ qui liait initialement V, a 
V, a été décomposée en un produit d’un nombre fini de transformations 
élémentaires de trois sortes: 

1) Des transformations élémentaires directes appliquées 4 la variété 
W, & k +1, dimensions, privée de singularités, et & ses images successives, 
dont l’effet a été de transformer V, en une variété Vj privée de singularités; 

2) Des transformations élémentaires directes et inverses appliquées 4 Vj 
et A ses images successives, dont l’effet a été de transformer V, en Vo, V> étant 
privée de singularités et appartenant a la variété W2 a k + /, dimensions, 
privée de singularités ; 

8) Des transformations élémentaires inverses appliquées 4 W2 et faisant 
passer & la fois de W5 a W, et de V2 4 Vy. 

La généralité de notre exposé prouve que toute transformation biration- 
nelle et en particulier, toute transformation crémonienne, peut étre décomposée 
& son tour en un produit d’un nombre fini de transformations élémentaires 
directes et inverses de trois sortes, ces trois sortes se ramenant 4 deux sortes 
lorsque W, et W, sont birationnellement identiques, ou 4 une sorte lorsque 
V, et V, sont privées de singularités. 


( Bingegangen am 27. Marz 1951.) 


Math. Annalen, Bd. 124, S. 77—86 (1951). 


Uber eine Klasse von einfach-zusammenhingenden 
komplexen Mannigfaltigkeiten. 
Von 
FRIEDRICH HIRZEBRUCH in Miinster (Westf.). 


Einleitung. 


0.1. Eine komplexe Mannigfaltigkeit M™") ist eine topologische Mannig- 
faltigkeit von 2n (reellen) Dimensionen, die mit lokalen Systemen komplexer 
Koordinaten so iiberdeckt ist, da®B der Ubergang von einem System zu einem 
anderen in einem gemeinsamen Existenzbereich durch (komplex)-analytische 
Funktionen mit von 0 verschiedener Funktionaldetcrminate erfolgt. Es ist 
sinnvoll, von regularen, meromorphen Funktionen in einer komplexen Mannig- 
faltigkeit, von analytischen Abbildungen einer komplexen Mannigfaltigkeit 
in eine andere usw. zu sprechen, da alle diese Begriffe nicht von speziellen 
komplexen Koordinatensystemen abhingen. Jede komplexe M™ ist durch 
die komplexen Koordinatensysteme in natiirlicher Weise orientiert (vgl. zu 
0.1. Hopr?)). 

0.2. Zwei komplexe Mannigfaltigkeiten heiBen analytisch daquivalent, 
wenn sie topologisch und analytisch aufeinander abgebildet werden kénnen. 
Wir sagen auch: Analytisch aquivalente komplexe Mannigfaltigkeiten M™, 
M™” bestimmen auf der topologischen Mannigfaltigkeit MM” = M™” = M™ 
dieselbe komplexe Struktur. Zwei komplexe Mannigfaltigkeiten M™, M%, 
die nicht analytisch aquivalent sind, aber homéomorph sind, bestimmen auf 
der topologischen Mannigfaltigkeit M™ M™” = M™ verschiedene kom- 
plexe Strukturen. 

0.3. H. Horr hat die Frage gestellt, welche orientierbaren 2n-dimensio- 
nalen Mannigfaltigkeiten durch Einfiihrung komplexer Koordinatensysteme zu 
einer komplexen Mannigfaltigkeit gemacht werden kénnen und diese Frage 
z. B. fiir die Sphiren S* und S* im verneinenden Sinne beantwortet*). Fir 
n 1 gilt bekanntlich: Alle orientierbaren Flichen kénnen zu komplexen 
Mannigfaltigkeiten (= Rremannschen Flachen) gemacht werden. An diese 
Fragestellung von H. Hopr schlieBt sich die folgende Fragestellung an: Zu 
einer vorgegebenen 2n-dim. orientierbaren Mannigfaltigkeit M*” sollen alle 
méglichen komplexen Strukturen angegeben werden, anders formuliert: es 
sollen alle Aquivalenzklassen von analytisch aiquivalenten komplexen Mannig- 
faltigkeiten angegeben werden, die zu M®" homéomorph sind. In dieser Arbeit 
wird ein spezieller Beitrag zu dieser Fragestellung gegeben. 

0.4. Fiir » = 1 und fiir die geschlossenen Flichen M? vom Geschlecht 

. 0 wird die in 0.3. angegebene Fragestellung mit Hilfe der Theorie der ,,Mo- 
duln‘‘ behandelt. Die einzigen einfach zusammenhangenden orientierbaren 


1) Obere Indices ohne Klammern: reelle Dimensionen, in Kiammern: ,,komplexe“ 
Dimensionen. 

?) Horr, H.: Zur Topologie der komplexen Mannigfaltigkeiten, Studies and Essays 
Presented to R. Courant, 8S. 167—185, New York 1948. 

3) Ein allgemeineres Resultat fiir die Spharen S*” in A. Krrcunorr: C. R. Acad. Sci. 
Paris 225, 1258 (1947). 
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Flichen M? sind die Sphare S*? und die gewéhnliche Ebene Z?. Fiir S? gibt 
es genau eine komplexe Struktur: die Rrzmannsche Zahlenkugel. Fiir EZ? gibt 
es genau zwei kompiexe Strukturen: die (offene) z-Ebene und das Innere des 
Einheitskreises. 

0.5. Wir spezialisieren die in 0.3. angegebene Fragestellung jetzt folgender- 
maBen: zu einer vorgegebenen (orientierbaren) einfach zusammenhdngenden 
geschlossenen 4-dim. Mannigfaltigkeit M* sollen alle méglichen komplexen 
Strukturen angegeben werden. Diese Fragestellung ist meines Wissens z. B. 
unbeantwortet fiir M* = P© (= komplex-projektive Ebene). 

0.6. In dieser Arbeit wird zu der spezialisierten Fragestellung 0.5. der 
folgende spezielle Beitrag geliefert. Fiir jedes natiirliche n => 0 wird eine ge- 
schlossene komplexe Mannigfaltigkeit 2, angegeben. ,, ist gefasert mit der 
Faser S? und dem Basisraum S?, und zwar so, dab die Fasern analytische 
Flichen in 2, sind und daB die Faserabbildung eine analytische Abbildung 
von 2, auf die als Basisraum auftretende Rremannsche Zahlenkugel S? ist. 
Fiir n = m (mod 2) sind 2, 2, fasertreu homéomorph. 2, ist das cartesische 
Produkt S? x S? von zwei Rremannschen Zahlenkugeln. 2; ist als topo- 
logische Mannigfaltigkeit topologische Summe P®) + P®@), 2. Art, von zwei 
Exemplaren der komplex-projektiven Ebene P® (vgl. 2.5.). Fiir n + m sind 
2,,, 2» nicht analytisch aquivalent. Es werden damit durch die komplexen 
Mannigfaltigkeiten 2, (n gerade) unendlich viele paarweise verschiedene kom 
plexe Strukturen fiir S? x S? und durch 2, (n ungerade) fiir P® + P®) an- 


gegeben. S? x S? und P® + P® sind geschlossen und einfach zusammen- 
hangend. Es wird nicht die Aufgabe gelést, alle komplexen Strukturen fiir 
S? x 8S? (bzw. P® + P®)) anzugeben. Der Beweis, daB 2,,, 2, (n + m, 


n = m (mod 2)) nicht analytisch aquivalent sind, wird mit Hilfe der folgenden 
Tatsache gefiihrt: Zwei analytische Flichen in einer geschlossenen komplexen 
M), die sich-héchstens in isolierten Punkten schneiden, haben eine nicht ne- 
gative Schnittzahl. Die durch diese analytischen Flichen reprisentierten 
(ganzzahligen) Homologieklassen haben daher ebenfalls eine nicht negative 
Schnittzahl. Mit Hilfe dieser Tatsache gelingt nimlich der Nachweis, daB sich 
die homéomorphen komplexen Mannigfaltigkeiten 2,, 2, (n+ m) in der 
Reprisentierbarkeit der 2-dimensionalen Homologieklassen durch analytische 
Flaichen unterscheiden. 

0.7. Wir werden weiter zeigen, daB die komplexen Mannigfaltigkeiten 2, 
als algebraische Flaichen, und zwar als Regelflichen auftreten und daB 2,, 
=, als algebraische Flichen betrachtet birational aquivalent sind. 2, (n be- 
liebig) ist mit der komplex-projektiven Ebene P@ birational aquivalent. 

Zusammenfassung: In bezug auf topologische Aquivalenz (Homéo- 
morphie) gehéren die Mannigfaltigkeiten 2, zwei Aquivalenzklassen an. In 
bezug auf analytische Aquivalenz sind sie paarweise verschieden. In bezug auf 
birationale Aquivalenz gehéren sie einer einzigen Aquivalenzklasse an. 


1. Zusammenstellung yon Hilfssitzen. 


1.1. Es werden im folgenden nur Homologiegruppen mit ganzen Zahlen 
als Koeffizienten betrachtet. Brerrische Gruppe: Homologiegruppe mit ganz- 
zahligen Koeffizienten bei Vernachlassigung der Torsion. Falls, wie in den 
von uns zu betrachtenden Fillen, keine Torsion vorhanden ist, fallen ganz- 
zahlige Homologiegruppe und Berrische Gruppe zusammen. Eine Basis der 
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Bettischen Gruppe heiSt Berrische Basis. In einer 4-dimensionalen geschlosse- 
nen orientierten Mannigfaltigkeit, deren 2. Berrische Zahl p sei, ist in bezug 
auf eine 2-dim. Bretrische Basis (¢,, . . ., ¢,,) die quadratische Matrix © (8; x) 


(C,;0f,) definiert. (20 8 = Schnittzahl von « mit f.) S ist symmetrisch 


ganzzahlig, und es ist S| +1. Die ganzzahligen symmetrischen Matrizen G, 
y au t o~ . ~ . ° . 
S (|S| =+1,/16 + 1) heiBen aquivalent, wenn es eine unimodulare Ma- 


trix U gibt, so dab S = + ASA’. Zwei homéomorphe 4-dim. Mannigfaltig- 
keiten besitzen Schnittmatrizen derselben Aquivalenzklasse. 

1.2. M®@ sei eine komplexe Mannigfaltigkeit. (uw, v) sei ein lokales Koordi- 
natensystem, das in einer Umgebung U des Punktes P zulassig ist. (P ¢ M®), 
P = (0,0)). In U seien durch f (wu, v) = 0, g (u, v) = 0 (f, g in U regular) zwei 
analytische Flachenstiicke F, G gegeben, die in U nur den Punkt P gemeinsam 
haben, d. h. f (uw, v) = g (u, v) = 0 genau dann, wenn u= v= 9. Die Schnitt- 
zahl von F mit G in P ist topologisch definiert. Sie ist kommutativ und stets 
gréBer als 0. Andeutung der topologischen Definition der Schnittzahl: (vgl. 
Vv. D. WAERDEN’) S. 349). 

Die Orientierung von U, F, G ist durch die komplexe Struktur eindeutig 
bestimmt. F,G kénnen in U stetig so verschoben werden, da die verscho- 
benen Flichenstiicke sich in evtl. mehreren Punkten einfach schneiden. Die 
Anzahl dieser Punkte hingt nur von F, G ab und ist die Schnittzahl von F 
mit Gin P. 

1.3. In einer komplexen Mannigfaltigkeit M™ seien zwei geschlossene irre- 
duzible analytische Flaichen F,, F, gegeben. F,, F, schneiden sich héchstens in 
isolierten Punkten. Die Anzahl der Schnittpunkte ist endlich. Die Zyklen F,, 
F,, reprisentieren ganzzahlige 2-dim. Homologieklassen von M), deren Schnitt- 
zahl gleich der Summe der lokal definierten Schnittzahlen in den isolierten 
Schnittpunkten von F,, F, ist, also nach 1.2. nicht negativ ist. Es ergibt sich 
hieraus: Ist die Schnittzahl einer 2-dim. Homologieklasse von M®) mit sich 
selbst negativ, so kann diese Homologieklasse héchstens durch eine irre 
duzible geschlossene analytische Flache reprisentiert werden. 

1.4. Wir benutzen im folgenden meistens die Terminologie der Funktionen 
theorie, manchmal und zwar hauptsachlich im letzten Abschnitt aber die der 
algebraischen Geometrie, die die algebraischen Gebilde ihrer komplexen Di 
mension gemaB benennt. Eine algebraische Kurve ist eine analytische Fliche 
im Sinne der Terminologie der Funktionentheorie von mehreren Verinder- 
lichen, eine Gerade ist eine analytische Ebene. Durch diese Bemerkung werden 
MiBverstandnisse wohl ausgeschlossen. 


2. Topologische Untersuchung der Mannigfaltigkeiten 
>,, &,, sind dann und nur dann homéomorph, wenn nm = m (mod 2). 


2.1. P™ bezeichne den projektiven Raum von n komplexen Dimensionen. 
(2) (29, 2, Z,) seien homogene Koordinaten fiir P®, (y) (4%, Yo) 


selen 
homogene Koordinaten fiir P™. (P ist eine zweidimensionale Sphire RIE- 
MANNsche Zahlenkugel S?). Fiir natiirliche Zahlen » > 0 werde das durch die 
Gleichung 2x, y” x2, y" = 0 im cartesischen Produkt P®@) x P“ gegebene 


Nullstellengebilde mit 2, bezeichnet. Da 2, zusammenhangend ist und die 


*) VAN DER WAERDEN, B. L.: Topologische Begriindung des Kalkiils der abzahienden 
Geomctrie, Math. Ann. 102, S. 337—362 (1929). 
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Einbettung von 2, in P® x P frei von (algebraischen) Singularitaten ist, 
ist 2, eine komplexe Mannigfaltigkeit. 

2. 2. 2, ist das cartesische Produkt P“) x P® mit der iiblichen komplexen 
Struktur. (2, ist der ,,Raum der Funktionentheorie“, s. Oscoop')). 2, ist 
homéomorph zu S? x 8°. 

2.3. Durch @, (x, y) = x, (x, y) € 2,, wird eine analytische Abbildung 9, 
von 2, auf P® bestimmt. Durch z, = z,=0 ist in 2, eine analytische 
Fliche 7’, singularitatenfrei eingebettet. 7', ist ein P™. Der Punkt (1, 0, 0) 
von P®@) werde mit Q bezeichnet. Es ist , (7',) = Q. Wenn n = 1, dann gilt 
speziell folgendes: g, bildet 2, — 7, topologisch und analytisch auf P®) — {Q} 
ab. Man kann daher anschaulich sagen: 2, entsteht aus P®) durch ,,Heraus- 
stechen“ von Q und ,,Einsetzen“ von 7’,. 

2.4. Die Inversion J von P®: I (x9, 2, %) = (| 2/2 + | xq|*, x, XH, Ly XZ) ist 
eine topologische Abbildung vom Grade —1 von P®) —{Q}—E auf sich. 
(Z: die ,,unendlichferne“ Ebene x, = 0.) Auf 2, iibertragen wird J zur Ab- 
bildung p>! J q,, die sich zu einer topologischen Selbstabbildung J’ von 2, 
vom Grade — | erweitern lat. Es ist I’ p~' (Z) = T,. Die durch T,, m—* (EZ) 
reprisentierten ganzzahligen zweidimensionalen Homologieklassen von 2, 
sollen mit 1,,¢, bezeichnet werden. Es ist ¢,0¢, = 1, 6,07, = 0; da J’ vom 
Grade — | ist, gilt t,0 7, 4 

2.5. Aus 2.3. und 2. 4. erkennt man: 2, ist die topologische Summe 2. Art 
von zwei in natiirlicher Weise orientierten Exemplaren von P®)*). Zur topo- 
logischen Summenbildung werde folgendes bemerkt: Fiir zwei orientierte 
Mannigfaltigkeiten M" und M” ist die topologische Summe (1. Art bzw. 2. Art) 
so definiert: Aus M" und M" wird je eine kleine Kugel ausgebohrt. Die beiden 
so entstehenden, durch in bestimmter Weise orientierte (n 1)-Sphiren S"—! 
bzw. S"—! berandeten Mannigfaltigkeiten werden ,,aufeinandergeklebt“‘, indem 
man S"—! topologisch mit Umkehr der Orientierung (1. Art), bzw. mit Er- 
haltung der Orientierung (2. Art) auf S"—! abbildet und entsprechende Punkte 
identifiziert. Jede der beiden Summenmannigfaltigkeiten ist wieder orientier- 
bar. Ihre topologische Struktur hingt nur von M” und M" ab. Die Summe 
2. Art kann so orientiert werden, daB ihre Orientierung mit der von M” iiber- 
einstimmt und der von M" entgegengesetzt ist. 

2.6. Da 2, nach 2.5. topologische Summe P® + P® (2. Art) ist, kann die 
Homologiestruktur von 2, (ganzzahlige Koeffizienten) so bestimmt werden: 
(H fiir Homologiegruppe, + fiir direkte Summe im Sinne der Gruppentheorie). 
Es ist H* (2,) = 0 fiir k = 1,3 und H? (2,) = (t,) + (&), wo (7), (&) die durch 
T, bzw. e, erzeugten unendlichen zyklischen Gruppen sind. 

(t,, €,) ist eine ganzzahlige 2-dimensionale Homologiebasis fiir 2, mit der 


, ’ f 0 
Schnittmatrix ( ; 1) (val. 2. 4.). 


2.7. Zu 2, gehért die Schnittmatrix (° > Die Matrizen Cs ”) und . 0) 
sind nicht aquivalent. 5, und 5, sind daher nicht homéomorph. 
2.8. 2, sei diejenige Abbildung von 2, auf P), die den Punkt (z, y) € 2, 
auf den Punkt (y) ¢ P™ abbildet (2.1.). 2, ist eine Faserabbildung von 2, 
auf P™, Jede Faser ist ein P“, also durch stereographische Projektion homéo- 








5) Oscoop, W. F.: Lehrbuch der Funktionentheorie II, 1., 2. Aufl., 8. 56, (1929). 
*) Vgl. z. B. M. Ruerr: Compositio Math. 6 (1938), insbes. S. 185. 
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morph zu S*. Es gilt: 2, ist eine gefaserte 4-dimensionale Mannigfaltigkeit mit 
der Faser S? und dem Basisraum S?. (In Analogie zur Gruppentheorie schreiben 
wir: 2,,/S? = S*.) 2, ist sogar ein sphere bundle im Sinne von SteENROD’). 
Beweis: P;(¢= 1,2) sei das durch y; +0 gegebene Gebiet von P , 
(P; ist mit der gewdhnlichen offenen Ebene Z? homéomorph). P sei ein 
weiteres Exemplar des P‘) mit den homogenen Koordinaten (&, £). Es sei 
h(r)=(1+7")— 1. Durch w” (5, &; y, ye) = (&,, Eh ( wn ), 4 ( s ) (§ if 1» Ys) 
\ Ys |/ Ya Ys 
wird eine fasertreue topologische Abbildung w’’ von P®) x P, auf a, , P,) ge- 
Ya} \ { Y2\" Ys 
tl) (¥)-Exh(|¥*)s va) 
eine fasertreue topologische Abbildung w’ von P® x P, auf 2, '(P,) bestimmt. 
Fiir (y,, Ye) € P, P,, d. h. y, + 0, y, + 0, ist w, = (w’)—! w’ die durch 





geben, Entsprechend wird durch w’ (£5, &,; ¥,, 2) =| 9, E,h{ 





i » (Y2\") 3 : . 

Wy (Eq, £13 Yr» Ya) (£5, é, | 4 rm ls Y1, Y2) bestimmte Drehung von P®. Die 
71 2 

orthogonale Struktur von 2, wird durch die orthogonale Struktur von P 

gegeben, welche durch stereographische Projektion von P® auf die Rremann- 


sche -Zahlenkugel oder gleichwertig durch das sphirische Linienelement 


dz : , , 
= (2 = bestimmt wird. 


2.9. Aus dem Beweis zu 2.8.erkennt man: Die gefaserte Mannigfaltigkeit 2, 
Ys! — 1, B’ durch 
"1 


r l und 2” durch | a <1. S als Rand von £’ werde mit S’, S als Rand 
1 2 
5 


von E” werde mit 8” bezeichnet. 2, entsteht durch ,,Verklebung“ aus den 
cartesischen Produkten P® x EH’, P® x EH”, indem man durch w, den Rand 
P® x S’ auf PY x 8” fasertreu topologisch abbildet und entsprechende 
Punkte identifiziert. 

2.10. Nach STEENROD’) gibt es genau zwei Typen von sphere bundles A mit 
A/S? = S?. Es entsteht die Frage, wie sich die gefaserten Mannigfaltigkeiten 
2, auf diese beiden Typen verteilen. Die Antwort lautet: Wenn n = m (mod 2), 
dann lassen sich 2, und 2,, fasertreu topologisch aufeinander abbilden, und 


zwar so, daB die Fasern von 2, orthogonal auf die Fasern von Z,, abgebildet 


werden. 2,,, 2,,, reprasentieren dasselbe sphere bundle. Fiir gerades n ist also 2, 
fasertreu homéomorph zu 2, = S*? x S?, und es handelt sich um die triviale 
Faserung des cartesischen Produktes. Fiir ungerades n ist 2), fasertreu homéo- 
morph zu 2;. Da 2, nicht zu S? x S? homéomorph ist (2.7.), werden die beiden 
Typen von sphere bundles A mit A/S?= S* durch 2, und 2, reprisentiert. 

Beweis: Es sei n > m und n— m gerade. Die Behauptung, daB 2,, 2,, 
dasselbe sphere bundle repriisentieren, ergibt sich so: J’, sei der Raum der 
orthogonalen Drehungen von P), der bekanntlich zum 3-dimensionalen reellen 
projektiven Raum homéomorph ist. Die Abbildung w, von PY x S’ auf 
P\ x 8” bei der Konstruktion von 2; (2.9.) bestimmt einen Weg W, in I’. 
Da n— m gerade, ist der Weg Wy,» in J’, nullhomotop. Es gibt daher eine 
fasertreue, topologische, auf den Fasern orthogonale Abbildung von PQ x E’ 
auf sich, die fiir P) x S’ mit w,_» iibereinstimmt. 2,, bzw. 2,, entsteht 
durch Identifizierung von PY) x 8S’ und P® x 8” mittels der Abbildung w, 
bzw. w,,. Nun ist aber u uw, Ww 


m n m “n—™- 


kann so konstruiert werden: S sei auf P™ gegeben durch 





ly 
|= 








7) Sreenrop, N.E.: Classification of sphere bundles, Ann.of Math.45, 8. 294—311 (1944). 
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2.11. Es werde noch eine spezielle fasertreue topologische Abbildung von 
2o= PO x PM auf xn (n gerade) angegeben. (w,, u,; v,, v,) seien Koordinaten 
fir P x P®, die in u,,u, und v,,v, homogen sind. Folgende Abbildung 
von P® x P® in P® x P® ist eine fasertreue topologische Abbildung von 
P® x P auf 2, (nm gerade). 


n n 
. » 1% 1 Noy Im) (952 ,2 
¥, = Ze (|»,| | v,| ) (v? uw, + v? u,) 
n n 
n a2 pe 
xy v3 (— vy u, + OF uy) 
Ye Ve n n 
yn a2 Re 
Xs v" ( US Uy + UF uU,). 
. v . ’ . 
Die Fasern = const von P™ x P® sind mit einer orthogonalen Struktur 


1 
versehen. Die Fasern von 2, sind nach 2.8. ebenfalls mit einer orthogonalen 
Struktur versehen. Man kann leicht nachrechnen, daB die angegebene Ab 


bildung auf den einzelnen Fasern orthogonal ist. 


3. Die Mannigfaltigkeiten 2, sind als komplexe Mannigfaltigkeiten 
paarweise verschieden. 
3.1. 9; ka Px ist eine analytische Abbildung von 2, —T, auf 2, — T, (vgl. 
2.3.), die sich zu einer analytischen Abbildung g, von 2, auf 2, erweitern 
laBt. Es ist %, (7,,) = T,. Wenn 2, durch x, y*— x, y* = 0 und 2, durch 


x ¥, — %, Je = 0 gegeben ist (vgl. 2. 1.), dann wird @, durch Z, tq, X Sa, 
Ly = Lp, J, = y", Yo = y® gegeben. 2, ist eine n-blattrige verzweigte Uberlage- 


rung von 2, mit der zugehérigen Uberlagerungsabbildung %,°). 

3.2. Es werde gesetzt EL, = gn , (EZ) (vgl. 2.4. BE: die ,,unendlich ferne‘‘ 
Ebene x, = 0 von P®)). Durch £,, 7, werden ganzzahlige 2-dim. Homologie- 
klassen ¢,, 7, von 2, reprasentiert, v, sei die Homologieklasse der Fasern von 2,,. 
Man beachte, daB Z,, 7, und die Fasern als analytische Flichen von 2, in 
natiirlicher Weise orientiert sind. 7',, Z,, sind Schnittflichen der Faserung von 
~,,. — Der zu @, gehérige Hoprsche Umkehrungshomomorphismus’®) des Ho- 
mologieringes von 2, in den von 2, werde mit gm, bezeichnet. 

Es ist G_ ' (7',) = T;, et (Z,) = E, und ¢F (t,) = Tr, Pn (E1) = En» Pa (%4) 

n ¥,. Es folgt tT, © T, = Pn (T%) O Pn (T%) = Pn (TO T) = Gn (— Punkt) n 
und ebenso ¢,, 0 €, = n. Die Schnittzahl 1 ist dabei als die durch einen Punkt 
reprisentierte 0-dimensionale Homologieklasse aufzufassen. Es ist tT, 0 v, 


r “ — : . (—n!l , 
En O Vm, = 1. Zu (Ty, %) gehGrt die Schnittmatrix ( , id Ihre Determinante 
ist —1. Daher bilden (r,, v,) eine (ganzzahlige) 2-dim. Homologiebasis. Aus 
En O Tr, = 0, &, O V_ = 1 berechnet man: ¢, = T, + 1 Vp. 


3.3. Wir kénnen zusammenfassend sagen: 2, besitzt eine 2-dim. Homo- 


. , ‘ . ‘ ‘ = ] . , 
logiebasis (T,,, v,) mit der Schnittmatrix ( : ab Die Homologieklassen T,,, v» 


und ¢, = T, +” ¥, werden durch irreduzible analytische Flachen reprisen- 
tiert. Wir unterscheiden die beiden Fille: 

) Fir ungerades n gibt Jn eine stetige Abbildung von P(2) + P(2) auf sich vom Grade n 
an, eine stetige Selbstabbildung von einem Grade k = 2 (mod 4) gibt es nicht. Vgl.*), S. 185. 


*) Horr, H.: Zur Algebra der Abbildungen von Mannigfaltigkeiten, J. ang. Math. 163, 
71—88 (1930). Vgl. auch die bei Ruerr*) angegebene Literatur. 
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1. n gerade 


( vn, tts Yn] ist ebenfalls eine 2-dim. Homologiebasis. Die zugehdérige 
or bo oi ire bas 
Schnittmatrix ist 0 (vgl. 2.7., 2.10.). 

2. n ungerade 

n+ 1 n—1 . : : , . ‘ l 0 
(t, t+—=— Va, T+ —5— rn) ist eine Basis mit der Schnittmatrix ( 1) (val. 
2.6., 2. 10.). 

3.4. Aus den in 3.3. zusammengestellten Tatsachen laBt sich der folgende 
Satz ableiten: 

Die komplexen Mannigfaltigkeiten 2, 2, (n + m) lassen sich nicht topo- 
logisch und analytisch aufeinander abbilden, d.h. 2,, Z,, sind als komplexe 
Mannigfaltigkeiten verschieden. 

Beweis: Da die Schnittmatrizen unter 3.3. Fall 1 und 2 nicht aquivalent sind, 
geniigt es, die folgende Kontraposition zu beweisen: Wenn 2, 2,,, topologisch 
und analytisch aufeinander abbildbar sind, wobei n = m (mod 2) und m + 0 


sein soll, dann ist m = m. Wir kommen nun zum Beweis dieser Kontraposition: 
,, 2» lassen sich als zwei Exemplare derselben komplexen Mannig- 


faltigkeit M@) auffassen. In M®) fiihren wir nach 3.3. eine feste 2-dimensio- 


‘ —" , . . , Oe Okie a. ] 0 
nale Homologiebasis (&, 7) mit der Schnittmatrix e ay im Fall 1, bzw. (? 1) 


im Fall 2, ein. 
In M®) gibt es 2-dim. Homologieklassen T,,, ¥,, &, Tm: ¥m> &m, Gie durch 
analytische Flachen reprisentiert werden. Diese analytischen Flichen sind 
irreduzibel. Zwei von ihnen sind deshalb identisch, oder schneiden sich in 

isolierten Punkten. Es folgt hieraus: 
(*) TnO8€ ‘O¢ 


m 


m O Ey = O, ¥, 0 T, = O, %, O €,, = OV. 

(Beweis: Da die jeweils zum Schnitt gebrachten Homologieklassen sicher 
verschieden sind, weil ihre Selbstschnittzahlen verschieden sind, kénnen die 
reprisentierenden analytischen Flaichen nicht identisch sein. Vgl. 0.6) 

Fall 1. n, m gerade. 

. , . , ; . . - 01 
(€, 7) ist eine Basis mit der Schnittmatrix | : al 
T,, ¥, lassen sich darstellen in der Form: 


Tn a b 1) 


c&+dy (a,b,c, d ganze Zahlen), es muB gelten: 
- ] — ad+be 
] 0) ad+be Qed)" 
Hieraus folgt: entweder c = 0 oder d = 0. 


Istc = 0, soista=e,d=e,b f (¢ + 1) 


Ist d 0. so ist b e’.c¢ e’.a € (e’ + |) 


to 


Es ist also: (man beachte die Gleichung ¢, = T, + ” ¥,), 


Vn 7) Ven eé 
- n \ , BS 
(1) T=e€\E— ZN) oder (2) tm! | 3 & +n) 
e n P SB «s 
En e(é r->9 n) En é (—& T n). 

















$4 Frrepricu HirzEBRvUCcH: 
Entsprechend gilt: (e"=+1, e’”’ = +1) 

Yun * en ,=¢' € 

t e”’ £ ™ T e’”’ . mt 
(3) m > 3 7 oder (4) m 2 ” 

” m ron | ™ 
Em = € (64 >) em =e" (FE 4 n) 
, a\«« . roe ™ ro ™ 

Wenn ,,(2) und (3), so ist », 0 T,, e’ e”’ —- und », 0 €,, = e’ e” —, also 


V_, OT, Oder ¥, 0 €,, negativ. Das steht im Widerspruch zu (*). ,,(2) und (3) 
trifft daher nicht zu. Ebertso wird ,,(1) und (4) zum Widerspruch gefiihrt. 
Es gilt daher: ,,(1) und (3) oder ,,(2) und (4)“. Nach evtl. Umbenennung von 
Ein » und 7 in & kénnen wir annehmen, daB ,,(1) und (3)“ gilt. Es ergibt sich 
dann: 




















af @ n \ 
Ty O Em ee { zs 
a n ig Tn - Em En Tm 
En Tm ec a ) 
Aus (*) folgt weiter tT, 0 &, = & OT, = 0, d.h.n = m. 
Fall 2. n,m ungerade. Der Beweis verliuft analog: 
. , , : , . , , l 0 
(é, n) ist eime Basis mit der Schnittmatrix (. 45 
Tn» ¥, lassen sich darstellen in der Form: 
tT =a&+by 
v, =c&+dy (a, b,c, d ganze Zahlen), und es gilt: 
te 1\ of —b® ac bd 
l 0) ac—bd c*—d 
Hieraus folgt: Entweder c = d, oder c d. 
Ist c=d, soist c=d=e, a—b=e,a+b en, 
n l } n+ 1 (¢ t 1) 
a é 5) . ‘ 3 
‘ , , ,n l ,n+l , 
Ist c d, so ist c= —e’, d=e’, a= e’—~—, b e — (¢ + 1). 
Es ist also: (man beachte ¢, = tT, + 7 v,) 
m= (+7) my =e (—E+M) 
(2a 8 n+ 1 ,(m—1, n-+1 
(1) * ee n) oder (2) ™‘* ; ° 2 n) 
n+l, n—Il ’ n+l, n— 1 
En e — ee oe 3 n) En é ) ST i n) - 
Entsprechend gilt: (e’=+1,e’ = +1) 
Vm e (¢ + n) Vn é ( g Tr n) 
fe m+ 1 (a—¢ m+ 1 
P € — he + — — 
(3) Tm 2 > 2 n) oder (4) Tm é 2 S 2 n) 
»lim+1 f m— 1 a m+ 1 f m— 1 
Em é —— my n) Em é (-7 "4 ~ @ n) 
Wenn ,,(2) und (3), so ist »,oT, =e’ em und »,0¢8,, e’ e’’ m, also 


¥,OT,» Oder ¥,0¢,, negativ. Das steht im Widerspruch zu (*). Ebenso wird 
»(1) und (4) zum Widerspruch gefiihrt. Es gilt daher: ,,(1) und (3) oder 
,(2) und (4)**. 
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Nach einer evtl. erlaubten Umbenennung von é in — § und — é in € kénnen 
wir annehmen, daB ,,(1) und (3)*‘ gilt, es folgt dann: 
m n 
T_OGn &n OTe, = CF (s — :)- 
Aus (*) folgt T,0¢,, = &,0T, = 0, d.h. n = m. 


€ 


3.5. Wir wollen unser Resultat nochmals zusammenfassen: Die komplexen 
Mannigfaltigkeiten 2,, (n gerade) stellen unendlich viele paarweise verschie- 
dene komplexe Strukturen fiir die (einfach zusammenhiangende, geschlossene) 
topologische Mannigfaltigkeit S* x S* dar. 

Die komplexen Mannigfaltigkeiten 2,, (n ungerade) stellen unendlich viele 
paarweise verschiedene komplexe Strukturen fiir die (ebenfalls einfach zu- 
sammenhiangende und geschlossene) topologische Summe 2. Art zweier Exem- 
plare der komplex-projektiven Ebene P®) dar. 

Die 2. Berrischen Zahlen dieser topologischen Mannigfaltigkeiten S* x S? 
und P®) + P) sind beide gleich 2. Es bleibt die Frage offen, ob es einfach 
zusammenhiangende, geschlossene, 4-dim. Mannigfaltigkeiten mit der 2. Berrt- 
schen Zahl 1 gibt, die verschiedene komplexe Strukturen zulassen. Meines 
Wissens ist nicht bekannt, ob P®) verschiedene komplexe Strukturen zulaBt. 


4. Die birationale Aquivalenz der Mannigfaltigkeiten 2, 
mit der komplex-projektiven Ebene P*) ), 


4.0. M® sei eine komplexe Mannigfaltigkeit und Q ¢ M@). Die von Q ver- 
schiedenen Punkte von M®) und die analytischen Flaichenelemente (= kom- 
plete Linienelemente) von M®) in Q lassen sich in natiirlicher Weise als Punkte 
einer neuen komplexen Mannigfaltigkeit Ms auffassen. Die analytischen 
Flachenelemente von M®) in Q lassen sich als Punkte einer komplex-projek- 
tiven Geraden (= Riremannsche Zahlenkugel) auffassen, die Tragersphiire des 
Punktes Y genannt und mit 7'g bezeichnet werde. Ms entsteht, anschaulich 
gesagt, aus M) durch ,,Herausstechen‘‘ von Q und darauf folgendes ,,ana- 
lytisches Einsetzen‘‘ von Tg. Die Mannigfaltigkeit 2, (vgl. 2.3.) entsteht 
durch Einsetzen einer Traigersphire aus P)1), 

4.1. Das cartesische Produkt P® x P®) (vgl. 2.1.) kann singularitaten- 
frei als algebraische Mannigfaltigkeit in den P®) eingebettet werden. Durch 
Zip = 2; yy (i = 0, 1,2; k = 1, 2; z;, homogene Koordinaten des P®) wird eine 
eineindeutige Parameterdarstellung dieser algebraischen Mannigfaltigkeit ge- 
geben. 2, ist damit singularititenfrei als algebraische Fliche im P® einge- 
bettet. Diese algebraische Fliche werde in den P®) projiziert. (z,, Z,, Zs, 24) 
seien homogene Koordinaten fiir P®. Wir setzen: z, = zy, = 2_ Y, 22 = %2 = 

Ly Yo, 2% = %e = Xo Yo: 24 = 2% = XZ Y,;- Diese Gleichungen stellen eine ein- 
deutige Abbildung y, von 2, (gegeben durch 2, y* - z,y%=0) auf die 
algebraische Flache 2; (gegeben durch z, 2*+! — z, z*+1= 0) dar. Die Gerade 
zz = 0, zy = 0 von LF werde mit EX bezeichnet. Durch z, = 0 wird in Z,, die 
Gerade EF, bestimmt (vgl. 3. 2.). Man iiberzeugt sich leicht, daB yw, eine ein- 


10) Man beachte 1. 4. 

1) Dieser EinsetzungsprozeB ist aus der algebraischen Geometrie bekannt. Die Niitz- 
lichkeit dieses Prozesses fiir die Untersuchung komplexer Mannigfaltigkeiten ist von Herrn 
H. Horr in Vortragen und Gesprachen wiederholt betont worden. Man vgl. auch BEHNK®, H 
und Stern, K., Modifikationen komplexer Mannigfaltigkeiten und Rremannscher Gebiete, 
Math. Ann. 124, 1—16 (1951), Nr. 3. 
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eindeutige Abbildung von 2, — EZ, auf 27 vx ist und daB y, (£,) Ee. 
Die Abbildung y, wird fiir z= 0, d.h. fir Z,, gegeben durch: z, = y**', 
z, = y"*!. Es folgt: 2, entsteht aus der algebraischen Fliche 2, indem man 


jeden Punkt der (n + 1)-fachen Geraden z, = 0, z,= 0, abgesehen von den 
,, Verzweigungspunkten“ (1,0,0,0) und (0,1,0,0), in n+ 1 verschiedene 


Punkte ,,auflést‘‘. 2, (als algebraische Fliche im P) aufgefaBt) und die 
algebraische Fliche 2; im P® sind birational aquivalent. 2 Ff ist eine ,,wind- 


schiefe Flache“ (n + 2)-ter Ordnuny mit einer (n + 1)-fachen Geraden (vgl. zum 
Folgenden NoETHER!??), insbesondere 8S. 195). 

4.2. Die Fasern von 2, werden durch y, auf die Geraden abgebildet, die 
das Ebenenbiischel z, y, — z, y, = 0 aus 2 herausschneidet. Q sei ein von 
den Verzweigungspunkten verschiedener Punkt der (n + 1)-fachen Geraden; 
wir projizieren 2¥ von Q auf eine nicht durch Q gehende Ebene P®). Diese 


Projektion o, stellt eine birationale Beziehung zwischen 2 und P®) her. 

Die algebraischen Flachen 2, im P® sind also alle mit der Ebene P®) bi- 
n 

rational aquivalent. 


4.3. Die birationale Beziehung zwischen 2, und P) soll etwas niaher 


— 


untersucht werden. Q,, ..., Qn+1 seien die nm + 1 Punkte von &,,, in die der 
Punkt Q von 2; ,,aufgelést wird, d. h. y, (Q;) = Q(é=1,....2+ 1). On Wy 
ist eine eindeutige Abbildung von 2, — {Q,, . . ., Qn si} in P®. Die durch Q; 


gehende Faser von 5, wird auf einen einzigen Punkt A; von P®) abgebildet. 
E,, entspricht der vielfachen Geraden von 2, und geht in einen einzigen 
Punkt B von P® iiber. Die Punkte A, liegen auf einer Geraden von Pe) 
auf der B nicht liegt. In Q; (¢=1,...,2+ 1) werde die Trigersphire’ T, 
(vgl. 4.0.) eingesetzt. Die entstehende Mannigfaltigkeit werde mit 


~n-Q be 


@ 


zeichnet. 0, y,, bildet 2,9 eindeutig auf P® ab, und zwar Ty. auf die Ver- 


bindungsgerade A, B. In den Punkten A; und B von P®) mégen die Trager- 
sphiren 7',., 7’, eingesetzt werden. Die entsteheide Mannigfaltigkeit werde 


mit P® , bezeichnet. 0, y, laBt sich als eineindeutige analytische Abbildung 


von 2,9 auf Po» auffassen. 
4.4. Die in 4.3. angegebenen Beziehungen lassen sich so formulieren 
2, kann folgendermaBen erhalten werden. 


In der komplex-projektiven 
Ebene P®) werden in n 


1 Punkten A,, die auf einer Geraden liegen, und in 
einen Punkt B, der nicht auf dieser Geraden liegt, die Tragerspharen einge 
setzt. Man erhilt eine Mannigfaltigkeit Po Die Verbindungsgeraden A; B 
verhalten sich in P® , wie eingesetzte Tragersphiren. Nimmt man sie aus 
P? , heraus und schlieSt durch jeweils einen einzigen Punkt wieder ab, dann 
erhalt man 2,,. 


12) Noeruer, M.: Uber Flachen, welche Scharen rationaler Kurven besitzen. Math. 
Ann. 3, 8. 161 —227 (1871). 


( Eingegangen am 7. April 1951.) 
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Die Primzahlen 
in der Theorie der Siecetschen Modulfunktionen. 


Von 
Hans Maass in Heidelberg. 


Die systematische Erforschung der multiplikativen Beziehungen zwischen 
den FourtEeR-Koeffizienten der elliptischen Modulformen ist zweifellos eine der 
fruchtbarsten Leistungen Heckes'). Die Zahlentheorie der quadratischen 
Formen wurde von dieser Seite um neuartige Erkenntnisse bereichert?), deren 
arithmetische Begriindung erst sehr viel spiter angebahnt wurde*). Es handelt 
sich bei diesen Anwendungen der Heckeschen Theorie vornehmlich um die 
Darstellungsanzahlen von Zahlen durch quadratische Formen. Interessiert 
man sich allgemeiner fiir die Darstellungsanzahlen von Formen durch Formen, 
so wird man auf die Stecetschen Modulfunktionen gefiihrt und vor die Frage 
gestellt, ob die von Hecke begriindete Theorie auf diesen Funktionentypus 
verallgemeinert werden kann. DaB dies in gewissem Umfang médglich ist, 
konnte auf Grund der Untersuchungen von M. Sugawara‘) als wahrscheinlich 
angesehen werden. Gelang ihm doch die Verallgemeinerung der von HECKE 
eingefiihrten Operatoren 7' (m) und der Nachweis, daB die E1senstern-Reihen 
n-ten Grades Eigenfunktionen der verallgemeinerten Operatoren sind. Diese 
Tatsache gewinnt an Bedeutung, wenn man sich vor Augen hilt, daB die Ent- 
wicklungskoeffizienten der EISENSTEIN-Reihen n-ten Grades nach SIEGEL‘) 
ein multiplikatives Bildungsgesetz haben. 

Es soll im folgenden gezeigt werden, daB es unter den Eigenfunktionen der 
verallgemeinerten Operatoren auBer den EIsENSTEIN-Reihen noch andere Mo- 
dulformen n-ten Grades mit multiplikativ gebildeten Entwicklungskoeffi- 
zienten gibt. Der Rahmen, in welchem dieses Ergebnis erscheint, ist eine 
Theorie, die sich zum Ziel setzt, den Heckeschen Operatorenkalkiil in einen 
illgermmeineren Zusammenhang einzuordnen. Als Hilfsmittel stehen hierbei die 
verallgemeinerten Operatoren, die wir mit t(m) bezeichnen wollen, und ein von 
SIEGEL eingefiihrter Funktionaloperator ® zur Verfiigung. ® bildet die Modul- 
formen n-ten Grades auf solche (n — 1)-ten Grades ab. Ein nennenswerter 
Fortschritt konnte natiirlich erst dann erzielt werden, nachdem die Frage ge- 
klart war, welche Wirkung ® auf die lineare Schar der Modulformen n-ten 

1) Hecke, E.: Die Primzahlen in der Theorie der elliptischen Modulfunktionen, Danske 
Vidensk. Selsk. Math.-fys. Medd. 13, 10 (1935); Uber Modulfunktionen und die Dir1cHLet- 
schen Reihen mit EvLerscher Produktenentwicklung I und IT, Math. Ann. 114, 1—28 (1937) ; 
114, 316—351 (1937). 

*) Hecke, E.: Analytische Arithmetik der positiven quadratischen Formen, Danske 
Vidensk. Selsk. Math.-fys. Medd. 17, 12 (1940). 

*) Ercuier, M.: Grundziige einer Zahlentheorie der quadratischen Formen im ratio- 
nalen Zahlkérper I und IT, Comment. math. helvet. 20, 9—60 (1947); 21, 1—28 (1948). 

*) Sugawara, M.: On the transformation theory of Stecets modular group of the 
n-th. degree, Proc. imp. Acad. Japan 13, 335—338 (1937); An invariant property of 
SIEGELs modular function, Proc. imp. Acad. Japan 14, 1—3 (1938). 

5) Srecet, C. L.: Einfiihrung in die Theorie der Modulfunktionen n-ten Grades. Math 
Ann. 116, 617—657 (1939). 
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Grades von der Dimension — k hat. Bezeichnen wir diese Schar mit M{”, so 

gilt, wie kiirzlich mit Hilfe von Porncaréschen Reihen gezeigt werden konnte‘), 
( ( 1 Pos 

(1) Me i\O=Mj"~” fir k>2n4+1, k=O(2). 

Ich verwende hier und im folgenden die Operatorenschreibweise, wie sie sich 

in der Hecxeschen Theorie eingebiirgert hat. Die Voraussetzung k > 2 + 1 

kann leider noch nicht entbehrt werden. Sie gewiahrleistet die absolute Kon- 

vergenz der Porncargschen Reihen, die den einfachsten und zur Zeit auch 

einzigen Zugang zur Theorie vermitteln. Im Mittelpunkt der Untersuchung 

steht eine Regel, die angibt,.wie t (m) mit ® vertauscht werden kann. Im all- 

gemeinsten Fall laBt sich nur vermuten, daB 

(2) t(m) @ > xz(d,m,n,k) Or (md-?) 

i @im,.d>0 

mit gewissen Zahlkoeffizienten y (d, m,n, k) gilt. Beweisbar ist diese Regel 

im Fall m p (= Primzahl) fiir k > 2 n + 1 mit 

(3) xz (1, p, a, k) l 

und im Falle n = 2 mit 

Op 9 (md 2) 


(4) x (d, m, 2, k) g (d2* - a 


Oo, 2 (m) 
wobei @ (m) die EULErsche Funktion bezeichnet und allgemein 


5) 6, (m) > d’ 


d m,d>0 
gesetzt ist. Im Primzahlfall (m = p), iiber den hier noch kurz berichtet werden 
soll, gilt also 
(6) t (p) ® = Dr (p) fir k>2n+1. 
Auf Grund der in (1) ausgesprochenen Eigenschaft von @ laBt sich die 
. (n) « : , : pn 
lineare Schar I," in eine direkte Summe von Teilscharen so zerlegen: 
- (n) ~~ (n) ~~ (n) ~~ (n) 
(7) Me. Sto + Obit *** t+ Sen, 
daB fir 0O<j< nundk>2n2+1,k=0(2) 


~(n} , —(n) 


~(n) . (j) 
Seot+ Seit+-*' +e; durch O*-’ auf M; 


+ 


. . . . , (0) - . . a 

umkehrbar eindeutig abgebildet wird. Unter SU; ’ ist hier die Menge der Kon- 
. UY (m) - . : 

stanten zu verstehen. Die angegebene Zerlegung von mi” ist zugleich eine 


solche in invariante Teilscharen beziiglich der Operatoren t(p). D.h. es gilt 


~~ (n) ~~ (nm) 
(3) Sky tT (p) Okey: 
Bekanntlich’) gibt es in mt eine Basis f,, f,, . . -, f,,, die aus Eigenfunk- 
tionen der Operatoren t (m) besteht: 
(9) f, | (m) = a, (m) f, (py = 1, 2, ...,Q,)- 


Bei geeigneter Normierung stimmt a, (m) mit dem m-ten Fourtrer-Koeffi- 


® Maass, H.: Uber die Darstellung der Modulformen n-ten Grades durch PorncaRrgEsche 
Xeihen. Math. Ann. 123, 125—151 (1951). 

7) Petersson, H.: Konstruktion der samtlichen Lésungen einer RremMANNschen 
Funktionalgleichung durch Drricntet-Reihen mit Evterscher Produktentwicklung I. 
Math. Ann. 116, 401—412 (1939). 
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zienten von f, iiberein. Die durch 


~~ (nm) -~(n) 


(10) 9, oe | 9, Skot+ Sei (y et Pee |. 


: P . . ~(n ~( 4 
erklirten Modulformen g, bilden eine Basis von Sic + Si). Wendet man auf 


die definierende Gleichung (10) den Operator t(p) an und beriicksichtigt (6) 
und (9), so ergibt sich 


g,|t (p) O*—' =a, (p) f, = a, (p) g,| O"—?, 


woraus 
(11) g,| t (p) a, (p) g, (y=1,2,...,0,) 


erhellt, da die Differenz der beiden Seiten in Sy’) + S/? liegt und durch @"*—! 
in 0 tibergefiihrt wird. Die Fourrer-Entwicklung von g, | t (p) kann explizit 
bestimmt werden, wenn man zur Bildung von t(p) ein geeignetes spezielles 
Xeprisentantensystem der Substitutionen p-ter Ordnung verwendet, wie es 
bereits von SUGAWARA angegeben wurde. Beachtet man, daB die Koeffi- 
zienten a,(m) auch FourrEeR-Koeffizienten von g, sind, so erhaélt man durch 
Vergleich der Fourter-Koeffizienten von g, t(p) und a, (p)g, eine Multi- 
plikationsformel fiir die Entwicklungskoeffizienten a, (7’) von g, der folgenden 
Art: 
(12) a, (p)a,(T) => py (T*) a, (T*). 

; 
Dabei wird iiber endlich viele Exponentenmatrizen 7'*, die aus 7’ umstindlich 
aber elementar zu berechnen sind, summiert. Die Zahlkoeffizienten yw, (7'*) 
sind von g, unabhingig. Wahlt man fiir 7' speziell eine Exponentenmatrix 
vom Rang 1, so laBt sich (12) als Folgerelation der von HECKE angegebenen 
Multiplikationsregel 


’ m, Mz, . 
(13) a, (m,) a, (mz) a a,(—5*) d . 
d/m,,™m, ‘ 


darstellen. 

Da unter den f, sicher die E1senstern-Reihe ersten Grades vorkommt und 
Sip von der E1senstetn-Reihe n-ten Grades erzeugt wird, so tritt diese auch 
unter den g, auf. 


Man kann das System der Funktionen 4g,, go, . . ., Jp, leicht zu einer Basis 
von We’ ergiinzen: g,, Jo. ---;Go,, 80 daB alle Funktionen Eigenfunktionen 


n 


der Operatoren t (p) sind: 
(14) g,| t (p) = a, (Pp) 9, re er 


Jedoch kann die zahlentheoretische Natur der Eigenwerte a, (p) fiir v > 0, mit 
den vorliegenden Methoden nicht mehr ergriindet werden. 

Eine befriedigende Darstellung der Theorie der Operatoren t(m) fiir be- 
liebiges m kann einstweilen nur fiir die Modulformen zweiten Grades gegeben 
werden. Abweichungen gegeniiber dem Primzahlfall zeigen sich nur dann, 
wenn m nicht quadratfrei ist. Weitere Hervorhebungen eriibrigen sich hier, 
da sich im Falle n = 2 nichts grundsitzlich Neues mehr ergibt 

Hinsichtlich der Bezeichnung sei noch folgendes bemerkt: GroBe lateini- 
sche Buchstaben stellen n-reihige quadratische Matrizen dar. Treten andere 
Zeilen- und Spaltenzahlen auf, so wird dies besonders vermerkt. Die oberei 
Indices in Q*) sollen anzeigen, daB die Matrix Q aus r Zeilen und s Spalten 
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besteht. Insbesondere sei Q” = Q”. Fiir einspaltige Matrizen reservieren 
wir uns kleine deutsche Buchstaben. Gelegentlich werden Matrizen, deren ge- 
naue Kenntnis nicht erforderlich ist, durch einen Stern ersetzt. Eine Matrix U 
heiBt ganz, wenn die Elemente von U ganz rational sind. Wir nennen U uni- 
modular, wenn U eine ganze quadratische Matrix ist, U~1 existiert und eben- 
falls ganz ist. Die zu Q transponierte Matrix bezeichnen wir mit Q’. E wird 
als Einheitsmatrix und O als Nullmatrix verwendet. SchlieBlich wird Q [U] 
U’ Q U fiir beliebige Matrizen Q = Q®, U = U* gesetzt. 


§ 1. Die Operatoren rt (m). 


Es sei §,, der Bereich der symmetrischen komplexen Matrizen Z = X + i Y 
mit positivem Imaginiarteil: Y > 0. Wir setzen 


‘ OE 
(15) Y { E 0) 
und betrachten die reellen Matrizen 
a ,-(4 Re 
6) o a p} mi oto mt, 


wobei m eine beliebige positive Zahl bezeichnet. Sie definieren eine multi- 
plikative Gruppe, die durch die Zuordnung o > m auf die multiplikative Gruppe 
der positiven Zahlen homomorph abgebildet wird. Zu m= 1 gehédren die 
; , l , ; i ; 
ymplektischen Matrizen. Da o siets symplektisch ist, wird §, durch die 
ym 
Substitution 


a(Z)=(AZ+ B)(CZ+D)—! 


in sich iibergefiihrt. Wir fassen o als Operator der in 9, erklarten Funktionen 
‘(Z) auf und setzen mit fest gewahltem k = 0 (2), k > 0 


17) f(Z)|o = f(a (Z))|\CZ+ D) 
Man bestatigt sofort die Regel 
(18) f (Z) | (ot) = (f (Z)| 0) |r. 


Ist die Matrix (16) ganz, so wollen wir sie eine Substitution m-ter Ordnung 
nennen. O;”" bezeichne die Menge der Substitutionen m-ter Ordnung. Es 
cy" 
i 3 


genugt hier, m ganz rational anzunehmen, da sonst 


“nh 


‘ mild « : 
eer ist. O,,’ ist mit 
. ° P . ~(m) - 
der Modulgruppe n-ten Grades M,, identisch, Bekanntlich*) zerfallt O;,° in 
endlich viele Linksrestklassen nach M,,; d. h. es ist 

~(m) vw AA 
(19) C n aw “yO 


+ 
m 


fiir ein gewisses endliches Reprisentantensystem V,, der Linksrestklassen. 


Eine Modulform n-ten Grades von der Dimension k geniigt der Trans 
formationsformel 


(20) {(Z)\o = f(Z) fir oCM, 
woraus erhellt, daB die Funktionen f (Z)|o (oC V,,) von der Auswahl des Re- 


prisentantensystems V,, nicht abhingen. Da oo ein mit V,, gleichwertiges 


System durchlauft, wenn o in V,, variiert und o in M, 
stimmen die Funktionen {(Z)|o o, von der Reihenfolge abgesehen, mit den 


m 
fest gewahlt wird, so 


A 
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Funktionen f (Z)|o tiberein. D. h. der durch 


f (Z) |x (m) = cy, (m) YY f (Z)\o 
oC V 


m 


(21) 


erklirte Operator t (m) fiihrt die lineare Schar der Modulformen n-ten Grades 
von der Dimension — & in sich tiber und ist von der Auswahl des Vertreter- 
systems V,, unabhangig. Es geniigt vorerst, zu verlangen, daB der Normierungs- 
faktor ¢,,(m) folgende Bedingungen erfiillt: 


(22) Cup (M, Mg) = Cap (™M,) Cyy (Me) fiir (m,, m,) = 1, 
c i] 
P n—1k'? Pee . 
(23) Cy, (p) =| fir n> 1, p= Primzahl, 
] p 
(24) ex (m) = m*—!, cop (m) = m*-1( > & “ 1. 


d/m 


Insbesondere ist damit erreicht, daB rt (m) auf die Modulformen ersten Grades 
dieselbe Wirkung hat wie der Heckesche Operator T' (m). 

Im folgenden benétigen wir spezielle Repriisentantensysteme V.,,,, 
schon von SUGAWARA*) angegeben worden sind. Ist D* U D mit unimodu- 
larem U’, so sollen D und D* links assoziiert genannt werden. 


wie sie 


Satz 1: Es gibt ein Vertretersystem V,, fiir die Linksrestklassen der Sub- 
stitutionen m-ter Ordnung nach M,, der folgenden Art: 
i (AB 
(25) o=\5 p) 
Dabei durchléuft 
1. D ein volles System links nicht assoziierter ganzer Matrizen, so daB A D’ 
m E mit einer ganzen Matrix A gilt, 
2. S-- BD~—* bei festem D ein volles System symmetrischer, modulo 1 nicht 
kongruenter Matrizen, so daB B= S D ganz wird. 
Beweis: 1. Es ist zu zeigen, daB in jeder Linksrestklasse ein Reprisentant 
der angegebenen Art liegt. Eine vorgegebene Substitution 
AB (m) 
(oO p)COn 
multiplizieren wir von links mit 
A, B, ) M 
0 


Dabei geht C in C, A + D, C tiber. Durch geeignete Wahl des symmetrischen 
und teilerfremden Paares C,, D, erreicht man C, A + D, C = O. Wir diirfen 
also von vornherein C = O annehmen. Sodenn multiplizieren wir o von links 
mit 

U’O 

(6 U 1) Mn: 
Nun geht D in U-! D iiber. Bei geeigneter Wahl der unimodularen Matrix U 
stellt U-~! D den ausgezeichneten Reprisentanten in der Schar der mit D 
links assoziierten Matrizen dar. Es darf vorausgesetzt werden, daB D selber 
dieser Reprisentant ist. SchlieBlich wird o von links mit 


BV\_, 
co a M,, 


multipliziert. Jetzt bleibt D fest und B geht in B+ V D iiber. V stellt eine 
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beliebige ganze symmetrische Matrix dar. Bei geeigneter Wahl von V ist also 
(B+ V D) D-!= BD~-'!+ V mit dem ausgezeichneten Vertreter der Rest- 
klasse B D-—' modulo | identisch. 
2. Es ist zu beweisen, daB zwei verschiedene der in Satz 1 genannten Re- 
prisentanten o und o* in verschiedenen Linksrestklassen nach M,, liegen. Wire 
A, B, A, me 
C; D, C*" D, 
so kénnte der Reihe nach sofort C, = 0, D, = E, B,= 0, also o* = o ge- 
schlossen werden. 


o* | )o mit { 


n>? 


Satz 2: Fiir teilerfremde m,, mg ist t (m,, my) = T (m,) T (Mz). 
Beweis: Die Matrix 


A, B, 
o, =| 
O D, 
mége ein Vertretersystem der Substitutionen m,-ter Ordnung von der in 


Satz 1 genannten Art durchlaufen, ebenso 
A, B, 
6. , a 
2 (o D,) 
ein Vertretersystem der Substitutionen m,-ter Ordnung. Fiir eine Modulform 
n-ten Grades von der Dimension — k ist dann 


f (Z) t (m,) t (m,) (f (Z) | x (mm )) | x (me) 


Cree (My) Crp (My) S/d’ f (Z) |91) | % 


a 
i 


Cyp(m, m,) Sf (Z)| 0, 02, 


wenn (m,, m,) = 1 und (22) beriicksichtigt wird. Es braucht also nur gezeigt 
zu werden, daB die Produkte 
A, A, A, By + B, D;) 
cael 
. . O D, Dz 


ein Reprisentantensystem der Substitutionen m, m,-ter Ordnung darstellen. 
1. Es sei 
~ ( A, B, ) : a 


A, B, 
“1 O D, | } ‘) 


OD, 


9 
ein weiteres Paar von Vertretern der Substitutionen m,-ter bzw. m,-ter Ord- 
nung und es sei 


5, 9,=00,0,, 0CM,. 


Dann ist o, = 6, und o, = 6, zu beweisen. Zuniichst folgt, daB o die Gestalt 


U’ SU ) 

0 

. » oo 
hat. Damit ergibt sich D, D, U-1!D, D, oder D; 'U D, D, D3 ' Wegen 
A, ), =m, E, A, Dz =m, E, (m,, m,) 1 ist ( D,|,'D,)) l. D.h. die 

° 1 , rr ~ e ~ + . . 
Matrizen D, U D, und D, Ds * haben teilerfremde Nenner. Da sie iiberein- 
; a 9 . Te “ 

stimmen, ist D, D2 und aus Symmetriegriinden auch D, D2 ganz. D, und 
D, sind also links assoziiert ; folglich ist D, = D,, A, A, und D, U-* 3, 


woraus wieder D, = D,, A, = A, und U E zu schlieBen ist. 
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Nun bleibt noch 
A, B, + B, D, =A, B,+ B,D, + SD,D, 
zu diskutieren. Hiernach ist 
~ Sa : . 
A, (B, — B,) De SD, + B, — B,, 

also ganz. Multiplizieren wir von links mit Dj, so erhalten wir m, (B, — B,) Dz ', 
eine Matrix, die gleichfalls ganz ist. Mithin ist auch (B, — B,) Dz" ganz; 
denn m, und |D,| sind teilerfremd. Aus B, Dg = B, De * (1) folgt aber B, = B,. 
Zugleich ergibt sich (B, — B,) D>’ = S=O(1), also B,= B,. Damit ist 
6, = 6, und 6, = 6, bewiesen. 

2. Wir zeigen, daB in jeder Restklasse von Substitutionen m, m,-ter Ord- 
nung ein Matrizenprodukt o, o, liegt. Wie bekannt, gibt es in einer vorge- 
gebenen Restklasse jedenfalls einen Reprisentanten 

A B' . 
AD Y . 
oO - a mit Al m, Mm, 

Es sei F die Diagonalmatrix, die aus den Elementarteilern von D gebildet 
wird. Wegen |D| (m, m,)” lé8t sich F als Produkt von zwei Diagonal- 
matrizen schreiben: F = F, F,, so daB sich die Elemente von F, aus Prim- 
teilern von m, und die Elemente von F, aus Primteilern von m, zusammen- 
setzen. Mit gewissen unimodularen Matrizen U,V ist dann D= U F, F, V, 
folglich A V’ F, F, U’ = m, m, E oder U’ AV’ = (m, F;*) (m, Fz'). Das Pro- 
dukt der Matrizen m, F A m, Fe ' ist ganz, ihre Nenner sind teilerfremd, mithin 
sind m, FT" und m, Fe ' selber ganz. SchlieBlich ist auch noch m,(F,V)—! 
ganz. Es gibt also einen Repriasentanten D, in unserem ausgezeichneten 
System, so daB F, V = U, D, mit einer unimodularen Matrix U, gilt. Da auch 
m,(F,U,)—' ganz ist, so folgt analog F,U, = U, D, mit unimodularem 0. 
Damit ergibt sich D= U F, U,D,= UU,D,D,; d.h. D und D, D, sind 
links assoziiert. Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit darf nunmehr D = 

D, D, und A = A, A, angenommen werden. Da die Determinanten | A, | 
und | D,| teilerfremd sind, kénnen die Kongruenzen 


x=0 (|A,)), z=l (|D,}) 
durch eine ganze Zahl x befriedigt werden. Die Matrix x A] ‘ B ist demnach 
ganz. Beachten wir noch, daB 


(x A; ' B) Dy’ =2A;' BDz' D;'D, = Di, (B D-) D, 
1 
symmetrisch ist, so folgt 
z A; ' B= B,+ 8,D,, 


wobei B, einen Reprasentanten aus dem fixierten Vertretersystem und S, 
eine ganze symmetrische Matrix darstellt. Ersichtlich ist 


B* — A, S, — (x — 1) BD;' 
ganz und 
] 


my, 


B* Dy ' A, 8, Aj — (x —1) BD-! 


symmetrisch. Es gibt also einen speziellen Vertreter B, und eine ganze sym- 
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metrische Matrix S,, so daB 
B* = B, + 8, D, 
wird. Nunmehr ergibt sich 
B=2xB-—(x-—1)B=4A,(z A; B) —(x—1) BD;z' D, 
- A, (B, + 8S, D,) + (B* — A, 8.) D, 

A, (Bz + S_ Dz) + (B, + S, D, -- A, S,) Dy 

A, B, + B,D, + 8, D. 
Da B D~-' um eine ganze symmetrische Matrix abgeaindert werden darf, kann 
B= A, B, + B, D, angenommen werden. Das bedeutet aber o = o, 62, wenn 
6, und a, die bisherige Bedeutung haben. Damit ist 
(26) f (Z) | t (m,) t (m,) = f (Z) | t (m, m,), 
also Satz 2 bewiesen. 

Die Diskussion der Operatoren t(m) ist nunmehr wie in der HeckEschen 
Theorie auf den Primzahlpotenzfall (m = p”’) zuriickgefiihrt. Eine weitere Re- 
duktion ist hier nicht méglich, da die t (p”) keiner Rekursionsformel geniigen. 
derzufolge sie als Polynome von rt (p) dargestellt werden kénnen, wie es fiir 
die Hecxeschen Operatoren 7' (p’) zutrifft. 


§ 2. Die metrische Grundformel der Operatorentheorie. 


Es sei f (Z) eine Modulform n-ten Grades. Wahlen wir speziel! 


- P Z* nu = . 7 
(27) Z ef _) mit Z*C Gp,_1, 2C D,, n = Nullspalte, 


so stellt f (Z) in Abhangigkeit von Z* eine Modulform (n — 1)-ten Grades und 
in Abhangigkeit von z eine solche ersten Grades dar’). Infolgedessen existiert 
eine Fourter-Entwicklung 


(28) f(Z) = Dd f, (Z*) e®**"? 

° 0 
mit Modulformen (n — 1)-ten Grades als Koeffizienten. Aus der Reihe der 
Funktionaloperatoren 


(29) f (Z)| ®, = f, (Z*) (y = 0, 1,2, ...), 


deren Beziehungen zur Operatorentheorie noch untersucht werden miissen 
(dies nur als Programm!), greifen wir den ersten heraus. Wir verzichten hier 
auf den Index, setzen also ® = ®,. Die Berechnung von { (Z)|@® kann auf 
zwei Weisen vorgenommen werden®). Ist die Fourter-Entwicklung von f (Z) 
bekannt: 
P . — 

(30) {(Z) = ¥ a(T) &risviray, 

T>0 
so folgt sofort 
(31) f (Z) 7h) Da (T*) e2** Sp(T*Z*) | 

T° 


8) Wrrt, E.: Eine Identitat zwischen Modulformen zweiten Grades. Abh. math. Sem. 
Univ. Hamburg 14, 323—337 (1941). 
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wenn 
T* n 
9 * 
(32) a(\, 0) a (T'*) 
gesetzt wird. Ferner ist 
(33) f (Z)|® = lim #(7” ") 
“as A—> co wtdy” 


Wir nennen f (Z) eine Spitzenform, wenn 
(34) f(Z)|\®=0 
ist. Fiir Formen 0-ten Grades, d.h. fiir Konstanten soll diese Bedingung 
immer erfiillt sein. 

Es seien f (Z) und g (Z) Modulformen n-ten Grades von der Dimension — k. 
%, bezeichne den von SrEGEL‘) angegebenen Fundamentalbereich der Modul- 


gruppe M,. Unter dem Skalarprodukt von f, g verstehen wir den Integralwert 





(35) (9) =S-2-Stg@|Y-"-1d(X)a(¥) fir n>0 
pty Sn : 

und 

(36) (f,g)=19 fir n=0. 
Dabei ist Z=X+tY, X =(z,,), Y = (yyy), d(X) IT dx,,, d(Y) IT d yyy. 


“Ss esr 


ei der Bildung von (f, g) muB zunachst vorausgesetzt werden”), dab entweder 
Bei der Bildung von (f 1uB zunichst vorausgesetzt werden’), daB entweder 
f oder g eine Spitzenform ist. Offenbar wird durch (f, g) im Bereich der Modul- 
formen eine definite Hermiresche Metrik erklart. Wir kénnen uns also der 
egriffsbildungen in metrischen linearen Riéiumen bedienen, wobei Z 
Begriffsbild t I l Raun bedienen, wobei nur zu 
beachten ist, daB das Skalarprodukt noch nicht uneingeschrankt definiert ist. 

. . (n ‘ . . 

n der linearen Schar IM,’ aller Modulformen n-ten Grades von de ensio 
In der | Scl my” all Modulf ten Grades von der Dimension 

. ~~ ( . ‘ 1s (n . . ~ . 
k bezeichne G;” die Schar der Spitzenformen. Ry’ sei die Normalschar in 

Sk ] k 

(n) ; . ~(n) . 7 » . 

Mz” beziiglich S’. Mit dem iiblichen Orthogonalisierungsverfahren beweist 
. . ~~ (n) . . yl . 

man, daB eine Basis von G;’ durch Hinzunahme weiterer Formen, die auf 

aul . . (n) : ° ~ 
=?” senkrecht stehen, zu einer Basis von IN; erginzt werden kann. Mithin ist 

(n) (n) ~ (n) 
Mee Ne + Sy’. 


Eine weitere Zerlegung von My” kann in folgender Weise vorgenommen 
werden: 

Satz 3: Die lineare Schar IM” laBt sich auf eine und nur eine Weise als 
direkte Summe 


(37) Me” = Seo + Set + °° +See 
darstellen, so dap 
lL Gi=—G, 
2. Serco Re” fir v<n, 
3. ef? | Oc ];, ) fir vn. 
y(n) 


Beweis: Wir bemerken zunichst, daB N,’ durch ® umkehrbar eindeutig 
abgebildet wird. Aus 
one —" ,(n) 
{(Z)|\®=0, F(Z)CMN 


~~ (Nn) 


folgt namlich, daB f (Z) in Sy” liegt und daher auf sich selber senkrecht steht, 
was f (Z) = 0 zur Folge hat. 
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Fiir n = 0 ist Satz 3 richtig. Sei n > 0 und bereits bewiesen, daB mf” 
fiir vy <n auf genau eine Art in der angegebenen Weise zerlegt werden kann. Wir 
zeigen, daB dann auch M{” eine Zerlegung der gewiinschten Art besitzt. Es 
sei Sy? (vy < n) die lineare Schar aller £(Z) CRY”, die durch @ in os » abge- 
bildet werden; sie ist durch 


~~ (mn) 


(n) | a(n—1l ZO) - ge) 
Sex| P=Me | ONS, ’, Ser CM 


gekennzeichnet. Beachtet man, daB 





n—1 
(n) ’ (nm) —~(n — 1) 
Re |D= TF RP | OnSy, 
v 0 
und daher auch 


(nm) = (n) 
Ne zs Ske 
v=0 
eine direkte Summe ist, so erhalt man in 
a “S'=m (n) 
= o- 
M, > Sir-t+S 
’ 0 
eine Zerlegung, die den Forderungen von Satz 3 geniigt. Die Eindeutigkeit 
der Zerlegung ergibt sich aus einer Rangbetrachtung; denn es ist notwendig 


in) - =™) o~ (nm) ~~ (n 
SCS (v<n) und Sf =Cp”. 


Durch vollistaindige Induktion nach n zeigt man ohne Miihe, daB die Teil- 
schar Sfp + Sf) + ---+ Gf? durch O*—-* (0< » <n) umkehrbar eindeutig 
abgebildet wird. Insbesondere folgt aus 

f(Z)| O=-*=0, f (Z)c Se sofort /(Z)=0. 
Ferner ist Sj) |@"-*+1—0. Der Beweis ist wieder mit vollstandiger In- 
duktion nach m zu fiihren. Fir vy = n ist die Behauptung klar; im Falle » < n 
ist SY? | O2-++10¢ S"- | Pe-N-++1 gu beachten. Die lineare Schar 
S;. | O"—* besteht also aus Spitzenformen v-ten Grades. 

Wir kénnen nun ein Skalarprodukt (f, g) fiir zwei beliebige Modulformen 
n-ten Grades von der Dimension — k in sinnvoller Weise erkliren. Zu dem 
Zweck zerlegen wir f, g: 


n n (n 
v=0 v=0 
was eindeutig méglich ist, und setzen 
n 
(39) (f,9)= D (f,| O*—", 9,| P*—”). 
v=0 


Die rechts stehenden Skalarprodukte sind in der vereinbarten Weise zu be- 
rechnen. Ist eine der Formen /,g eine Spitzenform, so ergibt sich wegen 
a Ry” (vy <n) fiir (f,g) der urspriinglich angesetzte Ausdruck (35) bzw. 
(36). Die durch (39) erklarte Metrik ist definit. Aus (f, f) = 0 folgt namlich 
(f,| O"—*, f,| @*—*) = 0, also f,| ®*—* = 0, mithin f, = 0 fir alle v. 

Wir wollen nun den Beweis der metrischen Grundformel durch einen Hilfs- 
satz vorbereiten (vgl. hierzu’)). 
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Hilfssatz 1: Es gibt gemeinsame Vertretersysteme V,, fiir die Links- und 
. (m 
Rechtsrestklassen von M,, in Oj”: 


n 


Ui ’ ’ 
Or? = SY M,o= SY oM 
Vn oCV 


n 


(40) 


n-* 
o 


. vr. . . . . r (ni 
Beweis: Wir zeigen zunichst, daB ein beliebiger Komplex M,, 0 M, Cc O; 
in ebenso viele Linksrestklassen wie Rechtsrestklassen nach M,, zerfallt. Sei 


r s 

M A VA £ > A 

Vin O M,, pay M,, Os; as NiO N n 
l i 1 


mit gewissen &;,;C M,. Die Summanden jeder Zerlegung sollen element- 


fremd sein; das wird auch im folgenden stets verlangt. Da M, 0 & = M, 


o &* 
bE LEO M be E-1- NM 
(¢, ¢ Mi) mit é* ¢ V\n 


‘ 


o~' M, o gieichwertig ist, folgt 


nl 


Analog beweist man, daB s mit dem Index von M,, ™ 0M, o~ | in M,, identisch ist - 


Bezeichnet G eine beliebige Untergruppe von M,, die mit 


bas n auch stets 1) 
enthalt, so ist der Index (M,, : G) gleich dem Quotienten aus den symplekti- 
schen Inhalten der Fundamentalbereiche von G und M,. Daraus folgt nun 

s; denn M, o0—!M, o wird durch Transformation mit 9 in M, eM, e~! 
iibergefiihrt, so daB beide Gruppen Fundamentalbereiche mit gleichem sym- 
plektischen Inhalt haben. 


Im folgenden ist zu beachten, daB O;”” mit o auch die transponierte Sub- 


. . , m os . (mm). : ~(m) ~(m) 
stitution 9’ enthalt. D. h. Transposition fiihrt O,,"’ in sich iiber: O), cc. 
Insbesondere gilt auch Mj, M,,. Wir zerlegen O,,"” in verschiedene Komplexe 


“,0M,. Da jeder mégliche Komplex in einer solchen Zerlegung wirklich 
vorkommt, kann 





cy") W’shA AA AA ‘RA WV’ AA KA 
n ae (Mn 5 Ma + Mn CG Ma) +2 MO, My 
angesetzt werden, wobei 
M,o;M, M,o; M, und A, o,M, M,, a; M, 
angenommen ist. Mit gewissen £ M,, ist 
Tr 
AA AA N'AA fey 
Vi, 0; My PS n0; 6 (? r (2)). 
j=1 
[ransposition ergibt 
KA r RA , rRA 
'” 0; n v n 
1 
Es ist also auch 
. 
AA TAA 
n Vi M, = "S Oj Ni 
1 
mit gewissen 7;;C M,. Alsdann wird 
ee 
AA KA KA PRA ‘ A - N’MA 
Vn Oi Yn 1Vi Yn ya h n WijOps ps +. OD Nizs 
j l l 


Mathematische Annalen. 12 
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woraus durch Transposition 


rT r 
ve. of » Pee 
M, oi M, T M, 0; Ma ae Sij Oi ni; Ma + D ij 0: Fi; Mn 
j=1 j= 1 
hervorgeht. Analog ist mit gewissen yu; ;, ¥;;C M, 
& s & 
v i: 8 a ’ 
M,o;M, = 2M, 6; 4; ;=.& nijoiM, = 2 M,o;( 9; ;, 
j=1 } 1 j=1 
also 
XN s 
M.o,M yM,, »% > M, 1045 049 
in 5 VY \y & n M55 F; = \n (ig Fi M5; 
} / 
- s 
os , a 
— ij 9; My a V5 5 9; ya; ; My 
jm! Png 


zu schlieBen. Die Produkte 


v¥r 


, , ; 
ij Op Sij> ij PING 15; 0 lu 


bilden daher ein Links- und Rechtsreprasentantensystem der gewiinschten Art. 
AB . (m) ‘ 1 / D’ —_— B’ 
Liegt o in O, , so ist o~! ). D.h. o mo~! 
Se CD - : m\—C A’; a 
ist ganz und es gilt auch o1,146,= mt. Mit o durchliuft also m o—'! alle Sub- 
stitutionen in O;”’. Setzen wir allgemein o = V¥mo* mit ¥m> 0, so ergibt 


Hilfssatz | 


m) , , 
O% SMo= JY M,(/mot) 
7C 4m o* (Vin 
und, wenn man auf 
(m) ’ A 
On > oM, 
o Vin 


die Abbildung o + m o~ ! anwendet. 


Yin . , 
wee > M, (m a—?) > M,\/mo*—?). 
Vim o* (Vin 
Hier bezeichnet V¥, die Menge der Substitutionen o*, die man erhalt, wenn o 


in V,, variiert. Wegen 


” 








nk 
f (Z)\o m * f(Z)\o* 
ist also 
_ nk 
{(Z)\rt(m)=c,,(m)m 7 JS f(Z)\o* 
o* CVin 
(41) nk 
Cyp (m) m— ie f (Z) | o*—?. 


ao 
m 


Wir behalten das auf Hilfssatz 1 zuriickgehende Vertretersystem V}, im fol- 
genden bei und wenden uns nun der metrischen Grundformel zu. 

Satz 4: Ist eine der Modulformen f (Z), 9 (Z)C My” eine Spitzenform, so gilt 
(42) (f (Z)| x (m), g (Z)) = (F(Z), g (Z)| x (m)). 

Beweis: Es sei M,, (m) die Hauptkongruenzuntergruppe n-ten Grades zur 
Stufe m. Sie besteht aus den Modulsubstitutionen o, die der Kongruenz 


, ‘EO 
(43) o= (55) (m) 


\ 
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geniigen. %"” bezeichne einen Fundamentalbereich von M,, (m) und q (m) den 
Quotienten aus den symplektischen Inhalten von ¥" und §,,. q (m) ist gleich 
dem einfachen oder doppelten Index von M, (m) in M,, je nachdem m < 2 oder 
m > 2 ist 

Es darf angenommen werden, daB g (Z) eine Spitzenform ist. Man er- 
halt dann, wenn man die Invarianzeigenschaften der auftretenden Integranden 
beachtet und (41) beriicksichtigt 


(f (Z) |r (m). g (Z)) = f- “ff (2) 


n 


t (m) g(Z)|YF-"-'d(X)d(¥) 





] = 

aan es e's ay, 7 lyk ) - , » 
144) gmp SSE (Z)| x (m) g (2) |¥| d (X)d(¥) 
5 

nk (m) uh 





[> +f # (Z| o* g (Z|¥~P-"-1 d(X)d(¥). 


~(m) 
5 


- m s 

q (m) eve 

l Vin 
n 


Nun kénnen f (Z)| o* und g (Z) als Modulformen zur Gruppe M,, (m) und auch 
zur Gruppe o~! M, (m) o angesehen werden. Die Fundamentalbereiche beider 
Gruppen haben dengelben symplektischen Inhalt und beide Gruppen enthalten 


. , 2 . . ~» (7) 
die Kongruenzgruppe M,, (m?), die in M,, endlichen Index hat. Da o—! (%,"’) 
ein Fundamentalbereich von o~!M,,(m)o ist, so liefert eine im Falle n l 


angewendete SchluBweise (siehe *)): 
(f (Z)|z (m), g (Z)) 


¢ . (m) nk 
nk 


(45) q (m) m . > j---{ #(Z) o* g (Z)|Y "—-1qd(X)d(Y). 
0 ve : 2 (x) 
Ersetzen wir Z durch o~ ! (Z), so geht der Integrand in 
f (Z) g (Z)| o*#—*|¥F-"—1d (X)d(¥) 


iiber. woraus 


(f (Z)| x (m), g (Z)) 


nk 
c ,, (7) . : P — . x , : , 
“< m 2 SS [-+-{f(Z)g@lo* '|¥R-"—1d(X)d(¥) 
q (m) «ye os , 
m 3 
(46) I ey TT aT be . ; 
= f---{f(Z)qiZ) t (m) |Y¥ n—-1d(X)d(VY) 
q m dm ' 
ea fee y m)l\Y¥k-"-1l1d(X)d ) 
Ve ( f(Z) g (Z)] x (m) | ¥} 1(X)d(Y) 


n 


erhellt. Die Existenz dieses Integrals ist gesichert, da alle Integralumfor- 
mungen gerechtfertigt werden kénnen. Sie beruht auf der Tatsache, dab 
g (Z) |r (m) eine Spitzenform darstellt, wovon wir uns noch unabhangig von 
den bisherigen Entwicklungen tiberzeugen wollen. Erst dann kann behauptet 
werden, da®8 das Integral mit (f (Z), g (Z)| 1 (m)) identisch ist. 
Es sei 
@ (Z) ¥ b (TD) zi 8v(7Z) 
T>0 
die Fourter-Entwicklung von g(Z). Da g(Z) eine Spitzenform sein soll 


~* 
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ist b (7) = O fir | T 0. Mit dem in Satz 1 genannten Vertretersystem wird 
dann 
g (Z) T (m) Cub (m) > es b (T) e27iSp(T BD) e2xiSp(D“* TAZ) | 
) 


’ 


T>0 
In dieser Entwicklung sind alle Exponentenmatrizen positiv: 
ls 
D-*? 4 A'TA>O. 
m 
Das aber ist fiir Spitzenformen charakteristisch. Satz 4 ist nunmehr bewiesen. 
. - ° 7° . ) ( -~( . os . 
Satz 5: Die Teilscharen in der Zerlegung M;” = Nz” + Sf” sind beziiglich 
der Operatoren t (m) invariant: 


,(m) 


(47) Nie 


~(n) 


(n) 
_"s | (m) cS 


( 
|x (m) C Re ¥ 


Sk 
Der Beweis fiir die Schar der Spitzenformen ist schon erbracht. Sei f (Z) ne” 
und g (Z) eine beliebige Spitzenform S;". Dann ist nach Satz 4 (f (Z) |r (m), 
g (Z)) = 0, also f (Z) | t (m) Ny”, q.e.d. 

Um die metrische Grundformel auch fiir beliebige Modulformen f (Z), 
g (Z) my” beweisen zu kénnen, bediirfen wir einer Vertauschungsregel fiir ® 
und t (m). Im Primzahlfall (m = p) werden wir spater die bisherigen Ergebnisse 
mit Hilfe Porscaréscher Reihen erginzen und zum Teil verschirfen kénnen. 


§ 3. Die Vertauschungsregel rt (p) "~~! = O"—! 7 (p). 

Um mit Hilfe der Fourter-Entwicklung einer gegebenen Modulform 
f(z) C Me” die Form f (Z)|zt (m) berechnen zu kénnen, bediirfen wir niherer 
Angaben iiber das in Satz 1 genannte Vertretersystem V,,. Man hat zunichst 
alle ganzen Matrizen D vom Rang n zu betrachten, fiir die m D-! 
ganz ist. Bezeichnen wir die der GréBe nach geordneten Elementarteiler von D 
mit d,, d,,...,d,, 80 ist D mit einer Matrix (6,, d,,) U’ links assoziiert. Dabei 
ist 6,, das Kroneckersymbol und U eine unimodulare Matrix. Damit m D~' 
ganz wird, ist d,/m notwendig und hinreichend. Die Elementarteiler d,, ge- 
niigen also den Bedingungen 
(48) d,/d,/---/d,/m, d,>09. 


ls 


gleichfalls 


uy 


Wir untersuchen, wann zwei Matrizen vom Typus (6,,,d,,) U’ links assoziiert 
sind: Sei 


(49) (d 


Hy 


d,) U' = V' yy d 
Hieraus folgt d, d,, fiir alle uw, mithin 
(50) U-1 0 = (Bur dy) V (Bur dy) ?. 


Es sei U, die Gruppe der n-reihigen unimodularen Matrizen, 6 die Spalte mit 
den Elementen d,, d,, ..., d, und 


ir Os 4) U’, V unimodular. 


(51) U, (0) = Un (Sur dy) Un (Sus d,)7?- 
Dann ist (50) mit _ 
(52) U U, (b) = U U, (d) 


gleichwertig. Ein volles System links nicht assoziierter ganzer Matrizen D vom 
Rang n, fiir welche m D~—! ganz ist, wird also von den Matrizen 


(53) D = (6,, d,) U’ 
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gebildet, wenn b’ = (d,,d,,...,d,) alle durch (48) gekennzeichneten Zeilen 
und U ein Reprisentantensystem der Rechtsrestklassen von U,,(b) in U,, 
durchlauft. Aus A D’ = m E ergibt sich noch 
(54) A (4..-g-) U-?. 
7 

An Stelle von B soll im folgenden B U’ gesetzt werden. B D~! geht dann 
in B(d,,d,)~'! tiber. Bei festem } wird ein Reprisentantensystem der B (in 
neuer Bezeichnung) durch folgende Angaben bestimmt: 


. B = (b,,) 


(55) 


d 
b,, =0(1) fir wey, 54,, q Onn fir u<v, O<b,,<d, fir wer. 


2 
Zusammenfassend stellen wir fest: 
Satz 6: Man erhdlt ein Vertretersystem V,, der Linksrestklassen von M,, in 


cyim) 
2’ 


. bestehend aus den Matrizen 


,-((-3) * ere) 
O (6,,4,) O U’ 
wenn 
1. D' = (d,, dg, ..., d,) alle Zeilen durchliuft, die den Bedingungen 
d,/d,/---/d,/m, d,>0_ fiir alle u 


geniigen, 

2. U ein Repriisentantensystem der Rechtsrestklassen von U,, (d) in U,, durch- 
léuft, 

3. B= (b,,) alle ganzen Matrizen durchliéuft, die den Bedingungen 


Re -b,, firu<v, 0s5b,,<d fir uy 


im 
im 


geniigen. 


Mit dem in Satz 6 genannten System V,, wird nun weiter gerechnet. Wir 
finden 
~~ r, ’ fj | ad b* b., 
(56) f(Z)|r(m) = eng (m) > f(mZ|U'-1(**)) 4 (— )) (dy dy dy) 
bd, U, GC. 


0, 


B a 


Hierin tragen wir die FourterR-Entwicklung 


(57) f(Z) = S a(T) e2*i8p(r2) 
T>0 
ein. Es ergibt sich, wenn e? = exp z gesetzt wird, 


4 ;. li Bee he a 

f (Z)|t(m) =e,,(m) 3» a(T) exp2 vi Sp(m7|(“e) 1 '|2) 
,U,T dy, } 

(58) / n , h 
<| Td, ) exp 2 2iSp gg 

\, 1 B I | dy )) 
Die Summe iiber B kann berechnet werden. Dabei ist zu beachten, daB 
(t,,) Symmetrisch und halbganz ist. Wegen 


. ' » | bus 7 = 
(59) Sp(7| , Vb +2 Sed, 
\ id be Ou ty 


1 u>y» 
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folgt dann mit den in Satz 6 genannten Summationsbedingungen 


nn r b ~ n 1 y 
(60) ‘ exp 2 2iSp|{ T \-£~) IT d, oder 0 
-_— d, 
B ¥ l 
je nachdem 
d,,/t,, fiir alle uw, d,/2 t,, fiir alle Paare uw, » mit yu } 


oder eine von diesen Bedingungen verletzt ist. Wird 
t d,s fiir «a v 


uy ee 


yesetzt. so darf also die Summation iiber 7’ in (58) auf solche Matrizen be- 
schriankt werden, die in der Gestalt 


d, 8, d, 8: — F 


(61 T 


mit halbganzer symmetrischer Matrix S = (s,,) geschrieben werden kénnen. 
Aus (58) ergibt sich dann 


/(Z) t(m) 





’ | -- n ’ . nl Ouv y 
Crp(m) S' a(T)| Wa,*! ‘\ exp2 ai Sp(m T\(- )U-1 
™ y y 1 C 


62 ,U,7 ty 
NM b(T,) e22i 80 (1.2 
T 0 
mit 
ve aa) L a= sl l—v—é& 
(63) 6(T;) Cue (m) La\— TL. { (O.»4,)) ) Il d, ; 
6, U y 1 


Summiert wird hier iiber diejenigen },U, welche den Bedingungen 1. und 2. 
von Satz 6 geniigen und fiir weiche zugleich 


d, &, 1, 8,9 d,83.. dy &n 
. l mn dy 8, dy S__ dy 8g, ... dy Syn 
(64) T’, {l (d,,, d,,)] : ; 2? 
m 
d, on d, *n2 d, Je dy Snin 
mit einer halbganzen symmetrischen Matrix S = {s,,) gilt. Die Formel (63) 
stimmt im Spezialfall 1 mit einer von HEcKE angegebenen iiberein. 


Man hatte sich nun der Aufgabe zuzuwenden, die Entwicklungskoeffi- 
zienten von f (Z)| 7 (m) ®, d. h. die Koeffizienten b (7) mit Rang 7, < n auf 
Grund der Gleichungen (63) durch die Entwicklungskoeffizienten der Formen 
{(Z)' Or (md-*), wobei d ganz und d? ein Teiler von m ist, auszudriicken. 
Zu dem Zweck miiBte festgestellt werden, wie oft eine halbganze symmetrische 


on Eos . 
Matrix 7’ > 0 vom Rang < n unter den Matrizen T', (U (0,,d,)| oder jenen, 
m 


die aus diesen durch Transformation mit unimodularen Matrizen hervorgehen, 
vorkommt. Das Problem fiibrt tief in die Elementarteilertheorie und bereitet 
erhebliche Schwierigkeiten. Um so bemerkenswerter ist die Tatsache, daB es 
jedenfalls im Primzahlfall (m p) mit Hilfe Porncaréscher Reihen gelingt, 
cine Vertauschungsregel fiir t (m) und ® zu beweisen 
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Wir beschrinken uns in diesem Paragraphen auf das einfachere Problem, 
im Primzahlfall die Koeffizienten von f(Z)|t(m)€"-1! (ohne Porncarksche 
Reihen) zu berechnen. Man hat also 7’; vom Rang | anzusetzen. Wir nehmen 
einige Hilfsbetrachtungen vorweg. 

Eine Matrix Q = Q” (r < n) heiBt primitiv, wenn sie ganz ist, den Rang r 
hat und ihre simtlichen Elementarteiler gleich ! sind. Die letzte Bedingung ist 
gleichwertig damit, daB der gréBte gemeinsame Teiler aller r-reihigen Unter- 
determinanten von Q gleich 1 ist. Wir nennen Q primitiv modulo m, wenn Q 
ganz ist und der gréBte gemeinsame Teiler aller r-reihigen Unterdetermi- 
nanten zu m teilerfremd ist. Offenbar handelt es sich hier um einen Begriff, 
der den Restklassen der Matrizen modulo m zukommt. Bei Restklassenunter- 
suchungen modulo m braucht zwischen ,,primitiven Matrizen* und ,,primitiven 
Matrizen modulo m“ nicht unterschieden zu werden. Dies folgt aus 

Hilfssatz 2: Hs sei Q = Q™" (r < n) eine primitive Matrix modulo m. Dann 
gibt es eine primitive Matrix 
(65) Q* = Q (m). 

Beweis: Wir schlieBen mit vollstandiger Induktion nach +. 

1. Es sei r = 1, Q = (q,), also (q,, do, -- -, Yn, m) = 1. Wir diirfen g, + 0 an- 
nehmen. In der Zerlegung g, = qj gi mége sich qj aus Primteilern von m zu- 
sammensetzen, wihrend qj, m teilerfremd seien. Wir lésen die Kongruenzen 

qi =4q,(m), G@ =1 (qi) fir i>. 
Dann ist 
(Qi, 92, ++ +s Qn) = 1. 
Denn andernfalls gibe es eine Primzahl p mit p/q,, p/qi (¢ > 1), also p+ qi’, 
folglich p/qi, daher p/m und p/q; (i > 1). was nicht sein kann. 

2. Es sei r > 1 und die Behauptung richtig fiir Matrizen mit weniger als 7 
Spalten. Q, entstehe aus Q durch Streichen der letzten Spalte, die wir mit q 
bezeichnen wollen. Da die r-reihigen Unterdeterminanten von Q ganzzahlige 
Linearkombinationen der (r — 1)-reihigen Unterdeterminanten von Q, sind, 
so ist auch Q, primitiv modulo m. Es gibt also eine primitive Matrix 
QT = Q, (m). Wir bestimmen nun unimodulare Matrizen U, V, so dab 

2 atti _ 

verv=("), B= Br-» 
wird und rechnen mit einer zunichst beliebigen ganzen Spalte v von r — 1 
Elementen (n = Nullspalte) 


, Vv _— Vv ana re , : 
UQ(_.;)=U Qa) 1) =(UAV, UQiv+Uaq) (m). 
Sei Ugq , a eine Spalte von r — 1 Elementen; dann wird b —Va ge- 
setzt, so daB 
, * , a a 
l i 0+ l q a () y () 
also 
, V v\ En 
l Q( 4) ln 6) (m) 


wird. 6 bestehe aus den Elementen /,, bo, ..., 2,741. Da der groBte gemein 
same Teiler aller r-reihigen Unterdeterminanten von Q nach Voraussetzung 
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zu m teilerfremd ist, so folgt 
(,, Be, .. «, Oy r+1;, ™) .. 
Nach 1. gibt es also eine primitive Spalte 
b* = b (m). 
Dann ist 
: En\/V v\-! 
)* l 
( (0 b* i 1) 
primitiv und es gilt ersichtlich 
Q* @ (m), q.e.d. 


, ‘n,7T) (n 

Wir nennen zwei Matrizen Q)"” und Q3°” (r < n) modulo m rechts agso- 
ziiert, wenn sie ganz sind und wenn es eine ganze Matrix W™ mit Q, = Q, W (m) 
und (VW m) l gibt. 


Hilfssatz 3: Hs set p eine Prim- 
zahl. Ein volles System modulo p 
primitiver und rechts nicht assoziier- 


l , ‘ 
ter Matrizen Q™” wird dargestellt 
durch die Matrizen mit nebenstehen- 
01 dem Besetzungsschema, das in fol- 


gender Weise auszufiillen ist: In dic 
001 ersten Zeilen der r-Kéistchen sind 
Nullen zu setzen mit Ausnahme der 
rechten Endstellen; hier ist jeweils 1 
hada einzusetzen. Die iibrigen Stellen in 
den Késtchen sind unabhdngig von- 
einander mit den Zahlen eines festen 
Restsystems modulo p auszufiillen, 
wihrend aupBerhalb der Kédstchen 
nur Nullen zu setzen sind. Tragen 
die ersten Zeilen der r Kédstchen 
in der vollen Matrix die Indices 
Wy, Ver e+ Vp, 80 88t 


) 
Oo000.. a 0 1 | Vy Vo see Vv, n. 


Umgekehrt ist auch jedes derartige 
0000 00 nth 1. 

. os a ee System zuzulassen. Einen zu , 
gehérigen Reprisentanten 





Dasa 0 0 05 VB 





r 


bezeichnen wir mit Q, , 

Der Beweis dieses Hilfssatzes ist elementar; denn das Rechnen modulo p 
bedeutet Rechnen im Primkérper zur Charakteristik p. Die Rechtsmulti- 
plikation mit Matrizen W, deren Determinante zu p teilerfremd ist, ist daher 
mit den elementaren Spaltenoperationen (iiber dem Primkérper) aquivalent. 
Die Zeilen lassen sich nacheinander in der angegebenen Weise ausriumen, 
wenn man mit der ersten beginnt. Das Verfahren fiihrt zu einem modulo p 
eindeutig bestimmten Reprasentanten. 

Wir wenden uns nun dem Primzahlfall m = p zu. Die mit den Elementen 
d= de=°°°= G = 1,6141=—642="" d,, = p gebildete Spalte soll mit }, 
bezeichnet werden. Fiir r sind die Werte 0, 1, 2, ..., » méglich. In den Fallen 
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r= 0 und n ist U, (b,) = U 
modularen Matrizen 


n> Ist 0<r<n, so besteht U, (b,) aus den uni- 


» W x) . 
- (n—f, 
V= r J (p) mit O=OM-1», 


Die unimodularen Matrizen U, U mégen in derselben Rechtsrestklasse von 
U,, (d,) liegen. Wird U = (Q R), U = (QR) mit Q = Q™”, Q = Q™” gesetzt, 
so folgt 
Q= QW (p) 

mit einer ganzen Matrix W, deren Determinante |W| durch p nicht teilbar 
ist. D. h. Q und & sind modulo p rechts assoziiert. Erginzt man umgekehrt 
zwei primitive Matrizen Q, Q, die modulo p rechts assoziiert sind, in der ange- 
gebenen Weise zu unimodularen Matrizen, so liegen diese in derselben Rechts- 
restklasse von U, (d,). Ein Reprisentantensystem U der Rechtsrestklassen 
von U,, (d,) erhalt man also, wenn man ein Reprisentantensystem primitiver 
Matrizen Q”, die modulo p rechts nicht assoziiert sind, bestimmt und jede 
Matrix Q auf genau eine Weise zu einer unimodularen Matrix U = (Q R) er- 
ginzt. Die in Hilfssatz 3 aufgefiihrten Matrizen 


Q dv, ’ «+¥ 


13° r 
stellen ein System der gewiinschten Art dar. Dieses wird im folgenden ver- 
wendet 


y f E fir r=0,n, 
(66) _ 
Qa »....0, 40) fir O<r<n. 
132 r 
Wir setzen nun generell 
un un 
67 ij ij 0=O@-) 
(67) alo) a(u), (6 » (u) mit 
und mit festem ganzen t 
- tn’ 
r, ( Oo ; 
Die erste Zeile von U bestehe aus den Elementen 1, ug, ..., U,. Es ist also 
’ % == ae = 0 fir O<r<n, »>1, 
(03) ~ Hi 
Uy lw=—=—U=°''=u,=0 fur O<rcn, » 1 oder r= 0,n. 
Wir erhalten 
. L a= : t 
(69) T’, [U (6,,4,)] (u,, u, d,, d,) 
m ~~ 9 , hing 
und miissen 
- t , 
(70) u,, &, 6, d, = a, &,, (u = v) 
. P 
mit 
(71) Su, = 28,,=0 (1) 
erfiillen. Gleichwertig damit ist p/tu, fir «= 1,2,...,7r. Als einzige Be- 


dingung verbleibt demnach die Beschrankung auf 
O<r<a, l im Fall ptt. 


Unter den angegebenen Voraussetzungen ist 


a _ " 
(72) a(— T, {tl (,»4,))) a(w), 

7 

; — , tty Uy dy dy : 
wenn w den gréBten gemeinsamen Teiler der Zahlen —— = bezeichnet. 
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Hierfiir kann auch 

pre t ‘ 
(73) w > d,, Ug dg, . .., Uy dy)* 
genommen werden. Man stellt leicht fest, daB 


1 fir r=n und O<r<n, » i 
(u, dy, Up dg, ..., U, d, J ; . 
lp fir r=0 und O<r<n, >! 
ist, woraus 
t = ; 
is j fir r=n und 0<r<n, »y,=I1, 
(74) w Pp 
lt p fir r=0 und O<r<n, »>1 
erhellt. 
, : . r(ir—I) 4 
In einer Matrix Q, ». sind rn — » Yo—**'—%— — Stellen, 
"1"2 r 1 2 5 
die unabhangig von einander mit den Zahlen eines festen Restsystems modulo p 
ausgefiillt werden kénnen. Folglich gibt es im Falle 0 < r <n 





r(r—1) 
rn ’ ¥. ** _ = 
p 1 2 r 2 
Matrizen vom Typus Q, , ...,. SchlieBlich ist noch 
. 12 r 
n nin+ 1) rir +1) 
= l—v—k ' t) (nm ~~ — 
(75) ll F i v yp” 1—k)(n—r) 3 3 
y l 


zu beachten. Aus (63) folgt dann, wenn a (w) = 0 fiir nicht ganzes w gesetzt 
wird, 





n n(n +1) r(r+1) 
-—@ ? ° (n+ 1—k)(n—r) s— + 
(76) 5 (2) Cyz (p) - » a (w) p 2 2 
r=0U 
+b 1) ia ‘ 
cn (P)(a(tp) Pp? + a(+)) 
\p 
= 1 v" (n 1—k)(n r) ——- 1) —- 1) 
T Cy} (p) Zz a a (w) D ~ 2 
° i Q,, »: ", 
n(n + 1) ; 
a, -nkK t 
“nk (P) \a “ P)P F ’ a\ Dp )) 
n I - = 1) onh—amt ‘: 
Cnr (Pp) d p 2 a(w)p ? 
r l lawu<c...< an 
nin _ o— - Aap ba ee 
Cuu(p)a(tp)p * 1+ 3 s pplieantemsersety 
r=L1icH<...< Sn 
tt 2a (k 1) 222.4 s8-e-» 
Tr Cuz (P) a(_)p Pp = - 
n—1 
+ 1 + Zz > pe 1lpk—vy— 5 , 
r 2 li m<+++<Hsn 


In der letzten Klammer kann das erste Glied in die Doppelsumme mit r= n 
einbezogen werden. Ersetzt man hier noch 7, 75, ..., v, durch 7, ¥, . - -, Yr—1 
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- y ° ° . 
und nun r — 1 durch r, so erhalt man Ubereinstimmung mit der vorletzten 
Klammer. Wir finden 


n(n-+-1) 


—_ k 
(77) b (t) Cue (P) P 2 r (a (tp) + a( ) ) : 


1+ > p> grk | lt. tee — 9 
r=1 1loyn<...<y, cat . 
n(n +1) ‘ 
ee nk v “= t » 
Cae(pP)P * (+9 *) (a(t p) +} a(_) pr t) 


Cnz (P) pi-* IT (1+ p’ k) (2 (t p) + a| é )?*-), 
y 2 Pp 
nach (23) und (24) also 


. [tp 
(78) b (t) > a{—*) dt 2. 
djt,p 


wobei iiber alle gemeinsamen positiven Teiler von t, p summiert wird. Auf 
der rechten Seite der Gleichung steht, wie schon HEcKE gezeigt hat, der t-te 
FourtER-Koeffizient der Modulform f (Z)|@*—1! 7 (p). Es gilt also 


Satz 7: Fiir jede Primzahl p ist rt (p) O?~ 1 = O"—1 7 (p). 


§ 4. Die Vertauschungsregel 1 (p) ® = Dr (p). 


Wir stellen zunachst einige Ergebnisse iiber Porncartsche Reihen zu- 
sammen. Es handelt sich um die Reihen 


‘- o m o mn J —_— » 
(79) g (Z, T) = 9_,(Z, T) on ‘ e2*iSp(T,Z(P)) 9, 
: e(T) . 
P primitiv 
m T,0O’' -y ; _— , —_ 
Dabei ist 7 & o) [V], V unimodular, 7 >0, P = P%®, ¢(T) die An- 


zahl der Einheiten von 7’, im Falle s > 0 und 1 im Falle s = 0. Verstehen wir 


. : ' A B\ , M 
unter A, die Gruppe der Modulsubstitutionen fe p) mit C = O, so bezeichnet 


59 ein Reprisentantensystem der Linksrestklassen von A, in M,,: 
KA =" 
(80) Vn > Ace- 
@CSe 


Die Reihen g (Z, 7’) konvergieren fir k > n+ 8+ 1. Wie bisher soll k im 
folgenden stets gerade vorausgesetzt werden. 


In *) konnte gezeigt werden: 


; : TA .. | 
Satz 8: (a) Fiir 7 (2 , T)>0, k>n+e+1 iat 
fT) a 
(81) g(Z,T)\@ J Skok fiir n. 
lg (Z*, T*) fiir s<n. 


Dabei entstehen Z*, T* aus Z, T durch Streichen der letzten Zeile und Spalte. 
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(b) Fiir eine Spitzenform {(Z)c Sy” und k > n+ 8+ 1 ist 
(f (Z), 9 (Z, T)) 


n+1 n(n — 1) n(n 
~ of ao 2 4 


+ 1) 


n (7 as 2 ly 
zx * (4x) * I rk - -~} fiir s=n, 
¥ 1 - 





9 
=~ 2 (T')|T 
e(T’) (*) 
0 fiir s<n. 
Dabei bezeichnet a (T') den Fourter-Koeffizienten von f (Z) zur Exponenten- 


matrix T’. 


(c) Im Falle k>2n+1, s=n steht g(Z, 7) senkrecht auf allen Spitzen- 
formen, deren Fourter-Koeffizient zur Exponentenmatrix T  verschwindet 


, my ; ’ ° a (T . . us 2 . 
q(Z, T) ist durch diese Eigenschaft in Sy” bis auf einen konstanten Faktor ein- 
deutig bestimmt. 


Hieraus ergab sich 
Satz 9: (a) Fiir k>2n 
mi," ” abgebildet. 
(b) Im Falle k>2n+1 wird S 
von den Reihen g (Z, T') mit s 


| wird N;” durch ® umkehrbar eindeutig auf 


’ von den Reihen g(Z, T') mit s 
n erzeugt. 
Fiir Satz 3 ergibt sich auf Grund von Satz 8 (a) und Satz 9 (a) mit Hilfe 
volistandiger Induktion nach n leicht folgende Verscharfung 
Satz 10: Jst k 2n 1, so wird Shy (y 
y erzeugt und cy (vy - 


. ~ (mn) am ( 1) 
bildet Si | Pp Si. 


Unter der Diskriminante A (7') von T 


n und 
+\n 
Ni 


n) von den Reihen g (Z, T') mit 
. . , oF 1) 
n) durch ® umkehrbar eindeutig auf S;, abge 


verstehen wir 1, wenn T = QO ist, 
ane a a ae co 
und die Determinante |7,| sonst, wenn 7 lo 0) [V}, V unimodular 


T; 0 ist. Ferner sei 6, l und 6, 2 fiir s > 0. 
Satz 8 (b) gestattet nun folgende Verallgemeinerung 
Satz 11: Fiirk > 2n + 1 und f (Z) Cc Sy ist 
(f (Z), g (Z, T)) 
+1 . s(s 1) s(e+1 


9 


0 k =e —_—_—— sk - 7 8-1 
| oF a(T)(A(T)) ? an * (4x) 2 1 '\k-—— 
e(T) Peex™ 2 


fir s v, 
| 0 


fiir 8+ Vv. 
Dabei ist a (T) der Entwicklungskoeffizient von f (Z) zur Exponentenmatrix T 
. . m.: —~ (nh) —(n ow (i . . 
Beweis: Da die Teilscharen S;6, Spi, . . ., Sen paarweise orthogonal sind, 
~ r vr a | . . . + 
so folgt aus g(Z, T)c Sy jedenfalls die Behauptung fiir s+». Im Falle 
8 y ist nach (39) 


(82) 


(f (Z), 9 (Z, T)) = (f (Z)| €*—*, g (Z, T)| O"-*). 


Ist s > 0, so erhalt man die angegebene Formel auf Grund der beiden Aussagen 
von Satz 8. Wenn s = 0 ist, kann man die Formel direkt bestiatigen. 


Satz 11 fiihrt sofort zu einer Verallgemeinerung von Satz 8 (c): 
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Satz 12: Im Falle k > 2n + 1 steht g (Z, T) senkrecht auf allen Formen der 
” ~~ 7 r +s 7 ° . 
Schar G3, deren Fourter-Koeffizient zur Exponentenmatrix T verschwindet. 
Durch diese Eigenschaft ist g (Z, T’) in Sy” bis auf einen konstanten Faktor ein- 
deutig bestimmt. 

Wir untersuchen nun die Wirkung des Operators t (m) auf die Porncars- 
schen Reihen. Nach (79) erhalt man 


a " Cnk (m) ’ . « » oom 
(93) g (Z, T)|t (m) fam EY axisvrz1Pv\ 90. 
‘ €(f) P primitiv eCs, 
oCV 
m 


Die Produkte o o durchlaufen ein Repriisentantensystem der Linksrestklassen 
. (m) , : ‘ ‘ “ ‘ . 

von A, in O, ’. W,, bezeichne ein beliebiges Reprisentantensystem dieser Art. 

Dann ist also 


g7om Cnk (m ’ > eo . > 
(84) g(Z,T)|r(m) = SY eta i80(7.Z1PD |g 
e(t) P primitiv oC W,, 
und 
“2 Cyn) ’ 
(85) “n p> Ago. 
oCW 


m 


n 


Wir wollen nun zeigen, dab in (83) 9 mit o vertauscht werden kann, wenn V, 
das in Satz 1 genannte Vertretersystem bezeichnet. 

Satz 13: Durchliéuft 0 ein beliebiges Vertretersystem S, der Linksrestklassen 
in M,, und o das spezielle in Satz 1 genannte Vertretersystem V,, der Links- 


A 
von A 
m ss mi 


0 


. (m) " . ° , 
restklassen von M,, in O),, so erhdlt man in den Produkten o 0 ein Vertreter- 


—~(m) 


system VV, der Linksrestklassen von A, in O) 


Beweis: 1. Wir gehen von einer beliebigen Substitution 


AB ~\(m) 
t (op) OF 


aus und bestimmen unimodulare Matrizen U, V so, daB 
(C, D) = U (F,O) V 


wird. Mit G = U F stellt G-!C, G-!D offenbar ein teilerfremdes symmetri- 
sches Matrizenpaar dar. Es gibt dann einen eindeutig bestimmten Vertreter 
0 C Sp, dessen zweite Matrizenzeile mit G—!C, G—' D links assoziiert ist. In- 
folgedessen ist 


om. 


n 


A, B, 
TO ;' la Dp.) 
Wenn nun t 9~! = w a, wobei o einen Vertreter aus V,, und @ eine Modul- 
substitution bezeichnet, so folgt aus der speziellen Gestalt von t 9~* und o, 
daB w bereits in A, liegt. + und oo gehéren also derselben Linksrestklasse 
von A, an. 

2. Die aus den Vertretern o, 6 und 0,6 gebildeten Produkte o o und Go 
moégen in derselben Linksrestklasse von A, liegen. Dann sind die zweiten 
Matrizenzeilen von o und 6 links assoziiert. Folglich ist 9 = 0, also auch o G. 

Im folgenden mége o das in Satz 6 beschriebene Vertretersystem V,, durch- 
laufen. Doch soll nun U’~—! an Stelle von U geschrieben werden. Das hat zur 
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Folge, daB U ein Vertretersystem der Rechtsrestklassen von U;,(d) in U, 
durchlauft, wobei U;, (b) durch Transposition aller Matrizen aus U,, (b) entsteht. 


S» bezeichne das von SreGEt*) angegebene System der Sukstitutionen 


A, O B, O 
OEOO Vv’ oO EO 

(86 : ee ( 

86) 0 c,0 D,0}\o v-3 und 0 - 
OOOE 

wobei 


1.C®, D©® ein volles System links nicht assoziierter teilerfremder symmetri- 
scher Paare mit |C,|+ 9 durchléuft und jedes Paar C,, D, auf genau eine 
Weise zu einer Modulsubstitution 
A, B 
e *) -M, 
C, D,) * 
ergainzt wird, 
2. R™®) ein volles System rechts nicht assoziierter primitiver Matrizen 
durchliuft und jede Matrix R auf genau eine Weise zu einer unimodularen 
Matrix V = (R «) erginzt wird, 


3. t alle Zahlen 1, 2, 3,..., » durchlauft 
. EO , , 
Der Fall 0 . z) soll durch t = 0 gekennzeichnet sein. 


Sei (C, D) die zweite Matrizenzeile von o 0; dann gilt 
/ n k 
(87) |OZ+Dl*=|( Id, }| Cy Z [R} + Dyi-*. 
v=1 
Ist t= 0, so tritt hier kein Determinantenfaktor auf. Beachtet man noch 


(88) Sp(T;, (oe (Z)) [P]) = Sp(m 7, (0 (z))|U (#") P| + 7, (%*) (P}), 


so ergibt sich 


(89) qg(Z, T)\t (m) 


Cnk (m) y’ ¥) ¥27isp(7,Z[P) 


ie tt bl 50 
e(T) P oC Vm @ Se 
Cnk (m) a ’ 
ak™ oppyyP yw y| I d,*) » 
eT) PV ORT cod,.® \va1 ” | 


; “a nm T Sur 
|CyZ [R] + Do|- exp 272i Sp(m T’, (0 (a))|U (“ ) P| 


Duy 
+ T, (-7*) (PI). 
Wir beschrainken uns nun auf den Primzahlfall m = p. Es sei }, die Spalte 
mit den Elementen 


(90) d,=d,=-:-=d=1, dhgi=dhig='''=d,=p 
und 

f Buse ’ 
on Fs = (i): 


An Stelle von 6} wird nun iiber h von 0 bis m summiert. 
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U durchlauft ein Vertretersystem der Rechtsrestklassen von Uj, (,) in 
U,,, wobei U;, (d,) die Gruppe der unimodularen Substitutionen 


(92) W= (* °) (p) mit 0 =O0%"-*») 


** 


bezeichnet. Mit einer oben angegebenen SchluBweise zeigt man: Ein Ver- 
tretersystem der gewiinschten Art 
erhalt man, indem man sich ein ge- 
eignetes System primitiver Matrizen 
Q = Q™"-» verschafft und jede OO « se vi wien ee 
Matrix dieses Systems auf genau 
eine Weise zu einer unimodularen 
Matrix U = (* Q) erginzt. Ein ge- 
eignetes System erhalt man in 
den Matrizen mit nebenstehendem 
Besetzungsschema, das in folgender 
Weise auszufiillen ist: In die letzten 
Zeilen der n —k Kastchen sind Nul- 
len zu setzen mit Ausnahme der 
linken Endstellen; hier ist jeweils 1 
einzutragen. Die iibrigen Stellen in 
den Kastchen sind unabhiangig von- 100 
einander mit den Zahlen eines festen 
Restsystems modulo p auszufiillen, 
wihrend auBerhalb der Kiastchen 
nur Nullen zu setzen sind. Tragen 
die letzten Zeilen der n — h Kast- l 
chen in der vollen Matrix die Indices 
M1, Vey - + +5 ¥un—hy 80 ist 


ED es sue ew 6 3 ee 








i, ee ee 


Umgekehrt ist auch jedes derartige System zuzulassen. Einen zu 7», v9, . . . 


h 
gehorigen Repriisentanten bezeichnen wir mit Q,, .. 
12 


» Mm - 
Im folgenden 





-*n—h’ 
soll also 
oe sail E fir h=0,n, 
a | (* Qy, v5. +: — a) fir O0<h<n 
genommen werden. 
Wir erhalten damit 
7 Cnk(P) > y ry oP P_-~-ne 
g (Z, T) |r (p) e(T) — a ky et fet, hg ' 
(94) Ph 00, v5-+-m—pe t=00C,,D, R 


x |C,Z[(R) + D,|-* exp 22tSp(p7,(o0(Z)) (UF, Pj+ T,(BF,) [P)). 

Zur Berechnung von g (Z, 7')|1 (p) ® fiihren wir den in (33) beschriebenen 
Grenziibergang aus. Mit einer in *) auseinandergesetzten Methode laBt sich 
zeigen, da dieser Grenziibergang in der unendlichen Reihe (94) gliedweise 
vorgenommen werden kann. Wir fiihren die Grenzwertberechnung mit 

7 Z* un ‘ 

of *- ve 
(95) Z : eE! Z*C Ga-1, ADO 


aus. Enthalt die letzte Zeile von R eine von 0 verschiedene Zahl, so gilt, wie 
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in ®) bewiesen wurde, 
. | ¥ 
lim | C, Z[(R] + D,| =~. 
A x 


Folglich darf 
R* 
(96) R=(",) 


n’ 
angenommen werden. Dies hat t <n zur Folge. R* ist wieder primitiv. Es gilt nun 
(97) | Cy Z [R] + Dy| =| Cy Z* [R*] + Dy | 


Eine einfache Rechnung ergibt ferner 





P o* (Z*) n 

‘ 0 
(98) 9(Z)=(" ©,’ :,) 
mit 

A, O B, O 

OEOO v* O , 

if * * . 

(99) 0 0.00 (o pe-1)> V*=(R*e). 


OOOE 


Die Matrizen Ay, By, Cy, Dy sind hier so zu erginzen, daB eine Modulsubstitution 
(mn — 1)-ten Grades herauskommt. Zwischen o* und Cy, Dy, R* besteht also 
ein analoger Zusammenhang wie zwischen o und C5, Dg, R. 
Wir untersuchen nun den Exponenten in (94). Wird 9 (Z)=X,+ iY, 

gesetzt, so folgt nach (98) 

lim Sp(p 7, Y,(U F, P))=<, 

A> « 
wenn die letzte Zeile von U F, P von 0 verschiedene Zahlen enthialt. Diese 
Fille kénnen gleichfalls ausgeschieden werden. Auf Grund des Besetzungs- 
schemas der Matrizen Q kann miihelos erreicht werden, daB die letzte Zeile 
von U aus den Zahlen 

Be Qn Gow £,¢...889 


besteht, je nachdem v,_, = n oder v,;_, <n ist. Wir diirfen demnach 


u U*\ , 
fiir tM,» n, 
ln 

(100) U 


U*¥u : 
| , i} fiir Vn h n oder h n 
nl 


setzen. Besteht die letzte Zeile von U F, P aus Nullen, so bedeutet dies also, 
daB 


n ;, 
|| ps) fir vn, <8, 
j 2 
(101) I pe 
| n’ ) fir v,,~=—n oder h=n 


ist. Insbesondere darf also auch s < n angenommen werden. Die Matrix P* 
ist wieder primitiv. 
Wir fiihren noch folgende Bezeichnungen ein: 
[]* (* Q*) , 

(102) Qe ([Qee-2.2-% fir w,,< Nn, 

{Q*@—-1..-1—-* fir », ,;=—n oder h=n. 
Fir h <n entstehe df aus b, durch Streichen des letzten Elements, analog 
Fj, aus F,, durch Streichen der letzten Zeile und Spalte. Die Matrizen U* 
durchlaufen wieder gewisse Rechtsrepriisentantensysteme. Dies wird zum 
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Ausdruck gebracht durch 


= > Tey’ . ™ 
(103) Un-1 U* U;,— 1 (d*) fir h<n, 
U* ‘EO-») fir h=n. 
Dabei ist 
* - 
(104) b* i fir m-a~a<n, 
df fir »,-,;=n. 
Eine einfache Rechnung liefert 
U* F* p* 
i= M > 
(105) UF,P=( ., } 
mit 
(106) F* f ‘h— 1 al Yn—-a<n oder A n, 
\Fi fir v,_,="7 
und 


(107)  Sp(p 7, (e(Z)) (U F, P)) = Sp(p 7; (o* (2*)) (U* F* P*)). 


Der zweite Bestandteil des Exponenten in (93) wird ahnlich behandelt. Sei 
b,, bj 
oll 6. Be) fir v,,<n oder h=n, 


(108) 
B* b, \ - 

ants ) fir v,,=n. 

: bs ban 

Dann findet man 

(109) Sp (7, (B F,) [P]) = Sp (7, (B* F*) [P*)). 

Wir stellen fest, daB die Reihenglieder von (94) mit einem von 0 verschiedenen 

Grenzwert von A iiberhaupt nicht abhingen. Es ergibt sich 

(110) g(Z,T)\it(p)@ 


ec (p) n n—1l 
nk\P) v Sy yr SY Spo » 
e(T) woe — . — . 

h 0%, o....—m—a B t=0 CDR 


< |C,Z* [R*] + Do|-* exp 2 xi Sp(p 7, (o* (Z*)) (U* F* P*] + 7, (B* F*) [P*)) 


n n—1 
nk (P) Dy yy rr yr YF Spm x 
e(T) _ — = 
Aes 1 g?e—he—w F aghs =0 C,, D, R* 
*n—h*< 


<|C,Z*[R*] + D,|-*exp 2.2 Sp(p 7, (o* (Z*)) [U* Ft_ 1. P*] + 7, (B* Fh_1)[P*)) 





» o-)i n—1 
fnk\P) > y rr TS FT Fg 6-m 
€(7) 4=0 gein—1;n—1—A) P® bags, t=O CoD, B® 
U, %%—A=% B 
C,Z* [R*] + DJ-* exp2 xi Sp(p 7, (o* (Z*)) (U* Fi P*] + 7, (B* Fh) [P*)). 


Die Reihenglieder hangen von den GréBen 1d ban, 0g, u nicht ab, so daB die 
Summation iiber 6,,,6, bzw. b,,, 6,, u sofort ausgefiihrt werden kann. Aus 
Satz 6 entnimmt man 


b,, =b,, =0(1), 056, <d,, O50, <d, fiir alle y. 
Daraus folgt 
>t l : : 
a im Falle m,~,< n, 
Ds 1, bs 7 
(111) . 
.Y n—h . i 
PE Sad im Falle %,—~,=7. 
ony bs 
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Man bestiitigt leicht 

5") = , 
(112) a} = p* im Falle »,_,=n. 
Ersetzt man in dem ersten Summenkomplex von (110), in welchem iiber A von 
1 bis m summiert wird, h durch h + 1, so lassen sich die beiden Summen- 
komplexe zusammenfassen. Man erhiilt 


(113) 9 (Z, T)|x(p) @ 
n—1 n—1 
Mateo 5 SEs eS 


h=0 g*(n—1,n—1—h) P* Be t=0 ©,,D, Be 
x p- ®-1-E|C, Z* [R*) + D,|-* 
< exp 2 2i Sp(p 7; (o* (Z*)) (U* Fx P*) + T, (B* Fj) [P*)) fir s<n 


Dies ist unsere Ausgangsreihe (94), jedoch gebildet fiir n — 1 an Stelle von n. 
Auch der Normierungsfaktor stimmt nach (23). Dazu kommt noch 


(114) g(Z, T)\r(p) ®=0 fir s=n. 
Far T = (72°) und s < n folgt aus (113 

Lo’ o) un 8 <n folgt aus (113) 
(115) g (Z, T)|x (p) ® = g (Z*, T*) |x (p), 


wobei 7* aus 7 durch Streichen der letzten Zeile und Spalte hervorgebt. 
Satz 8 (a) ergibt schlieBlich 
(116) 9 (Z, T)|t (p) ® =g (Z, T)|P x (p). 
Das Hauptergebnis dieses Paragraphen folgt nun aus Satz 9 (b): 
Satz 14: Fiir jede Primzahl p und k>2n+ 1 ist r(p) ®= Dr (p). 
Wiederholte Anwendung dieser Regel liefert 
(117) t (p) ®* = Dt (p) fiir vy <n. 
Um dieser Beziehung auch noch fiir vy = n einen Sinn zu geben, soll fiir be- 
liebiges m und eine beliebige Konstante f (= Form 0-ten Grades) 
(118) f | (m) = cox (m) f mit cog (m)= J'd*-' 
dj/m 
vereinbart werden. 
Sei g(z) eine beliebige Modulform ersten Grades mit dem konstanten 
Koeffizienten a (0). Wie Hecke gezeigt hat, ist dann co, (m) a (0) der kon- 
stante Koeffizient von g (z) | t (m). Wir kénnen also 


(119) g (z) | (m) ® = g (z)| Pr (m) fir g (z)c my 
notieren. Insbesondere folgt nun auch 
(120) t (p) O* = DO" x (p). 


Wir merken noch an, daB (22) und (23) auch noch fiir n = 0 bzw. n = 1 gelten. 


§ 5. Eigenfunktionen. 
Aus der eben bewiesenen Vertauschungsregel ergeben sich wichtige Eigen- 
schaften fiir die Modulformen n-ten Grades. 
Satz 15: Die linearen Scharen Sf” sind invariant beziiglich der Operatoren 
t (p), wenn k > 2+ 1 und p Primzahl ist: 


(121) Sf? | x (p) < Spr. 
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Beweis: Fiir n= 1 folgt die Behauptung aus Satz 5. Sei n>1 und Satz 15 
richtig fiir »— 1 an Stelle von n. Dann ist nach Satz 10 und Satz 14 fiir »< n: 


-~(n) ~(n—1) ~ ~(n—1) ~(n) | ~~ (n) 
Sir |O = GS, Se, | t (p) = Sey | Dx (p) - Sir |t (p) , 


wk | 





~ ( -~(n) . : . . 
also Sj’) > Sz, | t (p); denn beide Scharen liegen nach Satz 5 in Nf” und Ny” 


wird durch ® umkehrbar eindeutig abgebildet. Der ausgelassene Fall » = n 
wird durch Satz 5 erledigt. 


Auf Grund der mitgeteilten Siaitze kann die von H. PeTersson®) ange- 
gebene Formel 
(122) g (z, p)|t (q) = 9 (z, q)|t (p) 
miihelos verallgemeinert werden. Die Formel gilt fiir beliebige natiirliche 
Zahlen p,q. Wir beschriinken uns darauf, fiir p und g Primzahlen zu nehmen. 
AuBerdem werde k > 2n + 1 vorausgesetzt. Bezeichnet 7’, eine ganze sym- 
metrische Matrix >0 vom Rang | mit der Diskriminante p, so gilt 

g (Z, T,)| O*-! = g (z, p), analog g (Z, T,) | *-1 — g (z, q), 
folglich nach Satz 7 
(9 (Z, T,)|t (q) — 9 (Z, T,)|t (p))| O*-! = O. 

Da die Differenz der Formen in der Klammer der Schar G’? angehdért und diese 
durch @*-! umkehrbar eindeutig abgebildet wird, ist nun 
(123) g (Z, T,) | t (q) = 9 (Z, T,) | t (p) 
zu schlieBen. 

Satz 16: Es sei k>2n+ 1, p eine Primzahl, {(Z),g(Z) ein Paar von Mo- 
dulformen aus IM;’. Dann ist 
(124) (f (Z)|t (p), g (Z)) = (f (Z), g (Z) | t (p)).- 

Beweis: Sei 

n n 
t(Z) = X f,(Z), 9 (2) = & g,(Z) mit f,(Z), 9, (Z)c Ser. 
v 0 v=0 
Nach Satz 15 ist dann auch 
f,(Z) | (p), 9, (Z)| rt (p) < SEP. 

Wiederholte Anwendung von Satz 4, der auch noch fiir n= 0 gilt, und Satz 14 
ergibt dann 


(f (Z)|t (p), ¢ (Z)) ’ (f, (Z)\t (p) ®"-*, g, (Z)| O"-”) 


’ 


3 is 


E (f,(2)| Or" (p), 9, (2)| "-") 


y=0 
Y (ft, (Z| @*-", g, (Z)| O"-* t (p)) 
v=0 


n 


DL (t,(D 


(f(Z), g(Z)|t (p)). 


%) PETERSSON, H.: Uber eine Metrisierung der ganzen Modulformen. Jber. dtsch. 
Math.-Ver. 49, 49—75 (1939). 





o"-*, g, (Z)|t (p) *~*) 





R* 
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Satz 17: Ist k > 2 n + 1, so gibt es in ef eine Basis f, (Z), f,(Z), . . ., f; (Z), 
die aus Eigenfunktionen der Operatoren t (p) besteht: 
(125) f, (Z)|t (p) = a, (p) f, (2) 


Dabei bezeichnet p eine beliebige Primzahl. 


Beweis: Wir wiahlen in oy? eine normierte Orthogonalbasis g, (Z) (r 
1,2,...,j) und bestimmen die Darstellungsmatrizen A (p) = (A,,(p)) der 
Operatoren t (p) beziiglich dieser Basis. Aus 


9, (Z) Ars (P) 9, (Z) 


5 
ms 
folgt dann mit Hilfe von Satz 16, daB die Matrizen A (p) hermitisch sind. 
Nach Satz 2 sind sie vertauschbar, sie kénnen also mit Hilfe einer unitiaren 
Transformation simultan auf Diagonalgestalt transformiert werden. Die trans- 
formierte Basis besteht dann aus Eigenfunktionen der Operatoren rt (p). 

i an he oy ; :, ae” 

Sind a(7') die Fourter-Koeffizienten einer Modulform und ist 7 io pa 


T 


, T, so wird a (T') = a (T,) gesetzt. 
Satz 18: Jst k>2n4+.1, so laBt sich in oi? } oS eine Basis f, (Z), 
f.(Z), .. -, fo, (Z) mit folgenden Eigenschaften finden: 
1) Es ist f,, 
2) Die Eigenwerte a, (p) sind Fourter-Koeffizienten von f,, (Z). 
3) Wenn { (Z)c So + He und f(Z) |r (p) = a(p)f(Z) fiir alle Prim- 
zahlen p gilt, dann ist f (Z) = c f,, (Z) fiir ein gewisses 1 und eine geeignete Kon- 
stante c 





t (p) = a, (p) f,, (2) fiir alle Primzahlen p. 





Beweis: Die Existenz einer Basis /, (Z), f.(Z), ..., f.,(Z2) mit der Eigen- 
schaft 1) folgt bereits aus Satz 17. Nach Satz 7 wird dann 
(f,, (Z) | ®"-") | (p) = a, (p) f, (2) | O*-?; 
d. h. die Formen ersten Grades /, (Z)|@®"~— 1 sind Eigenfunktionen der HEcKE- 
schen Operatoren T' (p). Da die T' (p) bereits den vollen Ring der HeckEschen 
Operatoren erzeugen, ist auch 
(f, (Z)| ®"—") x (m) = a, (m) f,, (Z)| O*-! fiir alle m. 





Bei geeigneter Normierung der Formen f,, @"~—! sind die Eigenwerte a,, (m) 
Fourter-Koeffizienten von f/f, (Z)|@®"*—', also auch von f,(Z) selbst. Die 
- ; ‘| ~(n) 

Eigenschaft 2) ist also realisierbar. Ist f (Z) Cc Spo +4 ¢\") Eigenfunktion der 
Operatoren t (p), so folgt zuniachst wieder 


(f (Z)| 1) | x (m) a (m) f (Z) | ®* a 





auf Grund der Hecxeschen Theorie also 
f (Z)|O"-1 =cf, ( 
P ° ‘ . - ~~ (n) -~(n) , 
fiir ein gewisses u und eine geeignete Konstante c. Da Spo + Se; durch 
‘ . . a ‘ , » P 
@*—1 umkehrbar eindeutig auf M;’ abgebildet wird, folgt nun f (Z) = f,, (Z), 
q.e. d. 


Satz 19: Es sei k>2n+1. Dann gibt es — je nachdem k = 2 (12) oder 
b= 2 (12) ist — in S72) + Sf? genau Fak Ll bzw. E 3 | verschiedene Formen 
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{(Z), deren Fourter-Koeffizienten a(T) der folgenden Multiplikationsformel 
geniigen 


(126) a (p)a(T’) = Cy (p) Sa(—7r [U (8,, d,)1) [-.°. 
d,U P v= 1 


Die Summationsbedingungen sind hier dieselben wie in Formel (63), wenn man 
dort m= p und T,=T setzt. p bezeichnet eine Primzahl. Die so gekenn- 
zeichneten Formen f (Z) sind linear unabhiingig. 

Beweis: Geniigen die Fourter-Koeffizienten a(7') von f(Z) der ange- 
gebenen Multiplikationsformel, so ist nach Herkunft dieser Formel klar, daB 
f (Z) |x (p) = a (p) f (Z) fiir alle Primzahlen p gilt. Umgekehrt folgt hieraus 


wieder die Multiplikationsformel. Die restlichen Behauptungen ergeben sich 
aus Satz 18. 


§ 6. Die Operatorentheorie der Modulformen zweiten Grades. 


Der Aufwand, der bereits im Primzahlfall m = p erforderlich ist, um ein- 
fache Vertauschungsregeln fiir die Operatoren zu bekommen, berechtigt kaum 
zu Hoffnungen auf eine befriedigende Erledigung des allgemeinen Falles, in 
welchem m,n, k Keiner Beschrinkung unterliegen. Wir wollen nun noch den 
Fall » = 2 ohne weitere Einschrankung fiir m und k behandeln. Der Reich- 
tum der Theorie an allgemeinen Beziehungen wird dabei etwas besser zur 
Geltung kommen. 

Es sei 
(127) f (2) = 

x 


eine Modulform zweiten Grades. Die Koeffizienten der Entwicklung 


"a (T) e2xiSp(TZ) 
0 


IV I “ 


(128) f (Z) t (m) b b (T') e2#*Sp(TZ) 
7 T>0 
kénnen mit Hilfe von (63) berechnet werden. Der Fall n 


2 gestattet in der 
Darstellung einige Vereinfachungen. Mit 


(129) d,=g, d,=gd, m=ghd, S, 4 r 
geht (63) in 
‘yy ’ g ‘Tf 4 y 9 ° 
(130) b(T)=cex(m) SY? a(z5T [U Sa])g (gy? d)'-* 
ghd: m 


iiber. Hinsichtlich der Summation ist folgendes zu bemerken: Bei vorge- 


gebenem d durchlauft U ein volles System von unimodularen Matrizen, so 
daB die ersten Spalten aller U modulo d rechts nicht assoziiert sind und 


‘ l mere 8 ¢ 
(131) ia 2 [U Sq] a mit 8 = 8 =238, = 0 (1) 


8) d 8» 


Nes an 00 , : ,_f 
gilt. Fir 7 al ergibt sich, wenn [ ‘ 


( A 
} 


: 
5) gesetzt wird, 


hd yo d 6*d? he 


a( PIU Sa) =0( $5 (0 jeu)) (eee) 


denn es ist 


(y*, y bd, 6 d*) = (y, bd)? = (y, d)?. 


/ 
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Wir erhalten nun 
ig t (y, d)? ' 


b (t)=coz(m) >» a| rd 


— 


ghd=m 
+ 


)g (g?d)'-* 


(132) 


mit der Summationsbeschrankung 


ty® 2tyd td? 


iia: ele * 





0 (1). 

Diese Forderung ergibt sich aus (131); sie kann durch die folgende ersetzt 
werden : 

(133) hit, hdjt(y, d)*. 

Es darf und soll vorausgesetzt werden, daB der linke untere Koeffizient von U 


stets d teilt: y/d. Sind niaimlich «, y teilerfremd vorgegeben, so sind die Be- 
dingungen 


(é,d)=1, yE=y, (d) mit y, = (y, d) 
lésbar und es gilt 
a a\. . & 
(a,, 7;)= 1. »,/d, (*) (-) € (d) mit a=—aé 
fi/ / 
: F : : : a . 
Jede unimodulare Matrix UU’, mit der ersten Spalte (° ‘) kann nun bei der 
' , , ; ; . af - . . 
Summation in (132) an die Stelle von | ( al treten. Die Voraussetzung 
\y ¢ 


y/d ist also in der Tat unwesentlich. 
Wir bezeichnen mit g, (y) die Anzahl der Restklassen « modulo d mit 
o . ’ x . es . 
(a, y, d) = 1, fiir welche die Spalten {| ) modulo d rechts nicht assoziiert sind. 


Die Teilerfremdheit von « und y kann nachtriaglich durch eine Anderung von « 
innerhalb seiner Restklasse erreicht werden. Aus (132) folgt mit y= r,d=rs 


. t 
P bit Coz (m ? wo ¢ r) g (g?2 rs) -F. 
(134) ) tf) 2k | ae a rg Pre (vr) 9 (9° 1 8) 
Ajt, hesijtr 


Es geniigt, wie wir spiter sehen werden, wenn wir nun den Primzahl- 
potenzfall m = p”“ weiter diskutieren. Zuniichst ist 


P fiir 0. | 

(135) Ppu +» (p*) | Pp | lu 
lp (p”) fir weal, r2>0 

zu beweisen. Die Behauptung ist klar fiir «= 0. Im Falle yu > 0 ist leicht | 


festzustellen, dab a =a’ (p’), (a, p) 1 notwendig und hinreichend fiir die 
Lésbarkeit der Kongruenz 

a a 

(«) ( «) 2 (p***) 


ist. Man erhalt demnach ein volles System modulo p“+” rechts nicht asso- 
, ’ a 
ziierter Spalten vom Typus p}. wenn man @ ein primes Restsystem modulo 
: : : 


p’ durchlaufen laBt. Die Anzahl dieser Reprisentanten ist g (p”), wie behauptet 
wurde. 

Unter der Voraussetzung m = p” ist in (134) entweder r ein Teiler von s 
oder s ein echter Teiler von r. Dementsprechend nehmen wir eine Zerlegung 
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von (134) in zwei Teilsummen vor. In die erste Teilsumme nehmen wir die 
Glieder mit s = rq und in die zweite Teilsumme die mit r= sq, g > 1 auf: 





f Us e ; 
b(t) =cox(o) SS a(—E 4) grag (r) 9 (g? 72g)! 
(Arq) 
ghreq=p" 
hit, hait 
’ pt 
+cox(pY) SY a | hay Psq (8 q) g (9? 8* q)'—* 
‘ ghs*q = p™ : 
(136) q>1, Alt 
“ yr pi r~*t v 2-2 p\l—k 
Con (p") 2 a *=_— 2 Fra(r)g (9? rq) 
*/p™ Ip“ r— 2, t) gl=p%r- 2 
hq=l 
7 : »" 2 t — : 
+ coz (p") » Ein it ("| p Pstq (8 9) 9 (9? 8? q)'-*. 
s*/p™ hi(p™s 2 4) ga= pes 2,-1 
q>il1 


Wir ersetzen die Summationsbuchstaben r,/ durch s,h, um die Summen in 
folgender Weise vereinigen zu kénnen: 


u.—2 
b (t) C2 k (p") P P a (2 +) 


s*/p™ hi(p“s— ~, t) 


[> Csq (s) (p™ g-2h 1)3 2k (s? q)! —k 





alh 
7 1 » Por (s q) (p™ g-2h-1 q 1)3 2k (32 q)} = k\ 
(137) plaip“s— *h 1 
u u(3—2k) Y" .2(k— 2) » i p™ s" x 2k-3 
Cox (p*) p¥O—*") D e@—* i 2 i Arte -3 » 


8*/p™ hi(p“s— 2, t) 
Xgeg-t+ 


g g(sq)q* = 2) 
\q/h 1 a 


plalp™s—*h 
Der Wert der geschweiften Klammer kann mit Hilfe von (135) leicht ermittelt 
werden. Doch ist zunachst eine Fallunterscheidung erforderlich. 
Fall s > 1: 
{}=D' 9 (sq) qg-*+ 
a/h piaip“s— 2h 
q (2 ¢ oS ae ie 


ah piqip“ s~ 2n- 


l- 





‘1 —(hp)?-* _@ 1— (po 2a)? -* 
(s) (Fe + p-? —_______— 
F i-y*? l-y,-? 
(p" s~*h-1)¥-? _ (appz —* 
= y (s) —————, - — 
¥ I-g* 
u+1.—2k-2 
o-} o_p- (Pp in —] 
= p*—* » (s) h?-*§ ——___._—_ 
7 } 1p 
Fall s = 1: 
{} ¢ ky Bi q*-2 
glh piqip"“h—- * 


(u+ 1)(k — 2) 
= pe-* h2-* _Atbateeehn d “4 
2-—&k 

l-—p 
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Man erhalt damit 


u+1 2\k-—2 
b (t) = can (p") pe—2 Yr g (at#-9) 1 8D 
(138) s*/p" — i” 


hi(p™ s 2 2) 
Hierin ist noch 
1 
u u(k — 1) S’g2-—& u(k— 1) : 
Con (p") = P | ad P , (u+ 1(2—h) 
ap” wat 
einzutragen. Eine weitere Vereinfachung erzielt man mit Hilfe der Teiler- 
summen 


(139) 6, (m) = Sd’. 


dim 
die sich im Primzahlpotenzfall einfach summieren lassen: 


o, (p") -— 


Nach gehoériger Zusammenfassung ergibt sich schlieBlich 


u 2 


~ 
a 
~ 
~~ 
S 
* 


u 2 
(140) b(t)= "9 (g2* — 3) \ a\? 5 é }Ae—-1, 
a u ; 2 
s°/p™ Oe—2(P ) hip" *,4 ' 


Bekanntlich ist 





> p 8 *t Re-) 

“ 2 a h* 
hi( ps “st) 
der t-te Fourtrer-Koeffizient der Modulform f (Z)|@®r (p“ s—*). Es besteht 
also die Identitat 

f(Z)\ xr (p") @ 
; . Op_el(p"d *) 

(141) >, vy (d**-*) s=5 


o oe { py) 
a p™ k 2 | 


f(Z)| Or (p* d-*). 


Da @ (m), o,(m) und t (m) ,,multiplikativ’ hinsichtlich Teilerfremdheit sind, 
kann die Formel (141) sofort auf beliebige m an Stelle von p” iibertragen 
werden. Man erhalt das folgende Resultat: 
Satz 20: Fiir jede Form { (Z) C My? ist 
f(Z)\r(m) @® 
‘ ee kf - 
(142) >: y (d2*-3) ———f (Z)| Dr (md-*). 


dim O, 9 (m) 





Die in § 5 fiir den Primzahlfall m = p formulierten Sitze lassen sich im Falle 
n 2 ohne Einschrankung fiir k beweisen und zugleich auf beliebige m ver- 
allgemeinern. Das soll nun ausgefiihrt werden. 

Satz 21: Der Operator ® bildet die linearen Scharen of und 0?) umkehrbar 
eindeutig auf oi? bzw. ot ab. 


Beweis: Fiir k > 5 folgt die Behauptung aus Satz 10. Die iibrigen Fille 
werden durch einen Satz von Srece erledigt (siehe *)), demzufolge M@® von 
der EIsENsTEIN-Reihe g (Z, O) (sie konvergiert noch!) erzeugt wird und I 
nur die Null enthait. 
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Satz 22: Die linearen Scharen Se (»- 2) sind invariant beziiglich der 

Operatoren t (m): 
SP | x (mc SP 

Beweis: Fiir die Schar der Spitzenformen (vy = 2) wurde die Behauptung 
in Satz 5 ausgesprochen. Sei » < 2 und f (2) ; Shr. Dann ist nach Satz 21 
{(Z)|®c SP, folglich {(Z)|®r(md-2) c Sf” far d?/m. Nun ergibt (142) 
f (Z)|\ zt (m) @ Si”. Beachtet man noch, daB nach Satz 5 f(Z)|r(m) in 
ny? ey? : o\”) liegt, einer Schar, die durch ® nach Satz 21 umkehrbar 


- ~(2) 
T (m) C Spy. 





eindeutig abgebildet wird, so folgt in der Tat f (Z 
Satz 23: Fiir f (Z), g (Z) c MP? ist 
(f (Z) | x (m), g (Z)) = (f (2), g (Z)| x (m)). 
Beweis: Sei 


f (Z) yf, (2), 9 (2) yg, (Z) mit f, (Z), g, (Z)c Sf 


v=0 v=0 


2) 
v 


Nach Satz 15 ist dann auch 
se P ~(2 
f, (Z) |r (m), g, (Z)| rt (m) Si. 
Demnach gilt 


(f (Z) |r (m), g (Z)) y OF | Z)\t (m) O2-", g, (Z) @2-"), 


Nach Satz 4 ist 
(f, (Z) | t (m), go (Z)) = (fe (Z), Ge (Z) | t (m)) 
zu schlieBen. (142) ergibt 
(Z) |x (m) ®, g, (Z)| ®) 


: o, %—2(™m é*) .. P a , 
>) yp (d**-*)——____(f, (Z) | ® x (m d-?), g, (Z)| ®) 
d*/m Oo, 2 (m) 
: a, M2 (m qd*) ; i , 
y” p (d?*—%) ——____- (f, (Z) | ®, g, (Z) | ® x (m d-2)) 
is i 1 
dim Oy 9 (m) 


(f, (Z)| ®, g, (Z) | (m) ®) 
Ebenso ist 
(fo (Z) | t (m) B*, g, (Z) | B®) = (fy (Z) | B*, gy (Z) |r (m) B?) 
zu beweisen. Dabei ist zu beachten, daB (142) zufolge (119) auch mit ®? an 
Stelle von ® und Satz 4 auch noch fiir n = 0 gilt. Nunmehr ergibt sich 


9° 


(f (Z)|t (m), g (Z)) = X (f, (Z) | B?-*, g, (Z) |r (m) O2-*) 


v=0 


(f (Z), g (Z)| t (m)), q. e. d. 
Satz 24: Jst f (Z) oS}? vy < 2, so gilt f (Z)| t (m,) t (mg) = f (Z) | t (mg) t (m,) 


A 
fiir beliebige m,, mg. 
Beweis: Da die zu beweisende Vertauschungsregel fiir beliebige Modul- 
formen ersten Grades gilt, so liefert Satz 20 einerseits 
f (Z)\ x (m,) t (m,) D = f (Z)| 7 (my) t (m,) @, 
andererseits ist 


~~ (2) 


f (Z)| c (m,) t (mg), f (Z) | t (me) T (m,) Ne’ = Seo + Sei. 


Nach Satz 21 folgt nun die Gleichheit der beiden Formen. 
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Satz 25: Inder linearen Schar ©) + of gibt es eine Basis f, (Z), f.(Z), ... 
f,, (Z) mit folgenden Eigenschaften: 
|. Fiir alle m ist f,,(Z)|t (m) = «, (m) f, (Z). 
2. Bezeichnen a,, (m) Fourter-Koeffizienten von f,, (Z), so ist 
= on a, M—g (ma-*) ; 
a,,(m) = Sp (d?*—%)——~______ q, (m d- 2). 


7 
dim Oo; —2 (m) 


‘ r tun ~~ (2) ~~ (2) - r 7 +? 

3. Wenn f (Z)C Seo + Seq und f (Z)| tr (m) = a (m) f (Z) fiir alle m giit, 
dann ist { (Z) = c f,, (Z) fiir ein gewisses u und eine geeignete Konstante c. 

Beweis: Die Existenz eirler Basis von S;, + St; mit der Eigenschaft 1. 
ergibt sich mit der PeTeRssonschen Methode, die auch schon Satz 17 lieferte. 
Nach Satz 20 folgt nun 

: 7 Cp_g(md*) ; : 
f,.(Z)|c(m) ® = 3S’ p (d?*—-3) ——____ f, (Z) | Wr (md-2) = a, (m) f,, (Z) | @. 

d®/m Op 2 \™) 

Da diese Beziehung fiir alle m gilt, so kann mit vollstandiger Induktion nach 
der Anzahl der Primzahlen, aus denen sich m zusammensetzt, 


f,(Z)| ®t (m) = a, (m) f,, (Z)|@ 


geschlossen werden. Wir denken uns nun f/f, (Z) so normiert, daB a, (m) 
FourteR-Koeffizienten von f,(Z)|@, also auch von f,(Z) darstellen. Die 
Formen f,,(Z)| ® sind dann bis auf die Reihenfolge eindeutig bestimmt. Wir 
erhalten noch 

— ; 1p —9, TR—2 (ma-*) ° P 

f.(Z)\r (m) @ Ss @ (d** —-*) —————__ a, (m d-*) f,, (Z) | ® 

dim Op _ 9 (mM) : 
und damit den angegebenen Wert von «,, (m). Die Uberlegungen zeigen auch, 
daB 3. richtig ist. 
Satz 26: In Sri 4 Si gibt es je nachdem k + 2 (12) oder k = 2 (12) ist 

[k [ k ; en rote 

ge new! | + J baw. | =| verschiedene Formen { (Z), deren FourtEeR-Koeffi- 


12 
zienten a (T') der folge nden Formel genugen: 


! ° O, 9 (m d-*) " ™ 
> gy (d*-%) = —a(md-*)a(T') 
d®/m Op 2 \™) 
: ¢ ‘ -a e . 
Cop (m) » a(,2,7 [U S4]) 9 (g? d)'-*. 
ghd =m -e 
{ 


Die Summationsbedingungen sind hier dieselben wie in Formel (130). Die so 
gekennzeichneten Formen f (Z) sind linear unabhingig. 

Beweis: Die angegebene Koeffizientenformel bringt zum Ausdruck, daB 
{ (Z) eine normierte Eigenfunktion aller Operatoren t (m) ist. Nun folgt alles 
aus Satz 25 

Es wird noch einiger Anstrengungen bediirfen, um die allgemeine Theorie 
auf den Stand derjenigen zum Grad 1 oder 2 zu bringen. Von den Problemen, 
die hier nicht erértert worden sind, erscheint mir die Frage nach der arithmeti- 
schen Natur der Eigenwerte jener Eigenfunktionen, die durch ®"—! auf 0 
abgebildet werden, eines besonderen Interesses wert. Neue Gesichtspunkte 
wird man beim Ausbau der Theorie von seiten der Funktionaloperatoren (29) 
fiir »y > 0 erhoffen kénnen. 


( Bingegangen am 14. April 1951.) 





Math. Annalen, Bd. 124, 8. 123—147 (1952). 


Beweistheoretische Untersuchung 
der verzweigten Analysis. 


Von 
Kurt Scuttre in Marburg/Lahn. 


Einleitung. 
1. Das Kodifikat. 
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2. Herleitungs-Umwandlungen. 
3. Elimination der Schnitte. 
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. Induktions-Herleitungen. 

}. Finite Kennzeichnung der Ordnungszahlen. 
6. Die Grundfunktionen der Zahlzeichen. 
7. Die Funktionen der Induktions-Herleitungen. 
8. Abbildungen der Zahlzeichen. 
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9. Formaler Aufbau der verzweigten Analysis. 


Einleitung. 


Um in einem formalen System den Begriff der ,,reellen Zahl‘* wiederzugeben, 
muB man in diesem System die Gesamtheit gewisser Zahlenmengen formal 
kennzeichnen kénnen. Diese Méglichkeit erhilt man u. a. dadurch, daB man 
ein zahlentheoretisches Kodifikat durch Formelvariablen (d. h. variable Pra- 
dikate und Relationen) mit den zugehérigen Quantoren (All- und Existenz- 
zeichen) und den entsprechenden SchluBschematen erweitert. Die reellen 
Zahlen lassen sich dann durch gewisse Pridikate ausdriicken'). 

Die Widerspruchsfreiheit eines zahlentheoretischen Kodifikats kann be- 
wiesen werden, indem an Herleitungen numerischer Formeln bestimmte Re- 
duktionen?) ausgefiihrt werden. Fiir solche Reduktionen ist es notwendig, 
daB die Oberformel (die Primisse) eines Schlusses immer in irgendeiner Weise 
einfacher (logisch urspriinglicher) als die zugehérige Unterformel (die Kon- 
klusion) ist. Das ist aber nicht der Fall bei dem Formel-ExistenzschluB mit 
der Oberformel OY () und der Unterformel (HZ U) %(U), wo ¥ eine beliebige 
Formel mit ebenso vielen Leerstellen ist, wie zu der durch das Existenzzeichen 
(Z U) gebundenen Formelvariablen U gehéren. Bei diesem SchluB kann ja 
die Oberformel in % bereits die ganze Unterformel enthalten. Diese Schwierig- 
keit besteht nur dann, wenn die Formel-Gesamtheit, welche durch die Formel- 
Quantoren formal charakterisiert wird, immer eine nicht unterschiedene Gesamt- 
heit aller Formeln darstellt, wenn also impridikative Begriffsbildungen*) zuge- 
lassen werden. Schaltet man dagegen die impriadikativen Begriffsbildungen 

!) Vgl. Hitpert-Bernays, Grundlagen der Mathematik, II. Bd., Supplement IV, 
S. 488—494 (Formalismus ,,L**). 

*) Derartige Reduktionen wurden zuerst von GENTZEN in seinem Widerspruchsfreiheits- 
beweis der reinen Zahlentheorie angewendet, dann auch von KALMAR in einem entsprechen- 
den Beweis. 

’) D. h. dic Begriffe, welche sich auf eine Gesamtheit von Begriffen beziehen, zu det 
sie selbst hinzugerechnet werden. 
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nach der Art der verzweigten T ypenlogik *) aus, dann lassen sich die Quantoren- 
SchluBschemata so bilden, daB die Oberformeln logisch urspriinglicher als die 
Unterformeln sind und die zum Widerspruchsfreiheitsbeweis geeigneten Re- 
duktionen méglich werden. 

Die in dieser Weise aufgebaute ,,verzweigte Analysis‘ erfordert eine Rang- 
unterscheidung®) der reellen Zahlen. Man gewinnt so nur einen Teilbereich 
der klassischen Analysis. Z. B. gilt in der verzweigten Analysis der Satz von 
der oberen Grenze nur in der Weise, daB jede beschriinkte Menge reeller Zahlen 
bestimmten Ranges eine reelle Zahl héheren Ranges als obere Grenze besitzt. 
Erst ein hinzukommendes, Reduzibilitétsaxiom*) wiirde die volle Analysis 
ergeben. 

Im folgenden werden die beweistheoretischen Beziehungen, welche in einem 
Kodifikat der verzweigten Analysis bestehen, behandelt. Der durch das Ko- 
difikat dargestellte Bereich enthalt die wesentlichen Teile desjenigen Bereichs 
der Analysis, welcher aus der von LORENZEN’) als widerspruchsfrei nachge- 
wiesenen verzweigten Typenlogik zu erhalten ist. Es wird hier ahnlich wie 
bei dem Beweis von LORENZEN ein SchluB mit uneadlich vielen Primissen (die 
,,unendliche Induktion“) dem Kodifikat zugrunde gelegt. Eine schirfere Kon- 
trolle der formalen Herleitungen durch Ordnungszahlen erméglicht einen ge- 
nauen Einblick in die metamathematisch benétigten Beweismittel und in die 
Zusammenhiange, welche mit der formalen Herleitbarkeit der transfiniten In- 
duktion bestehen. Dabei zeigt es sich, daB fiir die Beweistheorie der verzweigten 
Analysis die kritischen e-Zahlen ®) eine entsprechende beherrschende Bedeutung 
besitzen wie die gewéhnlichen e-Zahlen fiir die reine Zahlentheorie. Die ent- 
sprechenden Ergebnisse lassen sich itibrigens auch ohne Heranziehung der un- 
endlichen Induktion nur unter Beriicksichtigung von endlichen Herleitungen 
erzielen und wurden auch zuerst auf diesem Wege gewonnen. Die Unter- 
suchungen werden aber durch die Verwendung der unendlichen Induktion 
wesentlich durchsichtiger und sind aus diesem Grunde in der vorliegenden 
Form dargestellt. 

Um Wiederholungen zu vermeiden, wird im folgenden immer Bezug ge- 
nommen auf die Arbeit ,, Beweistheoretische Erfassung der wnendlichen Induktion 
in der Zahlentheorie‘**). Sie wird kurz mit ,,Z“*‘ zitiert. 


§ 1. Das Kodifikat. 


Das Kodifikat aus ,,Z‘* wird erweitert durch ,,freie Formelvariablen“ F, G, 


H,..., ,gebundene Formelvariablen“ U,V, W,..., und durch ,,Fo:mel-All- 
zeichen®* (U), (V),(W),... . Zu jeder Formelvariablen und zu jedem Pridi- 


kat gehért eine bestimmte Anzahl von Argumentstellen fiir Terme und ein 


*) Nach RussELL-WHITEHEAD, Principia Mathematica. 
5) In der iiblichen Ausdrucksweise der verzweigten Typenlogik handelt es sich hierbei 
um die Ordnungsunterscheidung von Formeln 2. Stufe. Das in der vorliegenden Arbeit 
behandelte Kodifikat beschrankt sich nur auf die 1. und 2. Stufe der verzweigten Typen- 
logik. Die Typen lassen sich dann durch einfache Zahlen (die RusseLtschen Ordnungen) 
kennzeichnen. Sie werden im folgenden als ,,Range‘‘ bezeichnet, um Verwechslungen mit 
den in anderem Zusammenhang gebrauchten Ordnungszahlen zu vermeiden. 

*) Welches die Rangunterscheidungen in gewissem Sinne aufhebt. 

7) Algebraische und logistische Untersuchungen iiber freie Verbande, J. Symb. Log. 
16, 2, 81—106 (1951). 

*) Unter einer kritischen e-Zahl versteht man eine Ordnungszahl 7, welche gleich der 
n-ten e-Zahl ist. 
*) Math. Ann. 122, S. 369—389 (1951). 
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bestimmter ,,Rang‘*. Die Stellenzahlen sind natiirliche Zahlen einschlieBlich 
Null, die Rangzahlen natiirliche Zahlen ausschlieBlich Null. 

Der Begriff ,,T’erm“ ist wie bei ,,Z‘‘ zu verstehen?®). 

,,Primformeln“ sind Pradikate oder freie Formelvariablen mit Termen als 
Argumenten. 

, Formeln werden folgendermaBen aufgebaut: 

a) Jede Primformel ist eine Formel. 

b) Sind %, 8 Formeln, so ist anch UM V B eine Formel. 

c) Ist & eine Formel, so auch %. 

d) Ist & (t) eine Formel, welche die gebundene Zahlvariable x nicht enthalt, 
so ist auch (x) W(x) eine Formel. 

e) Ist & (Ff) eine Formel und U eine darin nicht auftretende gebundene 
Formelvariable der gleichen Stellenzahl wie die freie Formelvariable F, so ist 
auch (U) & (U) eine Formel"*). 

Als ,,Rang einer Formel gilt das Maximum aus den Rangen der darin auf- 
tretenden freien Formelvariablen und den um 1 vermehrten Ringen der 
darin auftretenden gebundenen Formelvariablen. 


Ersetzen wir in einer Formel gewisse Terme durch ,,Nennvariablen“ a,, . . ., 
a,, so erhalten wir einen Ausdruck % (a,,...,@,). Hierbei kénnen einzelne 


Nennvariablen zugleich an mehreren Stellen des Ausdrucks auftreten. Es soll 
auch der Fall einbezogen sein, daB eine angegebene Nennvariable gar nicht 
in dem Ausdruck vorkommt. Der Ausdruck kann auch noch Terme enthalten, 
welche nicht durch Nennvariablen ersetzt sind. Wir bezeichnen % (a), . . ., @») 
als ein ,,Formelpradikat™ % mit den Argumentstellen a,,...,a@,. Als Rang des 
Formelpridikats gilt der Rang der entsprechenden Formel. Ersetzt man in 
einer Formel % (F), welche die freie Formelvariable F enthalt, diese durch ein 
Formelpridikat % von gleicher Stellenzahl, so erhailt man offenbar wieder eine 
Formel. Wir bezeichnen sie mit 2 (%}). Hat das Formelpridikat % einen nicht 
gréBeren Rang als die Formelvariable F, so ist der Rang von Y (7) nicht gréBer 
als der Rang von % (F). 
* sind 

a) ,,richtige’* numerische Primformeln (d. h. Pradikate mit Term-Argu- 
menten, deren Wahrheitswert ,,richtig‘‘ ist)?*), 

b) Negationen von ,,falschen*‘ numerischen Primformeln, 

c) die Formeln 


,»,Grundformeln‘ 


FO... s8) VTE .e. ci 


mit freien Formelvariablen F von n Argumentstellen, sofern die Ziffernwerte 
von 8,,..., 3, mit denen von t,, . . ., t, tibereinstimmen. 


n 


Zu den ,,Schliissen** von ,,Z‘“* treten die aufbauenden Schliisse 


2 


4 








WF) VN A(F) VR 
if) ———— Til ~ee 
U) AC) VMN 8) (UO) A(T) VR 
Dabei sollen die Stellenzahlen der gebundenen Formelvariablen U und des 
Formelpriadikats § bzw. der freien Formelvariablen F iibereinstimmen. Der 





1°) Freie Zahlvariablen treten hier nicht auf. 

11) Bei d) und e) kann fiir x bzw. U auch eine andere gebundene Variable genommen 
werden. 

12) Der Zusatz ,,numerisch“ bedeutet, daB die Primformel keine freien Formelvariablen 
enthalt (freie Zahlvariablen treten ja gar nicht auf). 


9* 
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Rang von § darf nicht gréBer als der Rang von U sein. Die freie Formelvariable 
F darf in der Unterformel von IIlg nicht vorkommen, und sie muB gleichen 
Rang wie U haben. 

An die ,,Herleitungen“, welche aus endlich vielen Formeln oder in kon- 
struktiver Weise#*) aus unendlich vielen Formeln aufzubauen sind, stellen wir 
zwei Forderungen, welche die Herleitungsméglichkeiten des Kodifikats in be- 
stimmter Weise einschranken"*). 

I. Die Anzahl der Formel-Allzeichen, welche in einer Herleitungsformel 
auftreten, soll eine fiir die ganze Herleitung geltende obere Schranke besitzen. 

Il. Alle Schnittglieder jeder einzelnen Herleitung sollen einen bestimmbaren 
maximalen Rang besitzen. 


Dieser maximale Rang der Schnittglieder wird, falls tberhaupt Schnitte 
auftreten, als ,,Rang der Herleitung** bezeichnet. Er ist in diesem Falle gréBer 
als Null. Schnittfreien Herleitungen erteilen wir den Rang Null. 

Unter dem ,,Bindungsgrad eines Schnittes** verstehen wir die Anzahl der- 
jenigen im Schnittglied auftretenden Formel-Allzeichen, welche sich tiber Aus- 
driicke vom Rang des Schnittgliedes erstrecken. Die Formel-Allzeichen, 
welche sich tiber Ausdriicke kleineren Ranges erstrecken, werden also bei der 
bestimmung des Bindungsgrades nicht gezahlt. Der maximale Bindungsgrad, 
den die Schnitte maximalen Ranges in einer Herleitung besitzen, gilt als 
,.Bindungsgrad der Herleitung**. Dieser ist auf Grund der Beschrinkung der 
Formel-Allzeichen immer endlich. Eine Herleitung hat den Bindungsgrad Null, 
wenn sie entweder keine Schnitte enthalt, oder wenn die Schnittglieder maxi- 
malen Ranges keine Formel-Allzeichen, die sich tiber Ausdriicke des Maximal- 
ranges erstrecken, enthalten. 

Der ,,Grad eines Schnittes** ist die Anzahl aller im negierten Schnittglied 
auftretenden ‘logischen Zeichen (Disjunktionszeichen, Negationszeichen, 
Zahlen-Allzeichen, Formel-Allzeichen). Die bei .,Z‘* aufgesteilte Forderung, 
daB alle Schnittglieder einer Herleitung einen maximalen Grad besitzen, 
lassen wir hier fallen. Haben jedoch in einer Herleitung alle Schnitte, welche 
unter den Schnitten maximalen Ranges einen maximalen Bindungsgrad be- 
sitzen, einen maximalen endlichen Grad, so bezeichnen wir diesen als ,,Grad 
der Herleitung’. Andernfails gilt der Grad einer nicht schnittfreien Herleitung 
als unendlich (ohne nahere Angaben). 

SchlieBlich bleibt die Forderung bestehen, den Herleitungsformeln ,,Ord- 
nungen“ zuteilen zu kénnen, so daB bei den umformenden Schliissen die Ord- 
nungen von Ober- und Unterformel gleich sind, bei den itibrigen Schliissen 
jede Oberformel kleinere Ordnung als die entsprechende Unterformel besitzt. 
Als ,,Ordnung einer Herleitung*: gilt wieder die Ordnung ihrer Endformel. 


Die Ordnungen werden durch Ordnungszahlen der I. oder Il. Zahlklasse an- 
gegeben. 


48) D. h. in einer solchen gesetzmaBigen Weise, daB sich die Herleitung auf Grund 
dieser GesetzmaBigkeit finit beschreiben |aBt. 

4) Wiirden diese Beschrankungen nicht vorgenommen werden, so lieBen sich zwar 
auch noch Reduktionen, wie sie in § 3 angegeben werden, durchfiihren. Man kame aber 
dabei zu noch gréBeren Ordnungszahlen. Andererseits sind unter diesen Beschrankungen 
bereits alle Formeln herleitbar, welche man in einem entsprechenden Kodifikat mit end- 
lichen Herleitungen gewinnen wiirde, insbesondere die vollstandige und die transfinite 
Induktion. Aus diesem Grunde erscheint die hier vorgenommene Beschrankung der Her- 
leitungen angebracht. 
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§ 2. Herleitungs-Umwandlungen. 

Die Herleitungs-Umwandlungen von ,,Z‘‘ sind in gleicher Weise durchfiihr- 
bar. 

Zunichst ist die ,,7’erm-Umsetzung méglich, indem aus einer Herleitung 
von & (8) eine Herleitung von & (t) gebildet werden kann, wenn 8 und t gleichen 
Ziffernwert haben. Es kommt ja auch hier bei den Grundformeln nicht auf die 
besondere Zusammensetzung der Terme, sondern nur auf ihre Ziffernwerte an. 

Ferner sind die Kompositionsschliisse, Negationsschliisse und unendlichen 
Induktionen in der Weise ,,umkehrbar‘‘, daB aus Herleitungen von 


HVBVN bzw. AVR baw. (x) U(x) VMN 
Herleitungen von 
WVRNund BYR bzw. AVR bzw. Als VM 
(letztere fiir jede Ziffer 4) gebildet werden kénnen. 
Hinzu kommt noch die ,,Umkehrbarkeit der II g-Schliisse‘*, indem aus einer 


Herleitung von 


(U)U(U) V3 


TT 


eine Herleitung von 

W(F) VR 
zu bilden ist, wenn die freie Formelvariable F gleiche Stellenzahl und gleichen 
Rang wie die gebundene Formelvariable U besitzt. Um diese Herleitungs- 
Umwandlung durchzufiihren, betrachten wir den Formelbund von (U) & (U) 
in der gegebenen Herleitung. Die obersten Glieder desselben treten auBer in 
Hauptgliedern von Abschwichungen als Hauptglieder in Unterformeln 


(U)A(V) VR; 
von II g-Schliissen mit den Oberformeln 
W(F;) VR; 


auf. Wir ersetzen zunichst die Formelvariablen F, in diesen Oberformeln und 
deren Herleitungen (so weit es der Herleitungszusammenhang erfordert) iiberall 
durch die Formelvariable F. Dies ist auf Grund der hier geltenden Variablen- 
bedingung méglich, ohne daB sich dadurch etwas an den Unterformeln andert. 
Sodann ersetzen wir alle Glieder des Formelbundes durch Y% (F), wodurch 
unter Fortfall der betrachteten II g-Schliisse eine Herleitung von 


A(F) VR 
entsteht. 

Bei den bisher angegebenen Herleitungs-Umwandlungen sind auBer Er- 
setzungen von Termen durch andere Terme und von Formelvariablen durch 
andere Formelvariablen immer nur Streichungen an Herleitungsformeln oder 
ganzen Herleitungsteilen vorgenommen worden. Dadurch kann die Ordnung nie- 
mals zunehmen. Auch der Rang der Herleitung kann nicht zunehmen, wohl aber 
Bindungsgrad und Grad. Ist jedoch der Rang gleich geblieben, so hat auch der 
Bindungsgrad der Herleitung nicht zugenommen. Sind schlieBlich Rang und 
Bindungsgrad gleich geblieben, so hat auch der Grad (falls er endlich ist) nicht 
zugenommen. 

Als weitere Herleitungs-Umwandlung haben wir die ,,Formel-Hinsetzung™ 
D. h. aus einer Herleitung von & (F) kann eine Herleitung von % (%) gebildet 
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werden, wenn F eine freie Formelvariable und § ein Formelpridikat gleicher 
Stellenzahl und nicht gréBeren Ranges ist. 

Ersetzen wir naimlich in der ganzen Herleitung F iiberall da, wo diese 
Formelvariable in deduktivem Zusammenhang mit der Endformel auftritt, 
durch %, so gehen Formeln wieder in Formeln iiber, und der Herleitungs- 
zusammenhang bleibt gewahrt. Nur die Grundformeln 


ae 8.) V F (t,, . . ., ty) 
kénnen dadurch in Formeln 

ay (3,,.. ., 8) V F (t,, .. -, t) 
iibergehen, welche im allgemeinen keine Grundformeln, wohl aber herleitbare 
Formeln sind. Diese Herleitungen sind fiir ein bestimmtes Formelpridikat 
mit einheitlicher endlicher Ordnung N schnittfrei méglich. Wir fiigen diese 
Herleitungen hinzu und ersetzen die Ordnungen der iibrigen Herleitungs- 
formeln so, daB an die Stelle der Ordnung « die Ordnung N + « tritt. Da- 
durch gewinnen wir eine Herleitung von Y (F), in der alle Ordnungsbedingungen 
erfiillt sind. 

Bei einer ,,Formel-Einsetzung nimmt der Rang der Herleitung nicht zu, 

wahrend die Ordnung nur, falls sie unendlich ist, gleich bleibt, sonst auf eine 
gréBere endliche Zahl anwachsen kann. 


§ 3. Elimination der Schnitte. 


1. Reduktionssatz. Eine Herleitung von endlichem, nicht verschwindendem 
Grad und der Ordnung « laBt sich reduzieren auf eine Herlcitung der Ordnung 
«w*, welche entweder a) gleichen Rang, gleichen Bindungsgrad und kleineren 
Grad oder b) gleichen Rang und kleineren Bindungsgrad oder c) kleineren Rang 
als die urspriingliche Herleitung besitzt. (Der Grad kann in den Fillen b) 
und c) evtl. unendlich werden.) 

Der Beweis erfolgt durch transfinite Induktion nach « Der Fall « = 0 
kommt nicht in Betracht, da dann der Grad 0 ist. Wir nehmen an, der Satz 
gelte fiir alle Herleitungen mit Ordnungen < «. Bei dem letzten nicht um- 
formenden SchluB haben die Oberformeln Ordnungen «; < «. Nach Induktions- 
voraussetzung gibt es hierfiir reduzierte Herleitungen der Ordnungen w*:. 
Wir schlieBen wie bei ,,Z“*: 

l. Ist der letzte nicht umformende SchluB ein aufbauender SchluB, so 
fiigen wir diesen an die reduzierten Herleitungen der Oberformeln an, und wir 
erhalten eine reduzierte Herleitung der Ordnung w* > wé. 

2. Ist der letzte nicht umformende SchluB ein Schnitt 


R 


(5) oe 


( 
| 


RVT 
so kommt es auf das Schnittglied G an. Wir unterscheiden folgende Formen 


von Ss: 


b) 


I. D(t,,..., t,) mit einem Priadikat @, 
Il. AVS, 
111. &, 
LV. (x) W (2), 
V. F (t,,..., t,) mit einer freien Formelvariablen F, 


VI. (VU) AU). 
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Die Elimination des Schnittes (2) erfolgt in den Fallen I bis 1V genau so 
wie bei ,,Z“*, im Falle V ebenso, wie dies im § 5 von ,,Z“ fiir die Priidikaten- 
variable A angegeben ist. Im VI. Falle verfahren wir folgendermaBen (ahnlich 
wie im IV. Fall): 

Wir betrachten den Formelbund von (U) &(U) in der reduzierten Her- 
leitung der rechten Oberformel 

(O)A(U) Vz. 
Die obersten Glieder desselben sind entweder in Hauptgliedern von Abschwa- 
chungen enthalten, oder sie sind Hauptglieder in Unterformeln 


(0) MH (UV) Vv N; 
von II f-Schliissen mit den Oberformeln 
W (Fi) VN; 

Auf Grund der Umkehrbarkeit der Ilg-Schliisse und durch Formel-Ein- 
setzungen bilden wir aus der reduzierten Herleitung der linken Oberformel 
R Vv (U) A(V) 

Herleitungen von 
RV A (Fi) - 
Da die Grundformeln keine Formel-Allzeichen enthalten, ist «, > 0, also w* 
unendlich. Diese Ordnung wird daher durch die Formel-Einsetzungen nicht 
erhéht. Wir ersetzen nun die betrachteten IIf-Schliisse durch die Schnitte 
RV AF) WF) V Ne 

Rv RN 
und ersetzen im iibrigen alle Glieder des Formelbundes von (U) & (U) durch ®. 
Die neuen Ordnungen werden so bestimmt, daB jede Herleitungsformel mit der 
urspriinglichen Ordnung f in der ersetzenden Herleitung die Ordnung w* + / 
erhalt. So gewinnen wir eine Herleitung der Ordnung w* + w* < w* fiir RV. 
Diese Herleitung ist reduziert, da der Schnitt (2) beseitigt ist und fiir die neu 
hinzugekommenen Schnitte folgendes gilt: 

In den Fillen I und V sind keine neuen Schnitte hinzugekommen. In den 
Fallen II, I11 und IV haben die neuen Schnitte keine gréBeren Ringe und 
Bindungsgrade, aber kleinere Grade als der Schnitt (2). Im Falle VI haben 
entweder die neuen Schnitte kleineren Rang, wenn nimlich die Formeln Y (%;) 
von kleinerem Rang als (U) &(U) sind, oder sie haben gleichen Rang und 
kleineren Bindungsgrad. Sind nimlich & (%;) und (U) M(U) von gleichem 
Rang, so mub %; kleineren Rang als Y (%;) besitzen. Die in §,; auftretenden 
Formel-Allzeichen tragen dann zur Bestimmung des Bindungsgrades nicht bei, 
so daf der Bindungsgrad von & (%;) kleiner als der von (U) & (U) ist. Es ist 
also in jedem Falle eine reduzierte Herleitung gewonnen 

2. Reduktionssatz. Eine Herleitung von endlichem, nicht verschwindendem 
Grad und der Ordnung « laiBt sich reduzieren auf eine Herleitung der Ordnung 
é(x), welche entweder gleichen Rang und kleineren Bindungsgrad oder kleineren 
Rang als die urspriingliche Herleitung besitzt. 

Dabei bedeutet ¢ («) die erste e-Zahl > «. 

Dieser Satz ergibt sich unmittelbar aus dem 1. Reduktionssatz. Erhéhen 
wir namlich die Herleitungsordnung auf ¢ («), so nimmt sie bei einer nach den 
vorigen Satz durchgefiihrten Reduktion nicht mehr zu. Wir kénnen nun diese 
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Reduktion so oft durchfithren, bis einmal der Rang oder der Bindungsgrad 
vermindert wird. Die hierzu erforderliche Anzahl der Reduktionen ist héch- 
stens gleich dem urspriinglichen Grad. 

3. Reduktionssatz. Eine Herleitung von nicht verschwindendem Rang und 
der Ordnung « lat sich reduzieren auf eine Herleitung der Ordnung e,, welche 
entweder gleichen Rang und kleineren Bindungsgrad oder kleineren Rang als 
die urspriingltiche Herleitung besitzt. 

Dabei soll e¢, = w und im iibrigen ¢, die «-te e-Zahl sein. 

Jeweis durch transfinite Induktion nach «: 

Fiir « = 0 ist der Satz gegenstandslos, da dann der Herleitungsrang 0 ist. 
Wir nehmen nun an, der Satz gelte fiir Ordnungen < « und betrachten den 
letzten nicht umformenden SchluB in einer Herleitung der Ordnung «. Dessen 
Oberformeln besitzen Ordnungen «; << «. Nach Induktionsvoraussetzung gibt 
es reduzierte Herleitungen dieser Oberformeln mit Ordnungen Ex, 

Ist der letzte nicht umformende Schlu8 ein aufbauender SchluB, so fiigen 
wir den reduzierten Herleitungen der Oberformeln diesen SchluB an und er- 
teilen der Endformel die Ordnung ¢,. Dasselbe tun wir, wenn der letzte nicht 
umformende SchluB ein Schnitt ist, dessen Rang oder Bindungsgrad kleiner 
als der Rang bzw. der Bindungsgrad der urspriinglichen Herleitung ist. Ist 
dies nicht der Fall, so fiigen wir ebenfalls diesen Schnitt an die reduzierten 
Herleitungen der Oberformeln an, erteilen aber der Unterformel die Ordnung 


Emax(a, a.) l . 


Die so gewonnene Herleitung hat einen endlichen Grad, da hier nur der letzte 
Schnitt ein Schnittglied maximalen Bindungsgrades mit maximalem Rang 
besitzt, und da jede einzelne Herleitungsformel einen endlichen Grad hat. 
Fiihren wir nun-eine Reduktion nach dem 2. Reduktionssatz durch, so ge- 
winnen wir eine reduzierte Herleitung der Ordnung 

Emax (2, 2;) +1 > &x- 
Damit ist der Reduktionssatz bewiesen. 

Da der Bindungsgrad einer Herleitung immer endlich ist, kénnen wir die 
Reduktionen nach dem 3. Reduktionssatz so oft durchfiihren, bis einmal der 
Rang vermindert wird. Dabei bleibt die Ordnung immer unterhalb der nachsten 
auf die Ausgangsordnung « folgenden Zahl 7 mit ¢, = 7 (falls « nicht selbst 
eine solche Zahl ist). Diese Zahlen y, fiir welche die 7-te e-Zahl gleich 7 ist, 
werden als ,,kritische e-Zahlen** bezeichnet"®). 

8) Die Existenz einer kritischen e-Zahl oberhalb jeder beliebigen Ordnungszahl folgt 
mengentheoretisch daraus, daB stets 

lima limes, und ae, 
n n 


ist. Bildet man namlich die Folge 


lg = GH, My = Cag, Ag = Cass eees 
so ist bei 
* } : 
lim a» limm { re, Oy, Bey -- -} 
wegen « = e¢, auch 
lim a» lim {a,, @,...} 
und somit 
Elim« lim &¢ lim {c,, &,...} lim a», 
n n = 


d. h. lim a, ist eine kritische e-Zahl 
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Es gilt also der 

4. Reduktionssatz. Eine Herleitung von nicht verschwindendem Rang und 
der Ordnung « laBt sich reduzieren auf eine Herleitung kleineren Ranges, deren 
Ordnung 

a) kleiner als die ndchste auf « folgende kritische e-Zahl ist, 

b) unverdndert bleibt, falls « eine kritische e-Zahl ist. 

Durch wiederholte Anwendung der Keduktionen nach dem 4. Reduktions- 
satz kann schlieBlich jeder Herleitungsrang auf Null vermindert, d. h. jede 
Herleitung schnittfrei gemacht werden. So ergibt sich der 

Eliminationssatz. Jede Herlitung der Ordnung « laBt sich durch eine schnitt- 
freie Herleitung ersetzen, deren Ordnung 

a) kleiner als die nachste auf « folgende kritische e-Zahl ist, 

b) unverdndert bleibt, falls « eine kritische e-Zahl ist. 


§ 4. Induktions-Herleitungen. 


Um die ,,transfinite Induktion“ zu formalisieren, legen wir eine Abbildung 
und dieselben Bezeichnungen wie bei ,,Z‘‘ zugrunde. Der abgebildete Bereich 
der Ordnungszahlen soll gegen die Operation ¢, abgeschlossen sein, also alle 
Zahlen unterhalb éiner kritischen e-Zahl umfassen. Wir haben dann eine ent- 
sprechende Funktion fiir Ziffern, welche wir ebenfalls mit 2, bezeichnen. 

Ferner bilden wir eine Funktion t (z) der Art, daB fiir Ziffern 3, welche 
Ordnungszahlen => wo entsprechen, ¢,,,, die gréBte e-Zahl (bzw. w) < 3 ist, 
wahrend fiir Ziffern, welche endlichen Zahlen entsprechen, t (3) = 0 ist. Fiir 
diese Funktion gelten in Verbindung mit den Funktionen y (r, y) und y (3) 
von ,,Z** die Formeln 





(7a) 4<eVt(s<yHVH=—O0 

(7b) 4° y (x (3), &r¢) T 1). 
Wir kénnen annehmen, daB (7a) in jedem Falle durch Abschwiachung aus einer 
Grundformel hervorgeht und (7b) stets eine Grundformel ist. 

Es seien im folgenden F und U eine freie bzw. eine gebundene Formel- 
variable mit je einer Argumentstelle und dem Rang r. Wir setzen zur Ab- 
kiirzung 

¥ (t) = (UV) 3, (U (2), t), 
K (t) = Fle +1). 
Diese Formeln haben beide den Rang r + 1. 
Satz A. Fir jede Ziffer a ist die Formel 
OB, (KR (x), a) V B, (F (2), eq) 
mit einer Ordnung < w + o herleitbar. 

Beweis: In ,,Z** ist beim Beweise von Satz III eine Herleitung endlicher 

Ordnung fiir 


3, (B, (MW (y), x), a) V B, (A (x), 2°) 


angegeben. Wir nehmen hier F fiir & und erhalten durch einen IIf-SchluB 


3 (a) V 5, (F (2), 2"), 


nach II g: w (a) V ¥ (2%), 
nach (4b) und Term-Umsetzungen: (yw (4 0)) VF (yp (3, 9))- 
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Durch wiederholte Schnitte derartiger Formeln unter Beriicksichtigung von 
(4a) erhalt man mit endlichen (nicht beschrankten) Ordnungen 


¥ (yo) VF (wp (4, 9)), 
nach Term-U msetzungen: ¥ (eq) + 1) V ¥ (wp (x (8), eq + VD), 
d. h. ((1)) R (x (a) VF (w (x (a). &@ + D)- 


Ferner folgt aus (7b) nach (la), Ila, b, e: 





r< wy (x (a), &@) T 1) y F (3) J F (2), 





nach IId: F* (w (x (3). eq + D)VF (a), 

nach (la), Ila, b, e: BE, (F(z) VF* (p(x (3), €eq +) VBE (2) VF (a), 
d.h SB, (F (x), w (x (3). eq + D)V¥, (F (2) VF (a), 
nach IIf: SF (w (x (4), eq + DVB, CF (2) VF (a), 

nach Schnitt mit ((1)): (7 (4)) VB, (F (2)) VF (a), 

nach (7a), Ila, b, ec: Ta) <0 V R(T (3)) /B_(F (2)) Va<e, VF (a) Vy =9, 
nach IId R* (yo) V BF (x) Vg eV FG) V5 = 0 

nach Ile: R* (y) V B, (F (x)) V F* (e,) Vy = 0,7 

d. h ((2)) R* (y) V B, (F (x), &) Vy =O. 


Fiir diese Herleitung kénnen wir die Ordnung wm nehmen, da die Oberformeln 
der hier angewandten unendlichen Induktionen nicht beschrankte endliche 
Ordnungen haben. 

Nach dem Existenzsatz von ..Z“* gibt es eine Herleitung der Ordnung wo fiir 

3, (F (x), &), 
voraus nach (1b) und Schnitt mit ((2)) die Forme! 
((3)) R* (y) V 3, (F (2), e) 

folgt. 


Nach Satz II von ,,Z“* gibt es Herleitungen mit beschrinkten endlichen 
Ordnungen fiir 


3, (F (z),e) VB 


Durch Schnitt mit ((3)) ergibt sich 


(F (x), e,+ 1). 


z 


R* (y) V SB, (F (x), &» + 1), 


nach Ig R* (y) VF ley + D), 
d. h. ((4))  =&* (y) V Ry), 
nach Ile: (5)) BP, (KL (x)). 


Nach Satz 1V von ,,Z“ gibt es Herleitungen mit beschrinkten endlichen Ord- 
nungen von 


Io 


B,(F (xz), 4 +1) VB, (F (2), &); 
nach IIf: Flea + 1) VS, (F (2), &), 


d. h. R (a) V 3, (F (x), &), 
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nach Schnitt mit ((4)): R* (a) V BS, (F (2), Eq), 
nach ((5)), Ila, b, ec: B, (K (x)) V K* (a) \ 3, (F (2), €), 
d. h BS, (R(x), a) VS, (F (2), €q)- 


Die Ordnung dieser Herleitung ist um eine endliche Zahl gréBer als w. 

Satz B. Ist die transfinite Induktion bis zu einer Ziffer a fiir Formelvariablen 
beliebigen Ranges mit Ordnungen < « + w herleitbar, so ist die transfinite 
Induktion bis zu jeder Ziffer, die kleiner als die nachste auf a folgende kritische 
e-Zahl ist, mit Ordnungen < max («, w) + @ herleitbar. 

Beweis: Offenbar wird jede solche Ziffer 3 durch die Folge 

S=—aAat+l, a—&, t—e.... 
an einer Stelle iiberschritten. Unter Beriicksichtigung der Siatze II und I\ 
von ,,Z* geniigt es also, zu beweisen: 

Ist 3,(@ (x), x) fiir Formelvariablen G beliebigen Ranges mit Ordnungen 

max (a, w) + w herleitbar, so auch 3, (F (2), e,). 


Zum Beweise gehen wir von einer Herleitung der Formel 3, (@ (x), r) aus, 


wo G@ eine Formelvariable des Ranges r + 1 sein mége. Hieraus bilden wir 
durch Formel-Einsetzung eine Herleitung von 3, (& (x), x). Hat die urspriing- 
liche Herleitung eine Ordnung < max (a, w) + w, so liegt die Ordnung auch 


nach der Formel-Einsetzung unterhalb max (a, m) + @. Durch Schnitt mit 
der nach Satz A mit einer Ordnung < w +  herleitbaren Formel gewinnen 
wir eine Herleitung von 93, (F (zx), e,), deren Ordnung ebenfalls unter 
max (a, w) + o liegt. 

Da die ,,transfinite Induktion“ bis Null mit endlicher Ordnung herleitbar 
ist, folgt daraus insbesondere 

Satz C. Die transfinite Induktion bis zu jeder Ziffer unterhalb der ersten 
kritischen ¢-Zahl ist mit Ordnungen < w + w herleitbar. 

Die Minimalordnungen der Induktions-Herleitungen lassen sich ebenfalls 
wie bei ,,Z‘* bestimmen. Erweitern wir naimlich das Kodifikat durch eine 
Pradikatenvariable A mit zugehérigen Grundformeln und Progressionsschliissen, 
so bleibt auch hier der Eliminationssatz fiir Schnitte bestehen. Es ist wiederum 
unter endlichen Ordnungserhéhungen aus der transfiniten Induktion bis a 
eine Herleitung von A (a) zu gewinnen. Ferner hat eine schnittfreie Herlei- 
tung von A (a) mindestens die Ordnung der zu a gehérenden Ordnungszahl « 
Daraus folgt unter Beriicksichtigung des Eliminationssatzes der 

Satz der Minimalordnung einer Induktions-Herleitung. Fiir die Ziffer a 
welche der Ordnungszahl « entspricht, hat jede Herleitung der allgemeinen trans- 
finitcn Induktion bis a als Ordnung mindestens 

a) die letzte kritische e-Zahl, welche kleiner als « ist (falls es eine solche 
Zahl gibt), 

b) die Zahl «, falls « eine kritische e-Zahl ist. 

Beschriankt man sich auf ein Kodifikat mit endlichen Herleitungen’*) 
und nimmt man die transfinite Induktion bis zu einer Zahl « als Grundformel- 
schema auf, so ist die transfinite Induktion bis zur nachsten auf « folgenden 
kritischen e-Zah! nicht mehr herleitbar, wohl aber bis zu jeder kleineren Zahl 


6) In der Art des § 6 von ,,Z*. 
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Wird nur die vollstandige Induktion als Grundformelschema aufgenommen, 
so ist die transfinite Induktion nicht mehr bis zur ersten kritischen e-Zahl 
herleitbar, aber bis zu jeder kleineren Zahl. Die Eliminierbarkeit der Schnitte 
und damit die Widerspruchsfreiheit dieses Kodifikats wird nachgewiesen durch 
eine (metamathematisch angewandte) transfinite Induktion bis zur ersten 
kritischen e-Zahl. 

Es soll im folgenden gezeigt werden, wie sich die Ordnungszahlen unter- 
halb der ersten kritischen e-Zahl finit erklaren lassen!’). 


§ 5. Finite Kennzeichnung der Ordnungszahlen. 


Fiir die Ordnungszahlen unterhalb der ersten kritischen e-Zahl werden be- 
stimmte ,,Zahlzeichen“ angegeben, welche durch die Systeme 2, und 2%, , 
eingefiihrt werden. Dabei durchliuft k die natiirlichen Zahlen 0, 1, 2,..., und « 
stellt selbst ein Zahlzeichen dar. Da8B durch diese Verwendung von Zahlzeichen 
bei der Einfiihrung der Zahlzeichen kein Zirkel entsteht, sondern die Einfiihrung 
rekursiv bleibt, wird noch erértert. Wir nehmen zuniachst an, daB fiir die 
Zahlzeichen «, welche als Indizes der betrachteten Systeme 2, auftreten. 
bereits eine Anordnung vorliege. 

Dann bezeichnen wir als ,,vorhergehend* vor 2, ;, die Systeme 

= 
es 
2. Lie pe mit 1*# <t, 
3. Lge mit k*<k, 


insbesondere die Systeme unter 1. und 2. als ,,wesentlich vorhergehend™ vor 2, x. 
Das System 2), enthalte die Zahlzeichen 


6 ee ee Oe Baa ee 


Die Zahizeichen von 2, , werden, wenn die Zahlzeichen der vorhergehenden 


Systeme einschlieBlich ihrer Ordnungsbeziehung schon bekannt sind, erklart 
als Figuren 


| 


é, 


ivy 


feeeteRme 4eE 
é on S 


i 


vo das Endglied £,., auch fehlen darf. Dabei haben die Zeichen ¢ und 
nur symbolische Bedeutung. n ist eine natirliche Zahl => 1. Die Zeichen 
V;, +++) ¥, Stehen zur Mitteilung fiir Zahlzeichen aus vorhergehenden Systemen, 
welche der Bedingung 

%>-->ryR se! 
yeniigen, wihrend die Zeichen 


‘vr 


tv 


n? 


(evtl. ohne &,, ;) Zahlzeichen 1 aus wesentlich vorhergehenden Systemen 
bedeuten. 

Nach dieser Erklirung gehért jedes Zahlzeichen aus 2; auch jedem 
System 2, p« mit k* > k an, aber keinem System 2+ y« mit ¢ + ¢* und auch 
nicht dem System 2. Das eindeutig bestimmte Zahlzeichen « der Zahlzeichen 
aus 2, » bezeichnen wir als den ,,/ndex** dieser Zahlzeichen. 

'7) Kine solche finite Darstellung ist natiirlich auch noch iiber die erste kritische ¢-Zahl 
hinaus méglich, aber nicht mehr fiir die gesamte IT. Zahlklasse. 
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Allgemein rechnen wir zu den Zahlzeichen das Symbol 0 und jedes Zahl- 
zeichen, welches einem System 2, oder XY, , angehért. Die Zahlzeichen aus 2, 
und das Symbol 0 haben keinen Index. Sie gehéren zur I. Zahlklasse, die 
iibrigen zur IJ. Zahlklasse. 

Die Ordnungsbeziehung zwischen zwei Zahlzeichen «, 8 wird folgender- 
maBen festgelegt. 

I. Es ist « = £, wenn « und # iibereinstimmen. 

II. Es ist « < 8, wenn einer der folgenden Fille vorliegt. 

1) a und # aus der I. Zahlklasse und entweder « = 0, § + 0 oder « ein 
echter Teil von p. 

2) « aus der I. Zahlklasse, § aus der II. Zahlklasse. 

3) Index von « kleiner als Index von f. 

4) x und # Zahlzeichen aus 2, , der Formen 


Pig Mm £& £ 3 ” 1 2'n 
A= & Sy Ts Te” Sm T Sm+i1) | & My rt re Yn T Wn+1 
mit einer der folgenden Eigenschaften: 


a) Es gibt eine erste natiirliche Zahl r => 1, so daB 


e.” —, und e," n, 
nicht tibereinstimmen, und hierfiir ist entweder u,< v, oder uu, =< = 
b)m<n und yp, v,, §& = n, far alle lsrasm 
c) m N, [ly Ds Be yn, fir alle] <r sm 
und entweder &» 4 1< +41 oder « ohne Endglied + &,,, 4, aber # mit End- 
glied +- ny +1- 
III. Es ist a > P, wenn f < @& gilt. 


Durch den Fall 4) wird die Ordnungsbeziehung rekursiv erklart fiir zwei 
Zahlizeichen «, 8 vom gleichen Index. Gehéren naimlich « zu 2, ,, und f zu 
d..x,, 80 gehéren sie beide jedem System 2, p« mit k* > k,, k* > k, an. In 
einem solchen System laBt sich die Ordnungsbeziehung feststellen (unter Zu- 
riickfiihrung auf die Ordnungsbeziehungen in vorhergehenden Systemen). 
Man erkennt auch, daB die Ordnungsbeziehung unabhiangig davon ist, welchem 
System 2, y« man die Zahlzeichen «, 8 zurechnet. 

Um nun sicherzustellen, daB durch die Verwendung der Zahlzeichen 1 
als Indizes der Systeme 2, ; kein Zirkel entsteht, verfahren wir folgender- 
maBen 

Wir betrachten zuniichst die Systeme 2, mit einem Zahlzeichen ¢ der 
I. Zahlklasse. Diese Systeme fassen wir zu einer Systemmenge M, zusammen. 
Ist bereits die Systemmenge M,, eingefiihrt, so bilden wir mit den Zahlzeichen ¢, 
welche den Systemen von M, angehédren, die Systeme 2, ;, und fassen diese 
zu einer Systemmenge M,,, zusammen. Als System 2, , wird schlieBlich 
jedes System zugelassen, welches zu einer Menge M,, mit einer natiirlichen 
Zahl n = 0,1, 2,... gehért. Damit ist die Erklarung der Zahizeichen abge- 
schlossen. 

Zur Abkiirzung werden wir fiir ein Zahlzeichen ¢; 1 kurz ¢;, ebenso e, fiir 
ein Zahizeichen ¢; 1 schreiben. Es reprisentieren dann ¢, die Zahl w und e, 
die t-te e-Zahl. 

Nach den angegebenen Festsetzungen gilt fiir zwei Zahlzeichen «, 8 immer 
genau eine der Beziehungen 
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Welche dieser Beziehungen bei zwei gegebenen Zahlzeichen vorliegt, laBt sich 
immer nach endlich vielen Schritten entscheiden, da ja jedes Zahlzeichen eine 
endliche Zeichenzusammenstellung darstellt. 
Fiir die Ordnungsbeziehung ist die Transitivitat 
»wenn «a<f und B<y, so a< 7" 


leicht zu bestatigen. 


§ 6. Die Grundfunktionen der Zahlzeichen. 
Die Summe o (a, 8) aus zwei Zahlzeichen «, 8 wird folgendermafen rekur- 
siv eingefuhrt. 

1) Gehéren « und f zur I. Zahlklasse, so ist 

a) im Falle a = 0: a (a, f) = B, 

b) im Falle Bf = 0: a (a, B) =, 

c) im Falle « + 0, 8 + 0: o(a, 6) =a + Pf. 
2) Gehért f zur II. Zahlklasse, und ist entweder « ein Zahlzeichen der 


I. Zahlklasse oder der Index von « kleiner als der Index von f, so ist 


o (a, B) B. 
3) Ist 


" A bh 
a Mm & s £ 


x SS ee oo ae oe m+1 


und entweder # ein Zahizeichen der I. Zahlklasse oder der Index von / kleiner 


als der Index von «, so ist 


bi 


1 p a . > 
o (a, pP) S fav "**s Eom 4 Oo (Sm+1,; P)- 


> 


Wenn das Endglied + £1 von « fehlt, ist dabei o (0, 8) fiir o (Ey 41, 8) zu 
setzen. Ist auBerdem f = 0, so fallt das Endglied von o (a, f) fort. 
4) Haben « und f die Formen 


— ae ‘. . ’ , 
a=6'E,te-- + amen t+ Emai p=& My &" Nn + Nn+1 
so sind folgende Fille zu unterscheiden: 
a) Ist “4, < »,, so 
4] > 
a (a, Pp) p 
b) Gibt es ein uw, > », mit r = m oder u,. 1 < %, 80 ist 
me ef , 
o (a, f) e'E, te: +aré + B. 
c) Gibt es ein yn, v,, SO ist 
r ip ; u lt u = Vs » . 
a(a, B)=—e,'&,+---+6"-'§_14+ 47 0(&,,9,) + & Neto es t+ &"™ Nat Nati- 
Aus dieser Definition ersieht man: Ist « + / ein Zahlzeichen, so ist 


a(«,B)=a+ Pp. 


Wir kénnen daher das in den Zahlzeichen auftretende Symbol + als Zeichen 
fiir eine Summe deuten und schreiben kiinftig immer « + f fiir o (a, £), und 
zwar auch dann, wenn « + # kein Zahlzeichen im Sinne des vorigen Para- 
graphen darstellt. 

Fiir die Summe lassen sich auf Grund der Definition leicht folgende Gesetze 
ableiten: 


} 


a+(p+ y) (x + p) 


—— 


nw 


wenn ff, < {| 
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wenn %, < %, soa, + P<a, + # oder a, + B =a, + Pf; 
wenn «</+1, soa< # oder « = Pf. 


Zur Definition weiterer Funktionen gebrauchen wir die Abkiirzungen 
— 1+ uw und &, und zwar sei 


{ v fir Zahlzeichen ~ = 1 + » der I. Zahlklasse, 


l+u 
| mw fir Zahlzeichen yu der II. Zahlklasse; 

~ —l+m, «+ —l+yp 

a= &, "Ey toes +e mee, 
wenn 

7" bu » 

a=eE,+°--+ eb, + Ema 

° ~ . . ~ = —i1+4 & + 
(evtl. ohne + &,4 44) ist. Im Falle w,, = 1 ist in & fiir e, “m — nur é,, zu 
setzen. 


Wir fiihren nun Funktionen 2* und w* ein. Die Potenzschreibweise kann 
hier nicht zu Verwechslungen mit der Potenzschreibweise innerhalb der Zahl- 
zeichen fiihren, da die Zahlzeichen solche Zeichenzusammenstellungen nicht 
enthalten. 

Die Funktion 2* wird folgendermafen rekursiv erklart: 

1) Fiir Zahlzeichen « der I. Zahlklasse gelten die Rekursionsgleichungen 

2—=1,2=—-141, 2wri= + 2. 


2) Fiir Zahlzeichen 


. 9% @ 9m 4 
ist 2 e, 2™+1 


bzw. 2° = «*, falls das Endglied + &, 44 von « fehlt. 

Hiernach gehért 2* zur gleichen Zahlklasse wie «, und der Index von 2* 
ist gleich dem Index von «. 

Die rekursive Erklarung der Funktion w* lautet: 

1) Es ist w® = 1. 

2) Fiir Zahlzeichen « + 0 der I. Zahlklasse und fiir Zahlzeichen « vom 


Index 0 ist 


«w* £9 « 
3) Fiir Zahlzeichen 
ameter tee tment Emai 
vom Index 1 > 0 ist 
w* e wm tt 
bzw. w*" = e*, falls das Endglied + &,4, von « fehlt. Hiernach gehért «* 


auBer fiir « = 0 immer zur II. Zahlklasse. Der Index von * ist gleich 0, 


wenn « eine von 0 verschiedene Zahl der I. Zahlklasse ist, sonst gleich dem 


Index von «. 
Fiir die hier eingefiihrten Funktionen gelten die Gesetze: 


Ese: as w*, 

- ‘ ' 
2°: =e, fir alle, w' =e, firi>0, 
Qe 4. Qe = Qe+!, wo + ot <ow*t, 


wenn «a < f, so 2* < 2? und w* < o. 
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Diese Gesetze lassen sich leicht aus den Definitionen durch Induktionen nach 
den Indizes der Zahlzeichen nachweisen. 

Offenbar gilt auch: 

wenn a< #, so &,< &. 
Ferner ist fiir unsere Zahlzeichen stets 
23 oe 

da entweder « zur I. Zahlklasse und ¢, zur II. Zahlklasse gehért oder « einem 
System der Menge M,, und e, einem System der nachfolgenden Menge M,, 


1 
angehért, also der Index von « kleiner als der Index « von 


_ ist. 

Damit sind alle bei den Schnitt-Eliminationen gebrauchten Beziehungen 
der Ordnungszahlen, sofern diese unterhalb der ersten kritischen e-Zahl liegen, 
finit angegeben. 


§ 7. Die Funktionen der Induktions-Herleitungen. 


Es sind noch die bei den Induktions-Herleitungen benutzten Formeln (3a) 
bis (6) aus § 4 von ,,Z“* und die Formeln (7a), (7b) aus dem vorliegenden § 4 
fiir entsprechende Funktionen unserer Zahizeichen als giltig nachzuweisen 
Dazu gehen wir von einigen Hilfsfunktionen aus. 

I. Die Differenz — « + 8. Rekursive Erklarung: 
1) Im Falle « = Pf ist 

) 
—a+ p 0 


2) Sind «, 8 Zahlzeichen der I. Zahlklasse mit « < #, so ist 


a) im Falle « = 0: a+ fp B, 
b) im Falle « + 0 das Zahlzeichen f von der Form « + y und dann 
a+ Bp Y: 


3) Gehért # zur Il. Zahliklasse, und ist entweder « ein Zahlzeichen der 


1. Zahlklasse oder der Index von « kleiner als der Index von , so ist 


> > 
a+r p p 
4) Sind a, 8 Zahlzeichen 
hy & Mm £ & > ’ *n 
x & Sy E; Sm tT Sm+1> p é, 4 & "Nn T %)n 1 
und ist a < £, so sind folgende Fille méglich: 
a) Es gibt eine erste natiirliche Zahl r => 1 mit 
u ’ 
6.° Sp << &,",- 
Ist dann pu, < ¥,, 80 
} "r *n 
a+ P=e%n,+--++&"Qn t+ Yn41- 
Ist mu, Vey Ee < Ny» 80 
> ’ — ‘ ¥ ¥ 
a+ P=e"(—&,4+7,) + et Haat ess +e" Mn + Mn41- 
b) m<n und pu, Vr, &, n, fir alle 1 <r <m. Dann ist 
i » 9, + ” 
-a-+ B e,™ 1 im +1 ‘. oes A E." Nn + Mn+1- 
c) m n, Il, Ve n, fiir alle 1 <r sm und &n41< Mn+1 


(bzw. « ohne, § mit Endglied). Dann ist 


> F _ 2p 
-a+ BP =— §m41t+n41 (baw. —at+ fp Nn+1)- 
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Fiir die so definierte Differenz brauchen wir nur die Gleichung 


[1] a+(—a+ ,~)=6 im Fallea < B, 
welche sich leicht bestatigen laBt. 
II. Das Produkt ¢,- «. Rekursive Erklirung: 


1) Fir Zahlzeichen « der I. Zahlklasse und fiir Zahlzeichen von kleinerem 
Index als ¢ ist 


1 
E°a=& @ 
2) Fiir Zahlzeichen 
v v, i 
a=ev Ey t---+ €.%F, + Ena 
vom Index x = ist 
¥ : v : a 
€é-a=epE, t---+e"& +6,-En41 im Falle i <~x, 
l+m » ime is ; 
€,-a=e, "E,4+---+e° ™&,+6&341 im Fallec=~x, 
wo bei fehlendem Endglied + &,,;, von « das Endglied + ¢,- &,4 4 bzw. 


das Glied ¢)&,., fortfallt. 
Aus dieser Definition folgt 
[2a] ie ©. 
2b} 2"? — ,* 2° wenn (in beiden Fallen) der Index von « nicht gréBer 
als « ist (bzw. « zur I. Zahlklasse gehért) und der Index von # kleiner als 1 ist 
(bzw. 6 zur I. Zahlklasse gehGrt). 
III. Die Funktion p (a, 8). Rekursive Erklarung: 
1) Fir « > 2° ist 


y (a, B) =. 
2) Fiir Zahlzeichen a, f der I. Zahlklasse mit « < 2° ist 
q (a, B) - l + p. 


3) Ist 6 ein Zahlzeichen der II. Zahlklasse und entweder « ein Zahlzeichen 
t 
der I. Zahlklasse oder der Index von « kleiner als der Index von f, so ist 


y (a, B) Om. 


4) Fir zwei Zahlzeichen «, 8 vom gleichen Index 1 mit «< 2? und 

a=e'&+--- ist 
a) falls # + sy, ist oder das Endglied von B fehlt: 
y (a, B) =e,-w, + &, 
b) falls B ft, ist und ein Endglied + 7, 1 von # vorhanden ist: 
y (a, B) = &,° my + Y (Ey, %n+1)- 

(Hier sind die Indizes von & 
rekursiv ist.) 

Fiir diese Funktion gilt: 
3a] Wenn a< 28, so a < 2”(*6)+1 


3b] Fir 8 + 0 ist (a, B)< B. 


» %n+1 kleiner als 1, so daB die Definition 


Die Eigenschaft [3a] wird durch Induktion nach dem Index von  bewiesen. 

l. Fir 6 = 0 ist in jedem Falle 2° < 2¢%.A)+1, 

2. Fir Zahlzeichen 6 +0 der I. Zahlklasse ist g(a. 8) + 1 = B, also 
26 — De(-,s)+1. 
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ev. 


3. Ist 6 ein Zahlzeichen der IT. Zahlklasse und entweder « ein Zahlzeichen 
der I. Zahlklasse oder der Index von « kleiner als der Index von 8, so ist 


@ (a, B) = «, also 
x De (2,8) — Qele.B)+1, 


4. Haben «, § den gleichen Index ¢, und ist 


i 4 f) 
x & 6, +°** p oes <> Gas te 
so liegt bei 
- 96 B 9% 4 
a< 9 e 2 n a 


einer der folgenden beiden Fille vor: 


a) 4 < B. Dann ist @ (a, B) = e,- uw, + &,, nach | 2b] 2° wnt! 


und, da &, < 25 < 2°:*+! ist, 


1 


My epri 
& « 


4 of 1 o?(«.8)+1 
aca s 2 : 
\ A : 9"'n 4 Sa a E . 
b) B = m, §&,< 2"*'. Dann ist p(a, 8B) =, my, + @ (E> Ma +1) und nach 
= 9? Fin 4 
< 2°*""n+V) also 


Induktionsvoraussetzung &, 


My 9? (Eig + +1 9, Mat PEun ys 1+] 9? (2,8) +1 


a< & 
Ebenfalls nach dem Index von f wird [3b] bewiesen: 
1. Im Falle « > 2’, 6 + 0 ist p (a, B) = O0< Bp. 
2. Fiir Zahlizeichen 6 +0 der I. Zahlkiasse mit «< 2° ist o (a, p) 
1+ B< 8. 
3. Ist 2 ein Zahizeichen der II. Zahlklasse und entweder « ein Zahlzeichen 
der I. Zahlklasse oder der Index von « kleiner als der Index von f, so ist 


g (a, B) Ow « B. 


4. Fir zwei Zahlzeichen «, 8 vom gleichen Index « mit « 26. 
a =" é, B =---++ mn+1 folgt aus 
0 <2? — Poms 

entweder s4, < B oder jt, B, &,<2""+1. Im ersten Fall ist 

p (a, B) =e,-4, +68, 2°" e =" eP g"m 1 — 2? 
Im zweiten Fall ist 

@p (a, B) €,° ty + ¢ (é,, Nn +1)> ge (2, P) ef 9g: n+) 

1 Ms 


welches Zahlzeichen nach Induktionsvoraussetzung kleiner ist als e“' 2"” 
Also ist stets 2°” <— 2° und somit auch yp (a, B)< Bp. 

IV. Die Funktion (a, 6, y). Die bei den Induktions-Herleitungen benutzte 
Funktion (x, 8, y) wird nun definiert durch 


{ p(—BP +a, y) fir Sa, 


P (a Pry) | 0 fir «< B. 
Diese Funktion hat die Eigenschaften 
[4a] Wenn «< B+ 2’, soa< p+ 2°” — 
[4b] Fir y +0 ist p(2, B, y)<y, 


von denen «lie letzte unmittelbar aus [3b] und der Definition von (2, 
folgt. 
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[4a] ist im Falle«< f trivial. Fir f < « ergibt sich aus « < # + 27 nach|1] 
B+(—B+a)=a<B +2, 
also auch — f + a < 2”, nach | 3a] 
~ppacerrentt 


d. h. nach der Definition von  («, 8, y) 
Bp acarehnt 
und wiederum nach [1] 
a=P+(—Bt+al<p+2rerrnt!, 

Mit [4a], [4b] sind die Formeln (3a), (3b) der Induktions-Herleitungen (§ 4 
von ,,Z‘) bestatigt. 

V. Die Funktion w (n, «) fir Ziffern (natirliche Zahlen) in der 1. Argument- 
stelle und Zahlzeichen (Ordnungszahlen) in der 2. Argumentstelle wird re- 
kursiv definiert durch 

y (0, a) a, 
y (n’, a) = 2¥%-«), 


wonach die Formeln (4a), (4b) aus § 4 von ,,Z“* gelten. Diese Funktion hat 
offenbar die Eigenschaften 
[5a] Wenn a< f, so p (n, a) < p,(n, f). 
[5b] n<y (n, 1). 

VI. Die Funktion « («) wird folgendermaBen erklart: 

Ll) e (0) 0, 

2) e (a) =e, fiir Zahlzeichen « + 0 der I. Zahlklasse, 

3) e(e,) Es 

4) e (x) €,.1 fiir Zahlzeichen « + e, vom Index «. 

Hiernach ist leicht zu bestatigen: 
[6a] a<e(a + 1), 
[6b] e(a + 1)<e, fir «<e, und Limeszahlen 1, d. h. Zahlzeichen, welche 
nicht einer Summe x +! gleich sind. 

Mit [6a] und [6b] sind die Formeln (5a), (5b) aus § 4 von ,,Z* erfiillt. 

VII. Der Nebenindex. Ein Zahlzeichen « der II. Zahlklasse mit dem Index 1 
gehért definitionsgemaB einem System 2, ; an. Die kleinste natiirliche Zahl k, 
fiir welche dies zutrifft, bezeichnen wir als den ,,Nebenindex* von a. Dieser 
laBt sich fir jedes Zahlzeichen eindeutig bestimmen. Haben zwei Zahlzeichen 
gleichen Index, aber verschiedene Nebenindizes, so ist offenbar das Zahl- 
zeichen mit dem gréBeren Nebenindex gréBer als das andere Zahlzeichen. 
Daraus folgt 
[7] a<yp(n+3,e,+1), wenn « den Index « und den Nebenindex 1 hat. 

Es ist nimlich 
y (0,e, +1) =e,4+1, y (lLe, +1) =e,(1 +1), y(2,¢,¢)l=24" , 

i : | , y(3+n,¢ + 1) 
y (3, e, + 1) é'; y(3+n’,e,+1) =e “ . 
und somit allgemein yp (n + 3, ¢, + 1) ein Zahlzeichen vom Index 1 und Neben- 
index n + 1. 
10* 
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VIII. Die Funktion x («) wird definiert durch 
1) ¥ (a) =a, falls « zur I. Zahlklasse gehért, 
2) x (a) n-+3, falls « zur II. Zahlklasse gehért und den Neben- 
index n hat. 
Dann ist nach [7] 
[8a] a<wp(yz(a),e,+ 1) fir Zahlzeichen « der II. Zahlklasse vom Index . 
Ferner gilt 
[8b] a<wp(yz (a), B) fir a<e (fp). 
Gehért namlich « zur I. Zahlklasse, so ist w (zy («), 8) = y (a, 8) und, da 
a<e(f) nur mit 6 + 0 méglich ist, nach [5aj 


py (zx (a), B) = (a, 1) und nach [5b] yp (yz (a), 8) >«. 


Ist « ein Zahlzeichen na II. Zahlklasse mit dem Index 1, so folgt aus 
a < ¢(f) die Ungleichung ¢,+ 1 < £, womit sich [8b] aus [8a] und [5a] ergibt. 
Mit [8b] ist Formel (6) aus § 4 von ,,Z“ erfiillt. 
IX. Die Funktion t (a) wird definiert durch 
1) tr (a) = 0, falls « zur I. Zahlklasse gehGrt, 
2) rt (a) t, falls « ein Zahlzeichen der II. Zahlklasse mit dem Index 1 ist. 
Dann gilt 
[9a] tla)<e fir a<e,1+0. 
[9b] a< w(x (a), era) + 1). 
Die erste Ungleichung ist unmittelbar einzusehen. Die zweite gilt fir 
Zahlizeichen « der I. Zahlklasse, da jedenfalls 


y (x (a), €r(2) T 1) 
der II. Zahlklasse angehért, wahrend sie fiir Zahlzeichen der II. Zahlklasse 
aus [8a] folgt. 
Mit [9a] und [9b] sind die Formeln (7a), (7b) von § 4 erfiillt. Damit sind 
alle bei den Induktions-Herleitungen verwendeten Funktionen in berechenbarer 
Weise finit eingefiihrt und die entsprechenden Formeln bestatigt. 


§ 8. Abbildungen der Zahlzeichen. 


Die Zahlzeichen lassen sich auf Grund ihrer rekursiven Erklarung offenbar 
in irgendeiner Weise abziahlen. Man erhalt dann eine umkehrbar eindeutige 
Abbildung auf die Ziffern 0, 0’, 0’, . . . des Kodifikats, wie sie bei den vorher- 
gehenden Betrachtungen vorausgesetzt wurde. Es sollen nun einige besonders 
einfache Abbildungen von Ordnungszahlen auf natiirliche Zahlen bzw. auf 
endliche Folgen natiirlicher Zahlen angegeben werden, insbesondere fiir Ord- 
nungszahlen unterhalb der ersten ¢-Zahl. 

Die transfiniten Ordnungszahlen unterhalb der ersten ¢-Zahl werden durch 
Zahlizeichen der Systeme 2, , reprisentiert. Ein Zahlzeichen aus 2, hat 
die Form 


’ ’ 
+ ** + n 
1 é. 


% 


‘vr 
lVr 
wir 


~ 


n+1 


und 


str 


(evtl. ohne Endglied + &,,,) mit &,..., Ey, &a41 aus 29, 4% > ++: >» 


y, aus 2, oder aus 2,,,. mit k; < k. 
t 


” 


Benutzen wir statt der finiten Faktoren & die entsprechenden Summen, 
schreiben wir @ fiir e, und w® fiir 1, so kénnen wir ae 2se Ordnungszahlen in 
der iiblichen Weise einfacher mit Hilfe von Systemen 2 erklaren"*). 


18) Y* entspricht 2,, und Lt : 


2 entspricht 2, k. 
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a) $ enthalt nur das Zahlzeichen 0. 
b) 2; (mit k>0) enthalt die Zahlzeichen 


o a 
@Mi+---+@q@*" 


ii . —s oer 
mit a, Oy» &; AUS LF, ki <k. 
a) Abbildung miitels Primzahlordnung"). 

Eine umkehrbar eindeutige Abbildung der Zahlzeichen aus den 27 auf die 
natiirlichen Zahlen 1, 2, ... gewinnt man in folgender Weise: 

a) Das Zahlzeichen 0 wird auf die natiirliche Zahl 1 abgebildet. 

b) Sind die Zahlzeichen a, x, . . ., x, auf die natiirlichen Zahlen a,, ay, . . 
a, abgebildet, so wird das Zahlzeichen 


auf die natiirliche Zahl 
Pa, . Pa, alld Pa, 

abgebildet. Dabei bedeutet p, die a-te Primzahl (mit p, = 2, p, = 3,...). 

Auf Grund der eindeutigen Zerlegbarkeit der natiirlichen Zahlen in Prim- 
faktoren ist diese Abbildung umkehrbar eindeutig. Die Zuordnung ist in jedem 
Falle finit feststelibar. So ist beispielsweise 

39 13-3 = Pe- Pe Pp, <p,” Pr, 

Die Zahl 39 entspricht also der Ordnungszahl 


oC TT =o @m?* - Oo. 


b) Abbildung auf einen Bereich von Dualbriichen. 
Die vorepsilontischen Ordnungszahlen lassen sich auch durch Klammer- 
ausdriicke darstellen, und zwar in folgender Weise: 
a) Dem Zahlzeichen 0 entspreche der leere Klammerausdruck. 
a, die Klammerausdriicke K,, 


b) Entsprechen den Zahlzeichen «,, a, . . .. %, 
K,, ..., K,, so soll einem Zahlzeichen 
od x z 
@ ? @ 2 ao * 


der Klammerausdruck 


(K,) (Ky) .. . (Ky) 


entsprechen. 
Diese Zuordnung ist eindeutig, da fiir jeden in dieser Weise gebildeten 
Klammerausdruck feststellbar ist, wie die Klammern ,,(** und ,,)“* zusammen- 


gehéren. Es entsprechen sich hiernach z. B. 


l w® und der Klammerausdruck (), 

2 w°® + @° und der Klammerausdruck ()(), 
o ao” und der Klammerausdruck (()), 
w? wm” + und der Klammerausdruck (()()), 
ww” aoe” und der Klammerausdruck ((())) 


Wir kénnen nun den Klammerausdriicken Dualbriiche 0, . . . zuordnen, bei 


denen hinter dem Komma entsprechend der Reihenfolge der Klammern immer 


1#) Die Abbildung ergibt sich durch unbeschrankte Fortsetzung des Prozesses, der zur 
Gewinnung von Abbildungen fiir engere Bereiche angegeben ist in HitBeRtT-BERNAYS 
Grundlagen der Mathematik, II. Teil, S. 361 
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fiir ,,(“ eine 1 und fiir ,,)“‘ eine 0 steht. Dabei mégen die letzten Nullen, auf die 
keine 1 folgt, fortgelassen werden. Es entspricht also 
die Ordnungszahl 0 dem Dualbruch 0 
die Ordnungszahl 1 dem Dualbruch 0,1 
die Ordnungszahl 2. dem Dualbruch 0,101 
die Ordnungszahl m dem Dualbruch 0,11 
die Ordnungszahl m? dem Dualbruch 0,1101 
die Ordnungszahl w® dem Dualbruch 0,111 
Hierbei finden natiirlich nicht alle Dualbriiche zwischen 0 und 1 Verwendung. 
Die Dualbriiche sind vielmehr an zwei Bedingungen gekniipft: 
1. Es darf bis zu keiner Stelle hinter dem Komma die 0 6fter auftreten, als 
die 1 vorangeht. 
2. Bei der Ubersetzung der Dualbriiche in Ordnungszahlen muB fiir jede 
darin auftretende Ordnungszahl der Form 


@M i----e: ? m*n 
stets a, >-** Sj} a, sein. 

Die hier angegebene Darstellung der vorepsilontischen Ordnungszahlen 
zeichnet sich dadurch aus, dafB die Anordnung der Ordnungszahlen in die 
natiirliche Anordnung der Dualbriiche tibergeht. Man ersieht dies unmittelbar 
aus der finiten Definition der Ordnungsbeziehung. 

Bei dieser Abbildung geht jedoch die Limeshildung der Ordnungszahlen 
nicht in die Limesbildung der Dualbriiche iiber. So hat z. B. die den finiten 
Zahlen entsprechende Dualbruchfolge 

0,1; 0,101; 0,10101; 0,1010101; 
nicht den der Ordnungszahl w entsprechenden Dualbruch 0,11 zum Limes. Es 
ist vielmehr jeder Limes einer Dualbruchfolge kleiner als der Dualbruch, 
welcher den Limes der entsprechenden Ordnungszahlen reprasentiert. 
c) Abbildung bis zur 1. kritischen e-Zahl. 

Ahnlich wie sich die vorepsilontischen Ordnungszahlen auf Dualbriiche ab- 
bilden lassen, k6nnen wir auch die Gesamtheit unserer Zahlzeichen abbilden. 
Wir geben zunichst eine Zuordnung zu gewissen Folgen von Zahlen 0, 1, 2 

a) Dem Zahlzeichen 0 entspreche die leere Folge. 

b) Dem Zahlzeichen 1 entspreche die aus der Zahl 1 bestehende Folge. 

c) Entsprechen den Zahlzeichen «, f die Folgen a bzw. b, so soll einem Zahl- 
zeichen a + § die aneinander gereihte Folge a b entsprechen. 

d) Entsprechen den Zahlzeichen ¢, v, § die Folgen i, n bzw. x, so soll einem 
Zahlzeichen ¢) & die Folge 

2i0n070 
entsprechen*°). 

Man iiberzeugt sich leicht, daB die Zuordnung eindeutig ist, d. h. daB einer 
jeden Folge héchstens eine Ordnungszahl entspricht. 

Bildet man aus einer Folge f den Trialbruch 0, f, so geht die Anordnung 
der Ordnungszahlen in die natiirliche Anordnung der Trialbriiche tiber**). 


*°) Die Zahl 0 kann als eine Klammer ,,)‘‘ und die Zahl 2 als eine starke Klammer ,,(* 
aufgefaBt werden, welche erst durch drei Klammern ,,)“* geschlossen wird. 

*1) Das wird dadurch erreicht, daB in der Trialbruchdarstellung einer Ordnungszah! 
e” — die Bestandteile «, v, £ in der Reihenfolge erscheinen, welche ihrem Gewicht fiir die 
Ordnungsbeziehung entspricht. 
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Man kann iiber die Trialbruchdarstellung offenbar in finiter Weise eine Ab- 
zahlung der Zahlzeichen und somit eine umkehrbar eindeutige Abbildung auf 
die Ziffern des Kodifikats gewinnen. 


§ 9. Formaler Aufbau der verzweigten Analysis. 


Um die Analysis zu entwickeln, kann man, ausgehend von den natiirlichen 
Zahlen, zunachst den K6rper der rationalen Zahlen und dann mittels der DEDE- 
KINDschen Schnitte?*) den Kérper der reellen Zahlen aufbauen. Wir wollen 
diesen Weg in unserem Kodifikat skizzieren, ohne den Individuenbereich der 
Ziffern zu iiberschreiten, indem wir die rationalen Zahlen auf die Ziffern ab- 
bilden. 

Die Ziffern werden dann in zweierlei Weise gedeutet, erstens als natiirliche 
Zahlen und zweitens als rationale Zahlen. Die Priaidikate und Funktionen, 
die sich auf die Deutung als natiirliche Zahlen beziehen, kennzeichnen wir mit 
einem dariiber gesetzten Punkt. Es sei also fiir Ziffern r, y 
ry — y dann und nur dann ,,richtig*‘, wenn r¢ mit ) iibereinstimmt, 

r — y dann und nur dann ,,richtig‘‘, wenn x ein echter Teil von by ist. 
Die Ziffernwerte der Funktionen + und » werden rekursiv erklart durch 


(‘x LO=xrtr [ rx0—0 
lrivn’ =(r +p)’ lexy=rxyst 
Um die Ziffernpaare B und — Z , welche die rationalen Zahlen liefern, dar- 


stellen zu k6nnen, gehen wir aus von der Abbildung 


0’ 0’ San a 

ff) —<«-(Q ay 6s a 
0 0” ie 

> » 
0 ae one 
Oo” ~..—§ 

9 0” 
0’ serre 

--()’ 
0’ 


Diese Abbildung hat die Form 


a (4) 


r 
2 bzw. - ¥y(r,0), 
Bla) ° y Vee 


wobei die Abbildungsfunktionen in folgender Weise rekursiv erklart sind. 


| x (0) — 0’ | B (0) = 0’ 
nlx’ ( 0’ fir f (3) = 0’ 83") < [ a (3)’ fir B (4) = 0’ 
| te | « (3)’ fiir B (3) 4 0’ | iis | »’ fiir B (3) =” 


| y (0’, 0’) 0 
y (0’, 9") = y (y’, 0’)’ 
y (x, 1) Bs y (x’, y’)’ 
22) Die DEDEKINDschen Schnitte ergeben in unserem mit gebundenen Formelvariablen 
vebildeten Kodifikat die einfachste Einfiihrung der reellen Zahlen. Die andere Méglichkeit. 


die reellen Zahlen mittels Intervallschachtelungen oder Fundamentalfolgen einzufihren. 
ist dagegen fiir ein mit gebundenen Funktionsvariablen gebildetes Kodifikat angebrachter. 








146 Kurt Scuttre: 































Fiir die Abbildungsfunktionen gilt 


y(« (4B) =s al(y(e9)=2 Bly (t9)) =. 

Eine Deutung der Ziffern unseres Kodifikats als rationale Zahlen erhalten 

wir durch die Abbildung 
<--0 Ee y(t’, x0" i0" - “ae y(t’, 9’) x 0” 4. 0" 

Die Pridikate und Funktionen, die sich auf diese Deutung beziehen, be- 
zeichnen wir in der gewohnlichen Weise mit =, <, +,-. Ihre Wahrheits- 
werte bzw. Ziffernwerte lassen sich rekursiv erkliren. 

r = ist dann und nur dann ,,richtig“*, wenn einer der folgenden drei Fille 
vorliegt: 

a) r—0,H=—0 

b) r= p x0" i0", y= q x0" 40", a(p) x B(q) = a (q) x B (p) 

ec) r= px 0" 10", yigx0"i0", al(p) & B(q) =a(q) x B(p). 

r<¥ ist dann und nur dann ,,richtig**, wenn einer der folgenden fiinf Fille 
vorliegt: 

a) r=0,H =Qq x 0" + 0" 

brad x O16, oa O 

ores 0° 40,0904 x 0" +0” 

d) r= p x 0° 70", Hn qx 0" 70", ap) x Bq) = a (q) x B (py) 

e) r= px0”" 70", nq x0" 40", ala) x Bp) = a(p) x B (Q). 


Rekursive Berechnungsverfahren fiir die Funktionen ¢ + 4 und ¢ - ¥ lassen 
sich ebenfalls mit Fallunterscheidungen leicht angeben. 

Die reellen Zahlen erscheinen nun als gewisse einstellige Formelpradikate. 
Die Aussage ,,%} (x) ist beziiglich der Argumentstelle x eine reelle Zahl** wird 
ausgedriickt durch die Formel 
Def.1 ZF (x) = (xz) {F (DV (w (FB (WV xz < yl) V (y) [F (y) Vz < y}}- 

Die Definition bedeutet: ,,% (x) ist eine reelle Zahl, wenn aus ¥ (x) und # (») 
stets r<y folgt und es fiir jedes x mit § (x) ein y mit § (y) und x<y gibt™. 

Hierbei ist aus Griinden der formalen Einfachheit + oo (als identisch rich- 
tiges Pridikat) und © (als identisch falsches Pridikat) unter die reellen 
Zahlen aufgenommen. 

Die rationale Zahl r wird als reelle Zah| durch das Pradikat x<t repriisen- 
tiert. Die Formel Z, (x<t) ist leicht herleitbar. 

Die Ordnungsbeziehung und die Gleichheit fiir reelle Zahlen wird folgender- 
maBen definiert. 

Def. 2 & (x) << G (x) = (x) [F (x) V G (z)] 
z 

Def. 3 & (x) = G (x) = (x) [F (xz) ~ G (z)]*). 
z 

Die Formelpridikate mit der Argumentstelle a, welche tie Summe bzw. 
das Produkt aus § (x) und @ (x) darstellen, werden definiert: 


*3) Die unter einem Pradikatenzeichen stehende Variable zx stellt eine Bindung dar, 
die angibt, auf welche Argumentstellen von § und @ sich das Pradikat bezieht. Das 
Zeichen ~ bedeutet die ,,Aquivalenz“. YU ~ B stent firA \y BY AY B. 
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Def. 4 & (x) + G (x) = (x) (y) [(@< az Fy VS (z) VG (y)) 


Def. 5 (x) x G(x) =(z) (y) fa<a-yV (F(x) ~G (— y)] V(F(— 2) ~ G(y) }}.-) 


Unter Verwendung dieser Definition lassen sich die tiblichen Rechengesetze 
fiir die reellen Zahlen herleiten. Bei dem Satz von der oberen Grenze kénnen 
wir die Voraussetzung beschrinkter Mengen fortlassen, da wir © als reelle 
Zahl zulassen. Der Satz wird folgendermaBen formalisiert. 

Ist eine Menge reeller Zahlen vom Rang r gegeben durch eine Formel 
NM, (F (x)), die eine einstellige Formelvariable F vom Rang r enthilt, so 
definieren wir als ,,obere Grenze‘‘ das einstellige Formelpridikat mit der 
Argumentstelle a 
Def.6 QM, (U (x)) = (x) {a< x V(U)[M, (U (y)) VU (x)}}, 
wo U eine gebundene einstellige Formelvariable vom Rang r ist. Dieses Formel- 
pridikat hat mindestens den Rang r + 1. 

Es lassen sich dann (fiir ein beliebiges einstelliges Formelpridikat }, dessen 
Rang <r ist) folgende Formeln herleiten: 

1) Z,Q5>M, (U (y)), 

d. h. die obere Grenze Q ist eine reelle Zahl. 


2) Z,% (x) V QE M, (U (y)) <F (a) V Mz (F (2), 





z 
d. h. die Menge M enthilt keine reelle Zahl vom Rang <r, die gr6Ber als 2 ist. 
3) Z,§ (x) V& (z) < DEM, (U (y)) V (O) {M, (U (x) VF (x) < U (a), 

z 


/ 
Zz 





d. h. jede reelle Zahl vom Rang <7, die kleiner als Q ist, wird von einem 
Pridikat der Menge IN iibertroffen. 


*4) Diese Forme] faBt in formal einfachster Weise die Fallunterscheidungen zusammen, 
die bei der Produktdefinition beziiglich der Vorzeichen erforderlich sind. 


(Eingegangen am 25. Mai 1950.) 
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Zur Theorie der partiellen Differentialgleichungen. 
Von 
Hans Hornicn in Graz. 

a"f a’f 
Im folgenden wird von*der Differentialgleichung «” _— - 
@ (Ig x) é (Ig y) 

g (x, y) gezeigt, daB die Existenz einer fiir x = y = 0 reguliren Lésung von 
der arithmetischen Beschaffenheit der Zahl « abhangt’). 





Wir betrachten die Differentialgleichung 


7 r 
c 1 (r) a (r) « f 
a” af I a Ay y——— + °° + 2 Al’ 
Cc x a2” cz 
(1) 
r r—1 x 
C f r l (r) c f (r) c f ‘a ; 
y , y A r 1 } ~<a J y A 1 , <— b, m x y’ *s 
cy cy cy n,m 0 
wo die rechtsstehende Summe etwa fiir |x| < 6,|y| < 6 konvergiere. Die 
7 (r) (r) (r) ° ° 
Konstanten A;’, As’,..., A;—, werden dabei so bestimmt, daB 
n n As (r (7) 
(2) (i )rt+( pe l!Apey +++ +nA} n" 


fiir alle n sei, was in eindeutiger Weise méglich ist. « sei eine Konstante > 0. 
Dafiir, daB diese Differentialgleichung eine in einer Umgebung von x = y = 0 
regulire Lésung besitzt, ist bei irrationalem « auBer by, = 0 notwendig und hin- 
reichend das Béstehen der Ungleichung 

n+m 


3) lim bn m . 
le ae 
n,m x me 
n 
fiir alle Paare natiirlicher Zahlen n, m. 
Soll die Lésung f eine etwa fiir |x »,\y| <<» regulare Funktion sein 
(x, y) i an m x y”™" ? 
n,m= 0 


so muB der Koeffizient von x” y” in (1) unter Beriicksichtigung von (2) sein: 


{ r Tr r 
4) by, m (a? n m ) a, m* 


Insbesondere muB natiirlich b,, = 0 sein. 
y : , — _ 
Ist « : (p,q > 0 ganz), so verschwindet die rechte Seite von (4) fii 


alle n = 1q,m =I >p (I natiirliche Zahl); soll also die Differentialgleichung (1) 
regulire Lésungen haben, so muB fiir diese n, m dann b,,,, = 0 sein, wahrend 
die entsprechenden a,,,, willkiirlich zu wahlen sind. 

Ist « irrational, so ist a,,, aus (4) stets berechenbar (nur Ayo ist immer be- 


nm 


liebig anzunehmen); dann ist fiir n > 0 





*) Vgl. auch Mh. Math. 54, 183—187 (1950) sowie D. G. Bourery u. R. Durrrs: Bull. 
Amer. Math. Soc. 45, 851—858 (1939). 
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(5) bn m 


a --- 
- : _9™ m\r—1 
a” 1 ‘. a’ 2 ret (2) | 





nm 
n n 





wahrend die Reihe der Glieder mit n = 0 von f(z, y) stets fiir y <6 kon- 
vergiert. 
Sei nun (3) erfiillt, also etwa fiir n > 0 


m 





| , n+m 
|Onm < | % n H ’ 
so ist nach (5) 
H” m 
Ay m| * sy 
. = ] l z 2 
so daB 2 a,,, x” y™ fiir |x A W<F sicher konvergiert. 


Sei andererseits (3) nicht erfiillt, so gibt es eine Folge von Paaren natiir- 
licher Zahlen n,. m,, so daB 


bn, m, n+ Mm, 
—|=h, 
Me 
i 
Ne | 
: . . m, , , 
mit h,-+ + co fiir 1 oo ist. Dann konvergiert — -> «: sonst wire ja, zumindest 
‘ 
” . —e Me | 
fiir eine Teilfolge des /, der Betrag ie -~ | -e > 0, also 
Ne 
h l\>, pre m, 


nem 


und fiir jedes x + 0 und y + 0 wiirde 


} n m 
) 


ze*y *2jé (h, al)" (h, y\) 


m 
é 


yegen + co streben gegen die Voraussetzung. 
Von einem bestimmten / an ist daher sicher 


r 1 


m, m 
9 r é ‘ , 1 
f~*4+e~* free (—2) <2ra’ 
Nn, n, 
und fiir jedes x + 0, y + 0 ist 
n,m (hp | |)" (hel y |) 
ia xey < > — > 
n,m . r 
. ni 2ra . 


wo der rechtsstehende Ausdruck fiir ] > oo gegen + oo strebt. Also ist tatsachlich 


ya, «" y™ fiir alle x + 0, y + 0 nicht konvergent. 
Wenn also die Differentialgleichung (1) fiir ein irrationales « keine regulare 
n m | — 
. m ° r . . . 
Lésung hat, so muB lim | | o (0 sein, die Zahl « ist dann eine spezielle 
n 





n,m 


|AouviLLEesche Zahl, also transzendent. 
Unser Existenzsatz laBt sich sofort etwas verallgemeinern 


Bezeichnet man den Differentialausdruck von oben 





é ite ( c r 
at / 4 A 7) 1 a” ] - fe +++ 4 A ‘ x L pY? 1 F 


so gelten ganz analoge Uberlegungen und der nimliche Existenzsatz auch fiir 
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die Differentialgleichung 


7 ) (r) ~— 
(la) Dy (a DP f—DP fle-= J bam x y™, 
rT=1 n,m=0 


wobei die nicht simtlich verschwindenden Konstanten c, etwa simtlich > 0 
anzunehmen sind. Dann ist ja 


N N 
° of ao r he r 
nm 3) a cn’ — > C,m 
r=1 r=1 
y 
m ~—l m m\r—1 
.' r r—1 r—2 cod ~fl 
Aanm _ 7 )s mC, 1a Ta r ) b,, nm 
tj, 1 n n 





in derselben Weise wie oben zu behandeln. Die allgemeinere Differential- 
gleichung (la) hat dann die Gestalt: 


o VE we (r) f Pt oo gr) \? — 
_— a — j—~ a” Aj C, - p2 y eus Ps A; Cy > b,, m 2 y” ° 
j 1 oz r2j j=1 OY raj n,m=0 
Hier sei noch angemerkt, daB aus (2), indem man n = 1, 2....7 l setzt. 
die Rekursionsformel folgt 
rr (r) (r) 
Ay’ = S ai ey vt = Apia (k= 1,2,..., 7%). 


Es ist schlieBlich bemerkenswert, daB auch im einfachsten Fall einer 
Differentialgleichung (1) erster Ordnung, die sofort durch Quadraturen lésbar 
ist, die regulire Unlésbarkeit fiir gewisse arithmetisch bestimmte Werte von « 
eintritt. 


( Eingegangen am 10. April 1951.) 
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Die Integrabilitatsbedingung fiir Ortsfunktionen 
in der natiirlichen Flachentheorie. 
Von 
FRANK LOBELL in Miinchen. 


Herrn Kart KoMMERELL zu seinem 80. Geburtstag gewidmet. 


Wenn auf einer orientierten Fidche ein orthogonales Bezugsnetz festgelegt ist, 
so lautet die Integrabilitétsbedingung fiir eine skalare, vektorielle oder allge- 
mein tensorielle Funktion F des Ortes auf der Flache bekanntlich’) 

' PF , oF = , 
(1) ¢ ¢ . ¢ F Q oF \ Gg, 2 


08, 08, 08 08, 0 8, = 08 














wo 8, und s, die Bogenlingen und G, und G, die geoditischen Kriimmungen 
der gerichteten Netzlinien bedeuten. 

Jiingst hat es sich gezeigt, daB diese Beziehung vereinfacht werden kann, 
ds 
von F eine Funktion des in die Differentiationsrichtung weisenden Linien- 
elementes der Flache ist und daB deshalb fiir die jeweils zweiten Differentiations- 
schritte die Operation der geoddtischen Ableitung zur Verfiigung steht); wird 


wenn man der Tatsache Rechnung tragt, daB die geometrische Ableitung 


diese durch das Symbol , bezeichnet, so laBt sich namlich die Bedingung auf 
: s 
die Form bringen*) 
(I) — — ~ 0. 
C8, 08 C8, C8, 

') Siehe E. Cesaro, Lezioni di geometria intrinseca, Napoli 1896, p. 155 (hier ist nur, 
aus guten Griinden, G, mit andérem Vorzeichen versehen als dort); ferner J. KNoBLAUCH, 
Grundlagen der Differentialgeometrie, 8S. 203, Leipzig u. Berlin 1913. Fiir einen speziellen 
Fall ,,invarianter Ableitungen“ findet sich eine Integrierbarkeitsbedingung gleicher Bau- 
art bei W. BLascukeE, Vorlesungen iiber Differentialgeometrie I, 3. Aufl., 8. 125f. Berlin 
1930 (oder 4. Auf]. 1945), und bei W. Haack, Differentialgeometrie II, 8. 35, Wolfen- 
biittel u. Hannover 1948. 

2) Vgl. des Verfassers Arbeit iiber Linienelementfunktionen und geoditische Ab 
leitungen in der Flachentheorie, Math. Ann. 121, 427 ff. (1950). Die Bezeichnung ,,geometri- 
sche Ableitung* wurde eingefiihrt von KNoBLAvCH a. a. O., S. 16, in allgemeinerem Sinn 
S. 521ff. Statt der auf Levi-Crvira zuriickgehenden Bezeichnung ,,infinitesimale Pa- 
rallelverschiebung“ wird im folgenden die von ScHOUTEN stammende ,,geodatische Ver- 
schiebung“ gebraucht. 

*) Vgl. die Arbeit iiber Integrabilitatsbedingungen in der Theorie der Flaichenabbil- 
dungen, Sitzgsber. bayer. Akad. Wiss., Math.-nat. Kl. 1951, S. 11 ff. In der Arbeit zur 
Frage der Vertauschbarkeit geodatischer Richtungsableitungen, Math. Ann. 122, 152ff. 
(1950) wurde eine Integrabilitdtsbedingung fiir Linienelementfunktionen aufgestellt, die fiir 
Ortsfunktionen, einen Sonderfall der Linienelementfunktionen, in die Beziehung (1) des 
Textes ubergeht; es muB jedoch hervorgehoben werden, daB sich dort, im Gegensatz z 
der hier zu Grunde gelegten Auffassung, alle geoddtischen Ableitungen auf ein und dasselbe 
Linienelement beziehen. 
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Es ist wichtig, zu beachten, daB sich hier die beiden geodiatischen Ableitungen 
auf verschiedene Argumentelemente beziehen, nimlich je auf die Diffe- 
rentiationsrichtung der Funktion, auf die sie auszuiiben sind. 

Im folgenden soll bewiesen werden, daB diese einfache Beziehung auch 
noch gilt, wenn ein beliebiges, schiefwinkliges Netz von Bezugslinien zu Grunde 
gelegt wird. Selbstverstindlich miissen die erforderlichen Stetigkeits- und 
Differenzierbarkeitseigenschaften sowohl bei der Flache als auch bei den vor- 
kommenden Funktionen, insbesondere den das Koordinatensystem auf der 
Flache bestimmenden, als vorhanden vorausgesetzt werden. 


1. Es liegt nahe, zunachst an die bekannte Tatsache anzukniipfen, da8 die 
Integrabilititsbedingung fiir eine Ortsfunktion F allgemein die Gestalt haben 
muB*) 

Co co F c c F 
»\ 1 — 4 B dos 
(2) (sa, + 92) 3 (. 5 °. 


oC 8 OC 8, 


Das ergibt sich aus der Vertauschbarkeit der partiellen Ableitungen von F 
nach zwei skalaren Variabeln v und wu, deren jede langs der Netzlinien einer 
Schar konstant bleibt; die GréBen g, und g, lassen sich aus den Ableitungen 


cw . ° ° ° . cu ov . 
und —— der Ortsfunktionen u und v, die im Gegensatz zu—— und nir- 
os C8, os 


id | 
gends verschwinden, folgendermaBen bestimmen *) 


(3) 9; ins—, Be —lIn a 


oe, ¢ 82 - Cc 8» c 8) 

Aus (3) sirid g, und g, unmittelbar als Biegungsinvarianten zu erkennen: 
da sie von F unabhangig sind, kann man zu ihrer Zuriickfiihrung auf Kriim- 
mungsgr6Ben beliebige Ortsfunktionen F verwenden®), etwa, sofern man sich 
die Flache in den euklidischen Raum eingebettet denken will, den Ortsvektor r 
der Fliche. Mit Hilfe der Grundgleichungen der Streifentheorie, die auf die 

. ; er ; — 

Einheitsvektoren —— = t, (# 1,2) anzuwenden sind’) und in denen auber 
o 3 

den geoditischen Kriimmungsvektoren®) die geoditischen Kriimmungen G;, 

und @, der Netzlinien, deren Winkel m + 0 mod z sowie dessen Ableitungen 


*) Vel. Knosiavucn, a. a. O., S. 523 (7); ferner des Verf. Kinematische Grundlegung 
der Kurven- und Flachentheorie, Jber. dtsch. Math.-Ver. 39, 177 (1930). 

5) Zur Kontrolle mége man F u und F v in (2) einsetzen. Auf weitere Méglich- 
keiten weist die folgende FuBnote hin. 


6) Z. B. erhalt man so bei Verwendung der fiir invariante Ableitungen iiblichen abkiir- 


zenden Schreibweise folgende Beziehungen zwischen g,, g,, dem KriimmungsmaB K und 
der mittleren Kriimmung H: 


9, K, 92 K, Ky, Ki,, 9: A, 92 H, Hi, Ay; 
auch dies sind Bestimmungsgleichungen fiir g, und g,, wenn K und H voneinander un- 
abhangig sind, also keine WEINGARTENSche Flache vorliegt. 
7) Siehe die in FuBnote *) an zweiter Stelle genannte Arbeit auf S. 176, (24’) und 
(24”). 
8) Siehe die in der vorigen FuBnote angefiihrte Arbeit am SchluB der zu 8. 180 ge- 
hérenden FuBnote auf S. 181, ferner S. 174 (15) und 8. 179 (38). 
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<< — w, auftreten, findet man auf diese Weise, daB g, und g, homogen linear 


0 8 


von den G, und den w,; abhangen’). 
+ . . . . c . . . 
Nun kann man in (2) die Richtungsableitungen ——der partiellen Differential- 
, oF . , : em , 
quotienten —— = F, (k = 1,2;k+ 4%) (die unter der Voraussetzung zu bilden 
Cc & 


sind, daB die Differentiationsrichtungen der F, stets die durch die Bezugslinien 
bestimmten sind) auf eine bei einer friiheren Gelegenheit gezeigte Art'*) durch 


aaa . 6 ; , _ 
ihre geodéitischen Ableitungen —— (die unter der Annahme zu vollziehen sind, 
cé 


t 
daB das Argumentelement der zu differenzierenden Linienelementfunktion in 
der Differentiationsrichtung geoditisch verschoben wird) und durch ihre par- 


. . c Fy . . . 
tiellen Ableitungen —— nach dem Richtungswinkel ihres Argumentelementes 
C¢ 


° ° ° - ° oF ° 
ausdriicken. Aus der Art der Abhangigkeit der Funktion -~ von der Diffe- 


rentiationsrichtung ™) folgt aber, daB 1°) 


‘ F oF 
(4) et 


c | cos 2 a* 


ist, wenn ——die Ableitung nach der Bogenliange in der Richtung bezeichnet, 
. . ° . c a. My es 
die aus derjenigen der Ableitung ——durch Drehung um +-— in der Flache 
as 2 


. . c . . a . 
hervorgeht; die Operationen——— lassen sich aber in bekannter Weise'*) durch 
C8: 
U 
o c ‘ 
— und ausdriicken. 
C8, c 8s 
Nach diesen Anweisungen ist es nicht schwer, aus (2) die Beziehung (1) 
in ihrer allgemeinsten Bedeutung herzuleiten; die zu dem Zweck zu bewilti- 
gende Rechnung soll jedoch nicht vorgefiihrt werden, weil sie sich durch 
Nachdenken fast ganz vermeiden 1laBt. 


) Siehe die in der vorigen FuBnote angegebene Arbeit auf S. 178 (32). Fiihrt man die 
Orthogonaltrajektorien der Netzlinien ein und bezeichnet ihre geodatischen Kriimmungen 
mit G* und G*, so wird, wie hier nebenbei vermerkt sei, 
91 G* @,*cotg aw, Gs G* @,* cotg w; 
man braucht, um das zu finden, die Verallgemeinerung der LiouviLLeschen Formel (47). 
die auf 8. 18], und die GréBen (40), die auf S. 179 der Arbeit stehen, auf die am Anfang 
. : ; 7 i nm n n 

dieser FuBnote hingewiesen wurde, wobei einmal 9, >> Pa = ow, dann 9, => — , 


It . 
P2 5 Zu setzen ist. 
10) Vgl. Math. Ann. 122, 154 (1950) (7a) und (7b). 
. ; ’ i) Oar j , , . ' 
') Die Linienelementfunktion ——hat ein ,,affines“‘ oder ,{lineares Verteilungsgesetz**, 
és 


d.h., wenn der Einheitsvektor t = /, t, + /, t, die Differentiationsrichtung angibt, so ist 
¢o — . 4 . . : . 2 Oo 19 
oF ha— + he ; vgl. die in FuBnote *) an zweiter Stelle genannte Arbeit S. 179. 
Ce ceé 1 Cc 8, 
12) Siehe die erste der in FuBnote *) angefiihrten Arbeiten auf 8. 19, (12) u. (13). 
13) Siehe die in FuBnote *) an zweiter ‘telle genannte Arbeit, S. 179 (39), (40) und (42 
beziiglich der fiir g, und g, anzusetzenden Werte gilt das gleiche wie am SchluB von 


FuBnote *). 
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2. Man mache sich nur klar, daB die beiden Glieder auf der linken Seite 
von (I) per definitionem blo® von den Differentiationsrichtungen an der be- 
trachteten Stelle P, die durch die Tangenten der Netzlinien bestimmt wurden, 
abhangen, nicht aber von deren weiterem Verlauf; diesen kann man daher 


2 


oF . 
— dadurch beein- 
C8 C8 


fluBt wiirden. Man darf nun erwarten, am bequemsten zum Ziel zu kommen, 
wenn man diese Kurven als geodétische Linien annimmt; dann stimmen die 
in ihren Richtungen vorgenommenen geoditischen Ableitungen mit den ge- 
wodhnlichen Ableitungen nach ihren Bogenlingen iiberein vorausgesetzt, 
daB das Argumentelement der zu differenzierenden Funktion einen konstanten 
Winkel mit der geoditischen Linie bildet, sich also an ihr entlang geodiatisch 
verschiebt. Deshalb mége weiter das Netz so angenommen werden, daB die 
beiden Scharen von Bezugslinien die zwei durch P laufenden unter einem kon- 
stanten Winkel « schneiden; dem steht nichts im Wege, und es bietet noch 
dazu den Vorteil, daB in P die beiden Ableitungen von m verschwinden. Also 
wird erreicht, daB langs der ersten Bezugslinie durch P 





abandern, ohne daB die Werte der besagten GréBen 


F, OF, 
Ofs anil und G, Wy, 0. 
c 8, c 8, 
langs der zweiten 
F OF . 
see + und Go=o,=0 
&. > = = 


wird, folglich in P die GréBen g, und g, als homogene Funktionen der G; und 

der @, den Wert Null annehmen; daher folgt aus (2) ohne weiteres die Be- 

ziehung (I), und zwar nach dem zu Beginn dieses Abschnitts Gesagten fiir 
, . ° C Fy 

jedes Bezugsnetz. Der Unterschied zwischen den Bedeutungen von 

Cc oj 


und 


OF; : . oF, , - 
von * besteht, wie nochmals betont sei, darin, daB ——* seinen Sinn von der 
c 8 cs 


ad | 
. ’ i OF, . 
Gestalt des Bezugsnetzes in der Umgebung von P empfangt, — _ ihn aber un- 
C8 
abhingig davon besitzt, sobald die Richtungen t; und t, festliegen. 


3. Es mag als unbefriedigend empfunden werden. daB ein biegungsinva- 
riantes Ergebnis wie (I) durch Betrachtungen gewonnen wurde, die sich da 
und dort auf die Annahme eines die Flache umgebenden und ihr seine Maf- 
bestimmung aufpragenden euklidischen Raumes stiitzten. Natiirlich kann man 
zu ihm auch durch Uberlegungen gelangen, die nur auf der inneren Metrik 
der Flache beruhen. Ohne niaher auf die Ausfiihrung dieses Gedankens ein- 
zugehen, sei nur erwahnt, daB die Forderung der Extremaleigenschaft fiir die 
Lingen der Netzlinien neben der Konstanz des Netzwinkels lings zweier von 
ihnen allein schon auf die Gleichungen g; = 0 in deren Schnittpunkt P fihrt: 
die weiteren Schliisse sind die gleichen wie die im vorigen Abschnitt durch- 
gefiihrten. 


IT. 


4. Nun sei aber noch ein anderes Verfahren auseinandergesetzt, nach dem 
die Beziehung (I) durch Verwendung des Differentialoperators D gewonnen 
werden kann, der mittels der den Winkel  einschlieBenden, die Flache 
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beriihrenden Einheitsvektoren t, und t, fiir die Richtungen der Differentiationen 


fs) ° ws 
und —— durch die Gleichung 
8) C8, 
, é é 
5 sinw-D=t, —-— t 
(5) 23s, 2 





C8, 
definiert ist, sofern sin w + 0 ist, und zwar auf invariante und von der An- 
nahme eines Bezugsnetzes unabhangige Weise"*). 


Zunachst erhalt man aus (5), wenn man den Einheitsvektor der positiven 
Flachennormalen 


(6) n=t, x t,: sn@ 
einfiihrt, 

- eF 

(4) n=— =t, x DF, 


v 


wobei man voriibergehend an eine skalare Funktion F denken mag. Daraus 








. ~~ . s . iF . 
folgt, wenn » statt DF und wie friiher F, statt - — gesetzt wird, 
Cc 1 
é6 . é - St bt bv dv 
(n F,) —-——(n F,) =x » —- = x 0+ t, x — —t,x 
O 8, “ 10 8 08, 0 8 0 8, - Oo 8& 


in in , - an 
<— mit der Abkiirzung < n 
C 8 c 8j oC & 
oF OF, " . ét 6 t, , 

_ — *) + pF, — 1, Fe (Si =52) <p—sinwD xd. 
C8, c 8) - aa 


2 a 8 8; 


also wegen ; 


(3) n 


Da F und » reine Ortsfunktionen sind, kann man sich hier D mit gew6hnlichen 
Richtungsableitungen gebildet denken. 
Nun sind die Vektoren n, und n. infolge der Konstanz von n? = | tangential; 
N idie Vekt , und n, infolge der Konst n g 
das gleiche gilt aber auch fiir den ersten Term nach dem Gleichheitszeichen, 
. ot bt. oy P . ° — 
weil —— und * als Anderungsgeschwindigkeiten geoditisch verschobener 
C8. cs 
Beriihrvektoren zur Fliche normal sind. Daher ergibt sich aus (8) durch ska- 
lare Multiplikation mit n 
OF, OF, 
(Geo 


C8, C 8; 


(9) ): sin w —nDv. 

Hierdurch ist bewiesen, daB der links stehende Ausdruck ebenso wie D x v 
eine [nvariante gegeniiber allen Anderungen der Differentiationsrichtungen ist, 
die sin« nicht zum Verschwinden bringen!*®). Man bemerke, daB diese Aus- 
sage auch dann richtig ist, wenn » ein beliebiger, nur vom Ort auf der Fliche 
abhangiger Beriihrvektor und F; gemaB® (7) nur die kurze Bezeichnung fiir 


; ei . oF 
nt,» ist; denn von der friiher getroffenen Festsetzung, daB F; = —— sein 


U 
sollte, wurde bei der Herleitung von (9) nirgends Gebrauch gemacht, sondern 
nur von der Tatsache, daB (F, t, — F,t,) : sin w die Zerlegung des Vektors b 
in seine Komponenten nach den Richtungen t, und t, darstellt. 

4) Siehe die erste in FuBnote *) angefiihrte Arbeit auf S. 444; auf S. 443 finden sich 
dort in FuBnote *) weitere Literaturangaben, die sich auf die Einfiihrung des Operators D 
in speziellerer Bedeutung beziehen. Hier sei nur noch auf Jber. dtsch. Math.-Ver. 39, 
2. Abt., 71 (1930) verwiesen. 

15) Das 1aBt sich natiirlich auch direkt beweisen; hierzu vergleiche man eine demnichst 
im Jber. dtsch. Math.-Ver. erscheinende Arbeit iiber Richtungsiibertragungen in einer 
Flaiche 
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Wegen der soeben festgestellten Invarianz des vor dem Gleichheitszeichen 
in (9) stehenden Ausdrucks braucht sein Verschwinden als notwendige und 
hinreichende Bedingung dafiir, daB F, und F, die Ableitungen einer Orts- 
funktion nach den Bogenlingen in den Differentiationsrichtungen der in den 
Ausdruck eingehenden geoditischen Ableitungen seien, kurz, das Verschwinden 
von n® d, falls » = D F mit einer reinen Ortsfunktion F ist, nur fiir irgendein 
spezielles Bezugssystem nachgewiesen zu werden; das aber ist an der in der 
Einleitung genannten Stelle*) bereits geschehen und soll deshalb hier nicht 
wiederholt werden, zumal da dieser Nachweis genau dem in Abschnitt 1 dar- 


° ms . 
gelegten Gedankengang folgt, nur daB infolge der Annahme w =~ die Durch- 


fiihrung betrichtlich einfacher ist als dort und sogar nach dem Vorbild der in 
Abschnitt 2 angestellten Uberlegungen noch weiter vereinfacht werden kann, 
wenn man die beiden durch den betrachteten Punkt P gehenden Bezugs- 
linien als Geodatische wahlt. 

Damit kann die Integrabilitatsbedingung (I) erneut als generell bewiesen 
gelten ; zugleich zeigt es sich, daB man ihr die Form geben kann") 

(I’) nDDF=0. 

5. Um den Tathestand deutlich hervortreten zu lassen, daB auf Grund der 
bisherigen Betrachtungen die Beziehung (I) nicht nur eine notwendige Be- 
dingung darstellt, sondern auch eine hinreichende enthialt, ferner, daB dabei 
das auf der Flache zugrunde gelegte Koordinatensystem, wie schon der am 
Anfang des Abschnitts 2 hervorgehobene Sachverhalt erkennen lieB, eine 
untergeordnete Rolle spielt, formulieren wir das gewonnene Ergebnis in dem 
Satz: 

Dafiir, daB die beiden gegebenen —_— F, und F, des Ortes P auf 

IF 
einer Flache die Ableitungen->— und-—— einer Ortsfunktion F (P) nach den 

8: 
Bogenlingen in den ebenfalls an jeder “Stelle gegebenen Richtungen t, und t, 
seien, ist notwendig und hinreichend, daB die aus ihnen gebildete Linien- 
elementfunktion des Ortes P und der Richtung t = f, t, + f. t. 
: ® (t) i, F, + fF 
die Bedingung 
5D 5 D ( 

(II) ss (t,) ie ® (ts) = 

2 8, 88, 
erfillt. 

Hierbei ist zu beachten, daB die Skalare /, und f,, wenn t, x t, + 0 ist, 

wohlbestimmt sind, sobald 
=f t, + fats 
als tangentialer Einheitsvektor in P vorgeschrieben wird, da wegen nt, t, = 
sin w + 0 sich 
sinw:f,=—nt,t, snow-f,=—nt,t 


ergibt; die Linienelementfunktion ® laBt sich hiernach auch explizit durch 
t ausdriicken, nimlich in der Form 


® = (n x t) (t, F, —t, F,) : sin o. 


8) Es 1a8t sich leicht nachrechnen, daB, wenn n x D = D* gesetzt wird, n D D = 


= D*D = — D D* ist. . 
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6. Wenden wir die Bedingung (I), und zwar in ihrer allgemeinsten Be- 
deutung, auf die Funktion F = r, den Ortsvektor der Fliche, an, so finden wir, 
. ert . : 
da ja —— = t,; ist’), 
Co 8j 


bt. 5 t. 
(10) dt. m Ot, 


0 8, 08, 


Die geometrische Deutung dieser Beziehung schlieBt das bekannte Ergebnis 
in sich?*) : 


Werden die Beriihrvektoren /, t; und /,t, mit den Lingen J, und /, lings 
2 bzw. 1, t, geoditisch verschoben, so entsteht ein geschlossenes Viereck. 
Bedenkt man dies recht, so wird man erkennen, da% eben hierin der tiefere 
Grund fiir die in (I) zum Ausdruck kommende allgemeine Gleichwertigkeit 


+ 
if 


. 6 c é o . 
der Operationen — und —— ——liegt. 
08, C8, C8, C8, 


17) Aus (8) ergibt sich in Verbindung mit (I) und (10): 
n, F, —n, F, = —sinw: Dx d; 


der links stehende Ausdruck l48t sich auf den gemaB (5) fiir die Einheitskugel, d. h. fiir 
den Ortsvektor n an Stelle von r gebildeten Operator D’ zuriickfiihren, wobei das Kriim- 
mungsmaB K in der Bedeutung, mit der es Gauss urspriinglich einfiihrte, als Faktor 
vuftritt, so daB wir finden: 
K D’ — Dx >. 

Mit Hilfe eines Tensors J’ wurde D’ auf D zuriickgefiihrt in den Sitzgsber. bayer. Akad 
Wiss., Math.-nat. Kl. 1948, 76 (V) u. (VI). 

18) Da os Qk X t; ist, wo g; der zur Richtung t; gehérende geodatische Kriimmungs- 

2 8k 

vektor ist (vgl. die am Anfang von FuBnote *) genannte Arbeit auf 8. 430 u. 8S. 433), 
so ist (10) gleichbedeutend mit der Beziehung, die in der in FuBnote *) an zweiter Stelle 
ungegebenen Arbeit auf S. 180 ganz unten steht; dort wird auf S. 178 schon darauf hin- 
gewiesen, daB diese Relation den Satz von Bonner enthilt, der besagt, daB die mittlere 
Windung jeder Flache identisch verschwindet, was gewohnlich in der Form T + 7* = 0 
vusgesprochen wird, wo 7’ und 7'* die Normalwindungen (geodatischen Windungen) fiir 


zwei zueinander senkrechte Tangentenrichtungen in einem Punkt der Flache sind (vgl. 
Crsaro l. c. p. 156). 


( Eingegangen am 21. Mai 1951.) 


a" 
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Einfache Herleitung der isoperimetrischen Ungleichung 
fiir abgeschlossene Punktmengen. 
Von 


H. Hapwicer in Bern. 


Einer abgeschlossenen und beschriinkten Punktmenge A des k-dimensio- 
nalen euklidischen Raumes lassen sich durch die Ansitze 


(1) V = lim JV,, 
e->0 
(2) F = lim inf at 


0 
o-0 @ 


ein Volumen V und eine Oberfliche F zuordnen'); hierbei bezeichne V, das 
JoRDANsche Volumen?) der iuBeren Parallelmenge A, von A im Abstand 0%). 

In der vorliegenden Arbeit gebe ich einen kurzen Beweis*) der bekannten 
isoperimetrischen Ungleichung 


(3) Ft — wm, & V'-1>0, 

- k 
wobei o = 27/I"{1 =-} das Volumen der k-dimensionalen Einheitskugel 
bezeichnet. 


Zunichst einige Hilfsbegriffe und Bezeichnungen: Z sei ein fester Punkt 
(Ursprung), K, bedeute eine Hiillkugel von A vom Radius R, mit dem Mittel- 
punkt Z; es gilt demnach (4) A Cc Ky. Weiter sei K eine mit A volumgleiche, 
mit K, konzentrische Kugel vom Radius R; es gilt also 


(5) V (A) = V (R) V. 


S bezeichne eine Sternersche Symmetrisierung an einer durch Z hindurch- 
gehenden (k—1)-dimensionalen Ebene £ ; durch S werde A in S (A)iibergetiihrt. 
Diese Punktmengentransformation laBt sich wie folgt kurz charakterisieren: 
(I) S (A) ist eine zu E symmetrische und abgeschlossene Punktmenge. (II) Be- 
deutet G eine zu E orthogonale Gerade, so ist S (A) G leer bzw. eine Strecke, 
wenn AG leer bzw. nichtleer ist. (III) Bezeichnet LZ das eindimensionale 
Lzenescuesche MaB, so gilt L (S (A) G) = L (AG) fiir jede auf # orthogonal 
stehende Gerade G. 


1) V ist das 4uBere Jonpansche Volumen von A und da A abgeschlossen ist, gleich- 
zeitig das LespesGurEsche MaB von A; F ist die untere Mrnkowskische Oberflache von A. 

2 Dieses existiert nach einem bekannten Theorem von F. BEHREND: Math. Ann. 111, 
289—292 (1935). 

*) Es handelt sich um die Menge der Punkte, die von A einen @ nicht iibertreffenden 
Abstand haben. 

*) Neuere Beweise stammen von A. Drneuas: Math. Nachr. 2, 107—113 (1949). 
A. Drveuas u. E. Scumipt: Abh. preuB. Akad. Wiss., Math.-naturwiss. Kl. 7 (1943). 
E. Scumipt: Math. Z. 44, 689—788 (1940). H. Hapwicer: Port. Math. 8, 89—93 (1949). 
Dieser letzte Beweis des Verf. wird durch die hier neu vorgelegte Arbeit in einigen 
wichtigen Punkten noch erheblich vereinfacht ; insbesondere fiihrt er ohne Anwendung des 
Auswahlsatzes zum Ziel. 
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Aus (4) folgt leicht (6) S(A)c Ky. Nach Fusris Theorem hat man (7) 
V (S (A)) = V (A). 

Wir beweisen nun vier Hilfssitze: 

Lemma 1. 

Fiir jede Symmetrisierung S und jedes o > 0 gilt 
(8) S (A), S (A,). 

Beweis: P sei ein Punkt; aus P € S (A), folgt P € Q,, wo der Punkt Q ¢€ S (A) 
auf der zu £ orthogonalen Geraden G lie “gen mige. Es ist also P € (GS (A)),. 
Wie man sich im Hinblick auf die Definition von S leicht iiberlegt, gilt aber 
(GS (A)),c S((@A),), und so folgt P € S (A,), w. z. b. w. 

Lemma 2. 

Bezeichnen A und B die abgeschlossenen Hiillen der komplementiren Mengen 
von A und B, so gilt fiir jede Symmetrisierung S°) 

(9) V (S(A) S(B)) = V (AB) + V (S(AB) S(AB)). 

Beweis: Es sei G eine verinderliche auf der Symmetrisierungsebene Z 
orthogonal stehende Gerade und dG bedeute das (i — 1)-dimensionale Volum- 
differential des DurchstoBpunktes GH in #. Zunichst ist 
(10) V (S(A) S(B)) = f[ Min [L(AQ@), L (BQ) d@. 


Nun ist aber der Integrand darstellbar als 


L (A BG) + Min [L(A BG), L(A BQ@)), 


so daB sich fiir das iiber Z erstreckte Integral nach (10) die Behauptung (9) 
ergibt. 
Lemma 3. 

Zu einem vorgegebenen a > 0 gibt es n Symmetrisierungen S,, Sz, .. ., S,, die 
an n verschiedenen Ebenen E,, E,,..., HE, durch Z erfolgen, so dap fiir das Er- 
gebnis 8, ...S_ 8, (A) ihrer Nacheinanderausfiihrung 
(11) (S,,... 8,8, (A) Dx 


gilt; hierzu geniigt einn < (4 Vk R R, +20 R)} a—?*. 

Beweis: Falls A. > K ist, bestatigt sich (11) trivial mit n = 0; andernfalls 
gibt es einen Punkt P ¢ K, so daB A P. = 0 ausfallt. Die Kugel oder Kugel 
linse K P, enthilt jedenfalls eine Kugel X vom Radius o/2, so daB also (12) 
XC AK gilt. Im Hinblick auf (5) muB offenbar (13) V (AK) V (AR) 
und wegen (12) demnach (14) V (AK) = V (X) gelten. Nun laBt sich K, 
durch m mit X kongruenten Kugeln iiberdecken; hierzu geniigen bereits 
(15) m - + 2k R,/o)* Kugeln. Diese rohe Schatzung ergibt sich aus der 
trivialen cai Igitterformigen Uberdeckung des der Kugel X, umschriebenen 
Wiirfels. Nach (4) ist dann auch A und erst recht AK iiberdeckt. Mit einem 
einfachen SchubfachschluB folgt aus (14), daB wenigstens eine der iiber 
deckenden Kugeln sie werde mit Y bezeichnet die Eigenschaft aufweist, 
daB (16) V (YAK) V (X) m—! ausfallt. Es sei nun S, die Symmetrisierung 
an der Ebene £,, welche auf der Zentrallinie der beiden kongruenten, aber 





5) Es handelt sich um ein von A. Drnanas herangezogenes Lemma. Vegl. die erste 
in FuBnote *) zitierte Arbeit, S. 110. 








































160 H. Hapwicer: Zur isoperimetrischen Ungleichung. 


sicher nicht identischen Kugeln X und Y orthogonal steht. Offenbar ist 
dann (17) S, (X) = 8, (Y). Nach (9) gilt mit B = K zunichst 
(18) V (S, (A) K) = V (AK) + V (S, (AR) S, (AR)). 
Im Hinblick auf (12), (16) und (17) folgt leicht 
(19) V (S, (A) K) => V (AK) + V(X) m-! 
oder erst recht 
(20) V (S, (A) K) => @, (o/2)* m-?. 
Ist jetzt S, (A), > K, so bestitigt sich die Behauptung (11) mit m = 1. Andern- 
falls 1aBt sich in analoger Weise eine Symmetrisierung S, finden, wobei S, (A) 
die gleiche Rolle spielt, wie oben A. Nach n Schritten ergibt sich an Stelle 
von (20) nunmehr (21) V (S,,... 8, 8, (A) K) => n a, (a/2)* m—! , wobei zu be- 
achten ist, daB sowohl o als auch m von den jeweils vorausgehenden Symmetri- 
sierungen unabhiangig sind. Die Relation (21) gilt dann, wenn der zu er- 
wartende Erfolg nach (n—1) Schritten noch nicht eintritt, d. h. wenn 
(S,—1...S, 8S, (A)), D K. Hieraus folgt aber leicht, daB (22) n < m V/c, (a/2)! 
sein mu, oder mit Verwendung von (15) auch (23) n< (4/k RR, 
t 2a R) ao **. Der Erfolg, d. h. die Erfiillung von (11), muB also nach endlich 
vielen Schritten eintreten, und zwar gibt (23) die behauptete Schranke fiir 
die notwendige Schrittzahl n. 

Le mma 4. 

Fiir jedes o> 0 gilt 


(24) V (A,) => V (K,). 
Beweis: Nach (11) ergibt sich mit 9 > 0,0 > 0 
(25) eee Se | ae) 

hieraus nach (8) 

(26) ee 7 ee ye 
weiter mit (7) 

(27) V (A,+,) > V ‘K,) 


und hieraus mit o + 0 im Hinblick auf die bekannte Stetigkeit des Parallel- 
volumens die Behauptung (24). 

Nachweis der isoperimetrischen Ungleichung. 

Nach (24) ergibt sich mit Riicksicht auf (5) zuniichst 


(28) V (A,) — V (A) => V {(K,) — V (RK) 

oder also 

(29) Fie V >, ((R + o}* — RF}. 

Hieraus folgt 

(30) F =lim inf 2—" > ko, RE-2 
e>0 e 


und endlich 
(31) FF >u,k* V'-}, 


w. z. b. w. 


(Eingegangen am 17. Mai 1951.) 
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Endlichkeitskriterien fiir Kommutatorgruppen. 
Von 
REINHOLD BAkER in Urbana, Illinois. 


Ernst ZERMELO zum 80. Geburtstag am 27. Juli 1951 gewidmet. 


Fiir die Faktorgruppen der absteigenden Zentrenkette bzgl. eines Normal- 
teilers gilt ein Endlichkeitssatz (BAER [2], p. 396, Theorem 4), dessen einfach- 
ster Spezialfall folgendermaBen lautet: Aus der Endlichkeit der Faktorgruppe 
nach dem Zentrum folgt die Endlichkeit der Kommutatorgruppe. Dieses 
Kriterium |aB$t sich auf zwei anscheinend wesentlich verschiedene Arten in 
einen allgemeineren Zusammenhang einordnen. Einmal kann man nimlich 
den in die Definition des Zentrums und der Kommutatorgruppe eingehenden 
Begriff der Vertauschbarkeit zweier Elemente durch den Begriff der n-Ver- 
tauschbarkeit ersetzen [(xy)" = 2" y"]; dies werden wir im zweiten Teile 
dieser Untersuchung tun (Abschnitt 7—9), wo wir insbesondere zeigen werden, 
daB aus der Endlichkeit der Faktorgruppe nach dem n-Zentrum auch die 
Endlichkeit der von Grtw [4] eingefiihrten n-Kommutatorgruppe folgt. 

Der Ausgangspunkt fiir die Untersuchungen des ersten Teils ist die Be- 
merkung, daB der oben erwihnte Satz sich auch folgendermaBen formulieren 
laBt: Aus der Endlichkeit der Gruppe der inneren Automorphismen folgt die 
Endlichkeit der Kommutatorgruppe. Wir werden die folgende weitreichende 
Verallgemeinerung dieses Satzes beweisen. Ist A eine Gruppe von Auto- 
morphismen der Gruppe G, so folgt aus der Endlichkeit der Menge G-1*+4 
der Elemente der Form g—! g* mit g in G und a in A die Endlichkeit des von 
G-1+4 erzeugten Normalteilers [4,G] von G. Insbesondere ist die Menge 
(‘-1+4 endlich, wenn A und der Index der Fixelementgruppe von A inG endlich 
sind. Von den Anwendungen dieses Satzes sei folgende erwahnt: Sind M, N, 
H, K Normalteiler der Gruppe G und ist M < H und N < K, so folgt aus der 
Endlichkeit von H/M[N,H] und K/N [M, K] auch die Endlichkeit von 
H, K\/[M, K|{N,H]. Aus diesem Satz laBt sich dann leicht eine wesent- 
liche Verallgemeinerung des am Anfang erwiahnten Endlichkeitssatzes fiir 
ibgeleitete Ketten von Faktorgruppen bzgl. eines Normalteilers gewinnen. 
Es sei bemerkt, daB der sich so ergebende Beweis dieses Endlichkeitssatzes 
wesentlich einfacher als unser urspriinglicher Beweis ist. SchlieBlich sei noch 
darauf hingewiesen, daB in den Abschnitten 6 bis 8 Verallgemeinerungen des 
Zentrumsbegriffs erértert werden, die auch unabhangig von den hier betrach- 
teten Endlichkeitssitzen Interesse verdienen. 

1. Der Begriff der Verlagerung geht auf I. Scuur [5] zuriick; fiir eine 
leicht zugangliche Darstellung sei auf ZASSENHAUS [6], pp. 128—132, verwiesen. 
Wir stellen Definition und Eigenschaften in einer fiir unsere Anwendungen 
bequemen Form zusammen. 

Es sei U eine Untergruppe der Gruppe G; der Index j von U in G sei endlich 
Wir bezeichnen mit U’ die Kommutatorgruppe von U; und wir wahlen irgend 
wie in der Rechtsrestklasse X von G modulo U einen Reprisentanten r (X) aus, 
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so daB also X Ur (X) ist: insbesondere sei r (U) 1. Dann definiere man 
eine Abbildung o von G in U/U’ durch die Forme! 


(1) g U' Ilr (X gr (X qg) fiir g nG 
Xx 

wo das Produkt iiber alle Rechtsrestklassen von G modulo U zu erstrecken ist 

Es gilt dann, wie leicht nachzurechnen 

2) a ist ein von der Wahl des Re prase ntante nsystems ? unabhidngige? Homo 

mor phismus von Gy in [ ] der als } 


é rlage rung von G nat Aly te rd, ry, hnet we rds 


Ist U ein Normalteiler von G, so ist die von den Kommutatoren g~! u~! g u 
mit g in G und u in U erzeugte Untergruppe [G, U 


0’ enthaltender Normalteiler von G 


ein in U enthaltener und 


Lemma ] Ist ly) ein Normalt ile Pom ¢ ndli he n Inde rymG und pat gq en 
Ele ment in l). so iat (, 7 q qT 7 


Dies ist eine fast triviale Folgerung 


Scour [4] hat eine Verallgemeinerung davon benutzt 


aus der Definitionsgleichung (1 


Lemma 2 Der Endomo phismus y von G hahe die tolae nade Fiae nachatt 
> qd yehort dann und nu lann ul enn gd in j 7t 
Dann Juli g jed qd fy 
Bewe Aus der Eigenschaft (3 lg iaB l ind daB die Ele 
ent ind y I ind nur dar derselben Rechtsrestklasse modulo [ 
gehore en! ind y” derselben Rechtsrestklasse angehéren. | \ cend 
R htsrestk! sse mod / so gehore ie Ele nt * Tur n X if 
in lerselb« Rechtsrestkla I 1 I X” bezeichne1 Weite 
ht man sofort, d Elements \ I Reprasentant \ m 
n G modulo / lurchlaufen ni \ e Restkl r durchlaufet A] 
zulassige Repriasentantensysten er Rechtsrestklassen modul 
lurch die Form« 
X \ 
lefiniert. Da die Verlagerung [nach (1 m der Auswahl des Reprisentanten 


systems unabhangig Ist. SO folgt chlieBlic] aa 
q U'ir(Xygr(Xqg U' il X*) g’ 8 (X 
A A 
U' Il s(X)q’ s(Xq j 
A 


vil behauptet haber 


Wir bemerken, daB die Bedingung 


3) insbesondere erfiillt ist. wenn ry ein [ 
sich iiberfiihrender Automorphismus von ( 


9 Die Basis fiir unsere Anwendungen der Verlagerung ist der folgende Satz 


Lemma 3: Sind S und T Normatlteiler der Gruppe G, S T’. und ist 7 
endliche Index von S in 7’. so ist 
tT G S € 
Beweis Wir beweisen unsere Behauptung zunachst unter der Zusatz 


annahme 


* 
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Dann ist natiirlich auch S’ = 1; und die Verlagerung o von 7' nach S ist ein 
Homomorphismus von 7' in S. Anwendung von Lemma | ergibt: 


(a) 8? = gf fiir jedes s in S. 


Ist nun g irgendein Element in G, so bildet der durch g induzierte innere 
Automorphismus von G@ das Element ¢ in 7 auf das Element # = g~'tg ab; 
und es folgt aus Lemma 2, daB 

ie — t°9 fiir tin 7 und g in G ist. 


Da aber ?#? in S liegt, so folgt aus (*), daB 


{7 t? 
ist. Dann ist aber 
(t lg l tg) (t—! #9) ] 
woraus wir 
b) T, G) l 


folgern kénnen. Verbindung von (a) und (b) ergibt nun sofort, daB 
c) ((7, G]A SY = ({7, GE] NS) =1 
ist 

Der allgemeine Fall wird nun leicht auf den behandelten Spezialfall 
zuriickgefiihrt. Es ist naimlich stets [S, G] ein in S enthaltener Normalteiler 
von G. Setzen wir jetzt G* = G/[S, G], T* T/(S,@] und S* S/{S, G, 
so ist [S*, G*] 1: und es folgt aus (c), daB 

((7*, G*] S*)i | 

ist, woraus unsere Behauptung sofort folgt. 


Zusatz: Wenn das Zentrum Z(G) der Gruppe G in G endlichen Index j 
hat, dann ist die Kommutatoryruppe (G, G] von G endlich und erfiillt: 


(iG,Gyv=1. 
Beweis: Wenn die Elemente x, y, u, v in G den Kongruenzen 


c=ymoduloZ(G) und u=v modulo Z (G) 


geniigen, dann gilt 
x l ¥ I I y u l i l | | 
wie eine einfache Rechnung zeigt. Also gibt es héchstens (j — 1)? verschiedene 
Kommutatoren in G; kurz 
(1) [G, G] ist endlich erzeugbar. 


Aus der Isomorphie Z (@) [G, G]/Z (G) = [G, @] (Z (GQ) (G, @)) folgern win 
2) G, GV(Z (G4) [G, @]) ist endlich und [G, G/ Z(G) A [G, G], 


da ja G/Z (@) eine endliche Gruppe der Ordnung 7 ist. 

Setzen wir 7’ = G und S= Z(G) in Lemma 3, so erhalten wir wegen 
(G4, Z(G)| = 1 
(3) (Z {G) ‘, Gly sy 


Aus (2) und (3) folgt bereits [G, Gj” = 1. 
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Da [G,G@] nach (1) endlich erzeugbar ist und da [G, G]/(Z (@) A [G, G)) 
nach (2) endlich ist, so folgt durch direkte Anwendung der REIDEMEISTER- 
Scurererschen Methode, daB Z(G) - [G, G@] endlich erzeugbar ist; siehe etwa 
Baer ([{1]; p. 396, (1.3)). Also ist Z(G)“ [G,G@] eine endlich erzeugbare 
abelsche Gruppe, deren simtliche Elemente wegen (3) endliche Ordnung haben 
Mithin ist Z (@) ~ [G, @] endlich; und nun folgt aus (2) auch die Endlichkeit 
von iG G}. 

Im folgenden werden wir wesentliche Verallgemeinerungen dieses Zusatzes 
herleiten; doch wird dieser Zusatz bei diesen Herleitungen benutzt werden. 
Fiir eine Herleitung dieses ‘Zusatzes im Bereich der Theorie der Zentrums- 
erweiterungen siehe Barr ([2]; p. 357, Theorem 3). 

%. Wenn A eine Gruppe von Automorphismen der Gruppe @ ist, so 
bezeichnen wir mit F (A) die Gesamtheit der Fixelemente von A in G: das sind 
die f = f* fiir jedes a in A erfiillenden Elemente f in G. Es ist klar, daB F (A) 
immer eine Untergruppe von G ist; doch ist i. a. F (A) kein Normalteiler von G 
Weiter bezeichnen wir mit G-~!+4 die Gesamtheit der Elemente der Form 
g~ g* mit g in G und ain A. Diese Elementmenge ist i. a. keine Untergruppe 
von G. Die von G—!*4 erzeugte Untergruppe werde aus naheliegenden Griinden 
mit [A,G] bezeichnet. SchlieBlich sei Z (A, G@) der Zentralisator von [A, G 
in G 

Lemma 4 [A, G], Z (A, G) und F (A) Z(A G) sind von A invariant 
yelassene Normalteiler von G; und wenn die Menge G—!*A4 endlich ist, so ist der 
Index von Z (A. G) in G endlich. 


Beweis: Wenn x, y Elemente in G und a ein Element in A ist, dann gilt 
(] y L(y ] r)y (x y)~* (x y)* y a y (x y) L(y y)*\[y ] y*| l 


Jeder innere Automorphismus von G bildet also das Erzeugendensystem 
G—1+4 von [A, G] auf eine Teilmenge von [A, G] ab. Daraus folgt aber sofort 
daB [A, G] ein Normalteiler von G ist, was die Normalteilereigenschaft von 
Z (A, G) nach sich zieht. 

Ist z ein Element in F (A)OZ (A, G), x ein Element in G. so bemerken wit 
daB 2~1!z-2 ebenfalls zu dem Normalteiler Z (A, G) von G gehért. Weiter ist 
fiir jedes a in A 


(x rs r)* r a 2 q a . a a A 


da das Element x~!zz in Z(A,G@) mit dem Element 2—! 2* in [A,@] vertausch- 
bar ist. Also gehért auch a~!2z2 2u F(A)OZ(A.G), so daB F (A)AZ(A,G) 
ein Normalteiler von G ist, der natiirlich von A invariant gelassen wird 


Ist g ein Element in G, sind a, b Elemente in A, so wird 
g-' gh =g-*f*® = (9-' 9) '* Go") 


Also bildet 6 das Erzeugendensystem G-!*4 von [A, G] auf eine Teilmengs 


von [A, G@] ab, woraus folgt, daB [A, G] von A invariant gelassen wird; und 


dies zieht natiirlich die Invarianz von Z (A, G) unter A nach sich. 

Sei schlieBlich G—1+4 endlich. Es folgt aus (1), daB G—!+4 von allen inneren 
Automorphismen von G auf Teilmengen der endlichen Menge aller ¢d—' mit ¢ 
und d in G-1+4 abgebildet wird. Da aber Automorphismen von [A, G@] voll- 
stindig durch ihren Effekt auf das Erzeugendensystem @~!*4 von [A, G@] 
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bestimmt werden, so induzieren die inneren Automorphismen von G in [G, A] 
nur endlich viel verschiedene Automorphismen. Da aber die Anzahl dieser 
Automorphismen genau gleich dem Index von Z (A, @) in G ist, so ist damit 
die Endlichkeit des Index von Z (A, G) in G erwiesen. 

Satz 1: Die folgenden Eigenschaften der Gruppe A von Automorphismen 
der Gruppe G sind miteinander dquivalent. 

(a) A und der Index von F (A) in G sind endlich 
(b A ist endlich erzeugbar und G—1+A ist eine endliche Menge. 
(c) Die Menye G—1+4 und der Index von F (A) in G sind endlich. 

Beweis: Ist a ein Automorphismus in A, sind x, y Elemente in G, so folgt 
aus F(A)x=F(A)y, daB xy—! zu F(A) gehért und daB also (xy~1)*= xy! 
st. Mithin folgt «~!2*= y~!y* aus F(A)x=F (A) y. Ist also X eine 
techtsrestklasse von G modulo F(A), so sind alle Elemente 2—1! 2% mit x in X 
untereinander gleich; und wir kénnen dieses eindeutig bestimmte Element 
in G mit X—!*+® bezeichnen. 

Sind A und der Index von F (A) in G endlich, so gibt es nur endlich viele 
Elemente der Form X~— 1+ mit ain A und X Rechtsrestklassen von G modulo 
F (A). Da die Gesamtheit dieser Elemente aber gerade die Menge G—17*4 ist 
so ist G-1+A4 eine endliche Menge. Mithin ist (b) eine Folge von (a). 

Ist a ein Element in A, so sei F (a) die Gesamtheit der Fixelemente von 
ain G. Natiirlich ist F (a) eine Untergruppe von G. Wir zeigen: 


(¢ Wenn G—'!+4 endlich ist, so ist der Index von F (a) in G endlich. 


Um dies einzusehen, bemerken wir zunichst die Aquivalenz der folgenden 
vier Eigenschaften der Elemente x, y in G 

F (a) a F (a) y; xy—* gehort zu F(a); (xy—!)®=azy—!; z-1a28=y-1y’. 
Aus dieser Aquivalenz folgt aber sofort, daB der Index von F (a) in G gleich 
der Anzahl der verschiedenen Elemente der Form g~! g* mit g in G ist; und 
diese Anzahl ist endlich, da ja G—!*4 als endlich vorausgesetzt ist. Damit ist 
(c’) erwiesen. 

Ist nun (b) erfiillt, so wird A von den endlich vielen Elementen a,, . . ., a, 
erzeugt; und es folgi aus (c’), daB jedes F (a;) endlichen Index in G hat. Da A 
von den a; erzeugt wird, so haben wir 


F(A) F (a,) ae F (a,,) 


und nun folgt aus einem bekannten Satz von Porncark&, daB der Index v« 
F (A) in G endlich ist. Also ist (ce) eine Folge von (b). 

Sei schlieBlich (c) von A erfiillt. Sind a und b Automorphismen in A und 
ist X-1+4— X—1+° fiir jede Rechtsrestklasse X von G modulo F (A), so ist 
offenbar a = b. Folglich ist die Ordnung von A héchstens gleich der Anzahl 
der eindeutigen Funktionen der [endlich vielen] Rechtsrestklassen modulo 
F (A) mit Werten in der endlichen Menge G—1+4. Da es aber nur endlich viele 
solche Funktionen geben kann, so ist A endlich: und wir haben gezeigt, daB (a) 
eine Folge von (c) ist. Damit ist der Beweis von Satz | erbracht. 

Satz 2: Sind die Ordnung h der Automorphismengruppe A und der Index k 
von F (A) \Z (A, @) in G endlich, so ist [A, G] endlich und [A, GP” l. 

Beweis: Wir setzen M [A,@]. Dann ist MAZ(A,G)=Z(M) das 
Zentrum von M. Aus der Endlichkeit von k folgt die Endlichkeit des Index k’ 

on Z (A. G) in G; und &’ ist ein Teiler von k. Hieraus folgt wieder, daB® der 
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Index von Z (M) in M endlich ist; und dieser Index j ist ein Teiler von k’ und 
also von k. Durch direkte Anwendung des Zusatzes zu Lemma 3 folgt nun: 


(1) [M, M] ist endlich und [M, M}* = 1. 
Weiter zeigen wir: 
(2) (m—1 m*)* gehért zu [M, M] fiir m in M und a in A. 


Setzen wir namlich c= m-—!m*, so wird m*== mc. Weiter gehért m* zu 
F(A) Z(A,G)AM, da der Normalteiler F(A) Z(A,G) von G@ [nach 
Lemma 4] in G den Index f hat. Da M/[M, M] abelsch ist, so erhalten wit 


m* = (m*)* = (m*)* = (mc) m* c* modulo [M, M} 
oder c* = 1 modulo [M, M], wie wir zeigen wollten. 


(3) M** < [M, M] 


Um dies einzusehen, betrachten wir ein Element a in A und ein Element g 
in G. Wir setzen e = g~' g* und wollen zeigen, daB e** zu [M, M] gehért 
Dazu fiihren wir die folgenden Bezeichnungen ein: 


t 1 a : e4s ° 
g-ig* =m,;,m; mj = ¢; fiir positives i. 
; ; k 
Dann ist ¢ m, und jedes m; in M und c; in [M, M] wegen (2). Man beweist 
nun induktiv, daB 
mM; e* C, . Ci—1 
ist, da ja 
i l t a 
mM; 1 g 1 g* g l g* (g 1 g* \a em; em; ¢; et t+1 Cy Cy 


Da A die endliche Ordnung h hat, so ist a* = 1. Folglich wird 


al 


g=9 =gm=ger 


Cy Ch—1 


Da nun M/(M, M\ abelsch ist und da ct zu {[M, M]| gehért, so finden wi 
k : . k as oe 
é (c, . Ch—1) = Cj yaad 1 modulo [M, M}. 


Nun wird aber die abelsche Gruppe M/{[M,M] von den Elementen 
[M, M| (g~*y*) mit g in G und a in A erzeugt, deren hk-te Potenzen 
gleich 1 sind. Also wird (M/[M, M)})** = 1, wie wir behauptet haben. 

Aus (1) und (3) folgt bereits, daB M** l ist. 

Da der Index von F (A) in G und die Ordnung von A endlich sind, so folgt 
aus Satz 1, daB die Menge G—!+4 endlich ist. Folglich ist M/{M,M ] eine endlich 
erzeugte abelsche Gruppe, deren simtliche Elemente nach (3) endliche Ord- 
nung haben. Also ist M/[M, M] endlich; und die Endlichkeit von M = [A, G] 
folgt nun aus (1), q. e. d. 

Satz 3: Ist A eine Gruppe von Automorphismen der Gruppe G, so folgt aus 
der Endlichkeit der Menge G-1+4 die Endlichkeit der Gruppe (A, @). 

Beweis: Aus der Endlichkeit von G—1+4 folgt die Existenz einer endlichen 
Teilmenge 7' von A derart, daB jedes Element in G—1+4 die Form g—! g! mit g 
in Gund tin T hat. Sei B die von 7 erzeugte Untergruppe von A. Dann ist B 
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eine endlich erzeugbare Gruppe von Automorphismen von G, die 
(-1+8 GQ—-1+A4 

erfiillt. Da also G- 1+ endlich und B endlich erzeugbar ist, 

lie Endlichkeit von B und die Endlichkeit des Index von F (B) in G 
G—1+ endlich ist, so folgt aus Lemma 4 die Endlichkeit des Index von Z (B. G) 
in G; und nun folgt aus dem Satz von Porncarsé die Endlichkeit des Index 
Direkte Anwendung von Satz 2 ergibt nun die 
[A, G], q.e.d. 


so folgt aus Satz | 
Da 


on F (B)AZ(B,G) in G. 
Endlichkeit der Gruppe [B, @] 

Verbindung der Satze 1 und 3 ergibt sofort die 
Sind von den drei Anzahlen 


Ordnung von A, Ordnung von [A, G 
wenrigste ns zwei endlich. so ist auch die dritte endlich 
Einfache Beispiele zeigen, daB die Endlichkeit einer dieser Anzahlen nicht 
1usreicht, um die Endlichkeit der beiden andern zu sichern 
Bemerkunqg: Die vorstehenden Resultate sind leichter Verfeinerung fahig 
uf die wir nur hinweisen Zunichst kann 


Satz 2 die Zahlen A und / 
GIF (A)AZ(A 


der Elemente in A bzw. in G 
eser beiden Gruppen voraussetzt 


1) in G 


Index von F | 


Fol yé rv ng 


ohne auf Einzelheiten einzugehen 
lurch das kleinste gemeinschaftliche Vielfache 
G)| ersetzen 


Weiter 


ler Ordnungen 

enn man nur die Endlichkeit di 
niigt « den Sitzen 1 bis 3 anzunehmen } A eine multiplikativ abge 

cl sene Menge von Endomorphismen der Gruppe @ ist, wenn wir nur als 

Ord s des Elementes a in A die kleinste positive Zahl n derart bezeichnen 

laB a lempotent ist, und in Satz 2 annehmen, daB A endlich ist und dali h 

haftliche Vielfache der Ordnungen der Elemente in A ist 

1 mit 


kleinste gemeins¢ 
schlieBlich die drei iquivalenten Bedingungen des Satze 


Wir wollen 
haften der Klassen A-konjugierter Elemente Verbindung setzen 
(; | } NIUGU rt sind wenn es einen 


Kigens i 
Hier sagen wir, daB die Elemente x und y in 
Automorphismus a in A derart gibt, dab x4 y ist. Wir kénnen dann die 
Elemente in G in Klassen A-konjugierter Elemente einteilen und bemerken 
8 die Klasse der zu g A-konjugierten Elemente genau g4@ ist. Ist nun die 
Gruppe A oder die Menge G 4 endlich, so sind natiirlich auch die Klassen 
i-konjugierter Elemente endlich; und es ist leicht, Beispiele zu konstruier¢ 
lie zeigen, daB aus der Endlichkeit der Klassen A-konjugierter Elementé 
veder die Endlichkeit von A noch die von G—!*4 folgt 
Fiir die folgende Diskussion benétigen wir noch einen anderen Begriff 
1 eine Gruppe von Automorphismen von G und F (A) ihre Fixelement 
n A eine Permutation a* der 
na 


Ist 
gruppe ( luziert jeder Automorphismus a 
{ Die Abbildung v 


» Ina 
Menge der Rechtsrestklassen von G modulo F 
uuf a* ist ein Homomorphismus, dessen Kern wir mit A hezeichnen wollen 
Ein Element a in A gehért also dann und nur dann zu dem Normalteiler A 
nA, wenn g%g fiir jedes g in G zu F (A) gehort [es sei darauf hingewieser 
au die Reziproken der Elemente in G t sind 
viele 


7 
so gibt es nur endlich 


Elemente g* q 
Index von F(A) in G endlich 


modulo F 


daB 
Ist insbesondere der 
Rechtsrestklasse1 A). und der Index von A 


Permutationen der 
in A ist endlich 
Satz 4: Es sei A eine Gruppe von lutomorphismen der Gruppe G 
] ndli h ist und wenn dv in F ( 1) ge lege nen 
Klassen | konju 


Wenn d Index von A. in 
A endlich sind 


r 


homomor phe n Bilder von dann sind auch du 
querter Ele mente nG endlich. 
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(b) Wenn die Klassen A-konjugierter Elemente in G endlich sind und wenn 
G sich durch Adjunktion endlich vieler Elemente zu F (A) erzeugen laipt, dann 
ist A endlich. 

Beweis von (a): Ist g ein Element in G und b ein Element in A,, so setzen 
wir 1? = g’ g~!. Dann ist jedes ” in F (A) enthalten. Sind u und v Elemente 
in A,, so erhalten wir also 


(u v)? g" v g -1 g" v gq v g’ g 1 (u?)? 9 ut vy. 
Die Abbildung von 6 in A, auf }” in F(A) ist also ein Homomorphismus von A, 
auf eine Untergruppe A? von F (A); und es folgt aus unserer Voraussetzung, 
daB jede dieser Untergruppen A? endlich ist. Daraus schlieBen wir zuniichst, 
daB jedes Element in G nur endlich viele A,-konjugierte Elemente besitzt. 
Da aber der Index von A, in A als endlich vorausgesetzt ist, so zerfallt jede 
Klasse A-konjugierter Elemente nur in endlich viele Klassen A,-konjugierter 
Elemente, womit die Endlichkeit der Klassen .1-konjugierter Elemente er- 
wiesen ist. 

Beweis von (b): Aus den in (b) gemachten Voraussetzungen erschlieBen 
wir zundchst die Existenz einer endlichen Menge M von Elementen in G 
mit den folgenden beiden Eigenschaften: 


(b’) MA M. 
(b’’) G = {F (A), M}. 


Aus (b”) folgt, daB ein Automorphismus a in A dann und nur dann | ist, 
wenn er jedes Element in M invariant la®t. Aus (b’) folgt aber, daB jeder 
Automorphismus in A eine Permutation der Elemente in M bewirkt, so daB 
ilso A einer Gruppe von Permutationen der endlichen Menge M isomorph ist. 
Damit ist beréits die Endlichkeit von A erwiesen. 

Bemerkung: Ist der Index von F (A) in G@ endlich, so ist der Index von 
1, in A endlich und G laBt sich durch Adjunktion endlich vieler Elemente 
zu F(A) erzeugen. Nun folgt aus Satz 4 die Aquivalenz der Bedingungen 
(a), (b), (c) des Satzes 1 mit den folgenden beiden Eigenschaften: 

(d) Der Index von F(A) in G und die in F(A) gelegenen homomorphen 
Bilder von A, sind endlich. 

(e) Der Index von F(A) in G und die Klassen A-konjugierter Element: 
in G sind endlich. 

4. Wir wollen jetzt die Resultate des vorigen Abschnitts auf die folgende 
Situation anwenden. Sei U eine Untergruppe und N ein Normalteiler der 
Gruppe @. Dann induziert jedes Element uw in U einen Automorphismus in JN, 
der das Element x in N auf u~! xu = 2x" abbildet. Bilden wir also u in U auf 
den von u in N induzierten Automorphismus ab, so erhalten wir einen Homo- 
morphismus von U auf eine Gruppe A (U, N) von Automorphismen von JN. 
Der Kern K (U,N) dieses Homomorphismus besteht genau aus den Elementen 
in U, die mit jedem Element aus N vertauschbar sind. 

Mit der Automorphismengruppe A (U, N) von N haben wir im vorigen 
Abschnitt einige Teilmengen von N verkniipft. Entsprechend fihren wir die 
folgenden Bezeichnungen ein: 

F(U,N)=F{A(U,N)] ist die Untergruppe der Elemente aus N, die 


mit jedem Element aus U vertauschbar sind. 
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N-~-1+A,N) ist die Gesamtheit der Kommutatoren n-!u~!nu mit n 
in NV und w in U. 

[A (U,N),N]=[U,N] ist ein in N enthaltener Normalteiler von N U 
wegen Lemma 4]. 

Z(U,N)=Z{A(U, N), N] ist die Gesamtheit der Elemente aus N, die 
mit jedem Element aus [U, N] vertauschbar sind. 

Nach diesen Vorbereitungen und unter Benutzung dieser Bezeichnungen 
erhalt man nun sofort aus den Resultaten des Abschnittes 3 die folgenden Sitze. 

Satz l': Die folgenden Eigenschaften der Untergruppe U und des Normal- 
teilers N der Gruppe G sind miteinander dquivalent. 
(a) Der Index von K (U,N) in U und der Index von F(U,N) in N sind 
ndlich. 


(b) U/K (U, N) iat endlich erzeugbar und es gibt nur endlich viele verschiedene 
Kommutatoren n—1u-~1nu mit n in N und u in U. 
(c) Es gibt nur endlich viele verschiedene Kommutatoren n~1u-1nu mit n 


in N und u in U und der Index von F (U, N) in N ist endlich. 

Satz 2’: Wenn die Indizesh von K (U, N)in U undk von F (U,N)AZ(U,N) 
in N endlich sind, so ist die Gruppe [U, N| endlich und erfiillt [(U, NP* = 1. 
Es sei hier bemerkt, daB wir aus der Endlichkeit der Kommutatorenmenge 
u-1nu mit n in N und u in U die Endlichkeit des Index von Z(U, N) 
in N erschlieBen kénnen [Lemma 4]. 


nn 1 


Satz 3': Aus der Endlichkeit der Kommutatorenmenge n~1u-~!nu mit n in 
N und u in U folgt die Endlichkeit der Gruppe [U, N}. 

Dieser Satz gilt nicht mehr, wenn wir die Voraussetzung fortlassen, daB N 
ein Normalteiler von G ist, wie das folgende Beispiel zeigt: Sind U und V 
endliche, von 1 verschiedene Gruppen, und ist G ihr freies Produkt, so ist die 
Kommutatorenmenge u~!v-1uv mit u in U und v in V natiirlich endlich, 
wahrend die von diesen Kommutatoren erzeugte Gruppe [U, V] eine unendliche 
freie Gruppe ist. 

Folgerung: Sind von den drei Anzahlen 

Index von K(U,N) in U, Index von F(U,N) in N, Ordnung von [U, N] 
zwei endlich, so ist auch die dritte endlich. 

5. Die Resultate des vorigen Abschnitts lassen sich ein wenig verschirfen, 
wenn wir sie auf Paare von Normalteilern anwenden. Seien also H und K 
Normalteiler der Gruppe G. Wir bezeichnen dann mit H* die Gesamtheit 
der Elemente in H, die mit jedem Element aus K vertauschbar sind; und K* 
ist die Gesamtheit der Elemente in K, die mit jedem Element aus H vertausch- 
bar sind. Natiirlich sind H* und K* Normalteiler von G, die in der im Ab- 
schnitt 4 eingefiihrten Bezeichnungsweise die folgenden Bedeutungen haben: 

H* = K (H, K)=F(K, AH), K* = K (K,H)=F(H, &). 
Nun ergibt sich ohne weiteres aus Satz 1’ das folgende Resultat. 

Satz 1’: Dann und nur dann sind H/H* und K/K* endlich, wenn es nur end- 
lich viele verschiedene Kommutatoren h~1k-1hk mit h in H und k in K gibt. 
und wenn wenigstens eine der Gruppen H/H* und K/K* endlich erzeugbar isi. 

Die Kommutatorgruppe [H, K] ist ein in H~\ K enthaltener Normalteiler 
von G; und Satz 3’ ergibt sofort, daB aus der Endlichkeit der Kommutatoren- 


menge h~1!k~-1hk die Endlichkeit von [H, K] folgt. Dagegen gestattet Satz 2 
eine kleine Verscharfung, nimlich den 
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Saiz 2": Wenn H und K Normalteiler der Gruppe G sind, wenn H/H* und 
K/K* endliche Gruppen der Ordnungen h bzw. k sind, und wenn d der grépte 
gemeinschaftliche Teiler von h und k ist, so ist [H, K | eine endliche [H, KP*® = 1 
erfiillende Gruppe. 

Beweis: DaB die Endlichkeit von [H, K] aus unseren Voraussetzungen 
folgt, haben wir schon erwihnt. In der Bezeichnungsweise von Abschnitt 4 
besteht Z(H, K) aus allen Elementen aus K, die mit allen Elementen aus 
[H, K] vertauschbar sind. Da aber [H, K|)<H ist, so ist K* < Z(H, K). 
Folglich wird F (H, K)\ Z(H, K) = K*; und nun ergibt Satz 2’, daB 

(H, KP =1 
ist. Aus Symmetriegriinden folgt aber auch, daB 

[K, HF* =1 
ist. Nun ist aber hkd® der gréBte gemeinschaftliche Teiler von hk* und kh’ 
so daB also auch [H, K}**® = 1 wird, q. e. d. 

Folgerung: Wenn M,N,H,K WNormalteiler der Gruppe G sind, wenn 
M<=<H und N<=K ist und wenn H/M([N,H)\ und K/N [M, K] endliche 
Gruppen der Ordnungen h bzw. k sind, dann ist auch [H, K\/[M, K]| (N, H) 
endlich; und es gilt [H, KP*® < [M, K]| [N, H], wo d der grifte gemeinschaft- 
liche Teiler von h und k ist. 


Beweis: Betrachten wir zunichst den Spezialfall 
(S) [M, K|= [N, H] ® 


Dann ist jedes Element aus M mit jedem Element aus K vertauschbar, so 
daB also in der in Satz 2” benutzten Bezeichnungsweise M H* ist: und 
daraus folgt, daB H/H* eine endliche Gruppe ist, deren Ordnung h’ ein Teiler 
von hist. Ebenso sehen wir, daB K/K* eine endliche Gruppe ist, deren Ordnung 
ein Teiler von k’ ist. Der g. g. T. d’ von h’ und &’ ist also auch ein Teiler von d. 
Wenden wir jetzt Satz 2’’ an, so sehen wir, dab [H, K] eine endliche Gruppe 
ist, die [H, KY’ *@" — 1 erfiillt, woraus sofort auch [H, KY*® = 1 folgt. 

Der allgemeine Fall folgt nun aus dem Spezialfall (S) sofort durch Betrach- 
tung von G modulo [M, K] [N, H}. 

Wir bemerken, da8 der Zusatz zu Lemma 3 im wesentlichen in diese 
Folgerung enthalten ist; siehe auch 6, Zusatz zum Endlichkeitssatz. 

6. Wir wollen diesen Satz anwenden, um einen Endlichkeitssatz zu verall 
gemeinern, den wir vor mehreren Jahren auf ganz andere (und kompliziertere) 
Art bewiesen haben; siehe Barr ([{2]; p. 396, Theorem 4). Um dies zu tun 
miissen wir zunadchst an den Begriff der p-abgeleiteten Reihe einer Gruppe 
hinsichtlich eines Normalteilers erinnern; siehe BAER ([2]; p. 300 ff.) fiir Defi- 
nition und ausfiihrliche Diskussion. 

Unter p verstehen wir ein [geordnetes] Paar.ganzzahliger Funktionen j (7) 
k (i), die den Ungleichungen 


O<j(i)<i und O<k(i)<i fir O<i 


geniigen. Ist dann G irgendeine Gruppe, so definieren wir induktiv die voll- 
varianten Untergruppen G (i) = G@ (i; p) durch die Gleichungen: 


G (0) G, G (i) [IG(7 (*)), G(R (i))) fir OS7. 
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Ist weiter N ein Normalteiler von G, so definieren wir induktiv die Normal- 
 teiler N (i) = N (i; p) durch die Gleichungen: 

N (0) = N,N (i) = (NG), G(R @)] (N(R @), EG @)] far O<i. 
Jann gilt der 

Endlichkeitssatz: Ist N ein Normalteiler der Gruppe G und ist G/N eine 
endliche Gruppe der Ordnung n, so ist jede der Gruppen G (i; p)/N (i; p) endlich 
und die Primteiler der Ordnungen dieser Gruppen G (i)/N (i) sind sémtlich 
T'eiler von n. 

Beweis: Unsere Behauptung ist trivial fiir i= 0. Ist bereits fiir jedes j < i 
bewiesen, daB G (j; p)/N (j; p) eine endliche Gruppe der Ordnung 1 (j) ist 
und daB jeder Primteiler von n (j) auch ein Teiler von n ist, so folgt aus 5, 
Folgerung, daB G (i)/N (i) eine endliche Gruppe ist und daB die Ordnung eines 
jeden Elements in G (i)/N (i) ein Teiler von d (i)? n [j (¢)] n [k (¢)] ist, wo d (¢) 
der gréBte gemeinschaftliche Teiler von n [j (i)] und n [k (i)] ist. Es ist also 
jeder Primteiler der Ordnung n (i) von G (i)/N (i) ein Teiler von n. Damit 
ist die Induktion vollstandig durchgefiihrt und unser Satz bewiesen. 

Wir wollen jetzt dual zu der absteigenden p-Kette G (i; p) der Gruppe G 
die aufsteigende p-Zentrenkette Z; = Z; (p) =- Z; (G; p) einfiihren. Ist n eine 
feste, nicht negative ganze Zahl, so definieren wir zunichst induktiv eine auf 
steigende Kette charakteristischer Untergruppen Z,-; = Zn;; (p) = Zn;i (@; p) 
fiir alle i, dic 9< 7% < n erfiillen, durch die folgenden Regeln: 

Zag = 1. 

Ist 0<i<n, so bestehe Z,.-; aus allen Elementen g in G, die den folgenden 

Bedingungen geniigen: 

(9, (7 (h))] S Zan, fiir allehscn, die i=n—k(h) erfiillen; 

g, G(k(h))]< Zan, far alleh<n, die i=n—j(h)_ erfiillen. 
Es ist leicht einzusehen, daB diese Z,-; wirklich eine aufsteigende Reihe 
charakteristischer Untergruppen sind, da ja die G (i; p) sogar vollvariante 
Untergruppen sind. SchlieBlich definieren wir das n-te p-Zentrum von G durch 
die Gleichung: 

Zn (G; p) = Zan (G: p). 

Kine das n-te p-Zentrum charakterisierende Eigenschaft ist in der folgenden 
Aussage enthalten. 


Satz 5: Der Normalteiler N von G ist dann und nur dann in Z,, (@; p) ent- 
halten, wenn N (n; p) 1 ist. 


Beweis: Wir zeigen zunichst induktiv, daB 
(5.1) Z,, (6) S&S Zara—i fir O<sti<n 
gilt [alle p’s und G’s haben wir fortgelassen]. Dies ist trivial fiir i= 0. Wi 


nehmen also an, daB (5.1) bereits fiir jedes 0<i<t<n erfiillende i verifiziert 
t. Dann gilt 


ISU. 
Z,, (t) = (Zn (9 (t)), @ (& ())) [Zn (& (), E 9 (O)I: 
[Zn;n im, G (kt | [Zn:n—Ew, (7 (t))): Za: n t> 


wie aus der Definition von Z, (t) und der Induktionsannahme folgt. Damit 
Mathematische Annalen. 124. 12 
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ist aber (5.1) vollstandig bewiesen; und es folgt insbesondere 
Z, (x) & Zag = 1, 
oder 
(5.1*) Z, (n) = 1. 
Sei nun N ein Normalteiler von G, der in Z, enthalten ist. Dann ist 


N (n) < Z, (n) = 1, so daB N (n) = 1 aus N < Z, folgt. Ist umgekehrt N ein 
Normalteiler von G der N (n) = 1 erfiillt, so zeigen wir induktiv 


(5.2) N (n — i) S Zp: i fir Osi<n. 
Diese Ungleichung ist fiir i= 0 mit unserer Voraussetzung dquivalent. 


Wir nehmen also die Giiltigkeit von (5.2) fiir jedes 0 < i < t < nerfiillende i an. 
Ist dann x ein Element in N (n — t) und ist i eine ganze Zahl, die t = n —j (i) 
erfiillt, so wird n — t = 7 (i), n —i < n—j (i) = ¢t; es folgt also aus der Induk- 
tionsannahme, dab 


(a, G(k (i))] < [N (n — 6), 4 (k (é))] = (NG (®)), E(k (a): 
N (i) = N (n — (n — t)) < Zan 
wird: ebenso sieht man ein, daB 


fx; G(j (2))]: ) i 


i 


fiir jedes n=t+ k(i) erfiillende i<n gilt. Nun folgt aus der Definition von 
Zn-t,; daB x zu Zp-4 gehdrt; oder 


N (n — t) < Zn:t. 


Damit ist der Induktionsbeweis von (5.2) vollstandig gefiihrt. Es folgt ins- 
besondere fiir i = n, daB 


N N (n — n) <= Zn-n = Z 


n 
ist, womit wir Satz 5 vollistaindig bewiesen haben. 
Folgerung 1: Z(G; p) = Zn+1(G; p). 


Beweis: Aus Satz 


5 folgt, daB Z, (n)= 1 ist. Hieraus folgt natiirlich 
Z, (n+ 1) = 1, und Z, < Z,+, folgt nun aus Satz 5. 

Folgerung 2: Ist o ein Endomorphismus von G, der jede Restklasse von 
G/Z, (@; p) invariant laBt, so laiBt o auch jedes Element in G (n; p) invariant. 

Dies folgt aus Satz 5 und aus BAER ([{2] p. 305, Theorem 1). 

Folgerung 3: Dann und nur dann ist Z, (G; p) = G, wenn G (n; p) = 1 ist. 

Beweis: Ist G(n; p) = 1, so folgt aus Satz 5, daB G < Z, (G; p) und also 
Gi = Z,(G@; p) ist. — Gilt umgekehrt Z, (G; p) = G, so betrachten wir den 
Nullendomorphismus 0, der jedes Element in G auf 1 abbildet. Dieser indu- 
ziert in G/Z, (G; p) = 1 notwendig die Identitat; und es folgt also aus Fol- 
gerung 2, daB 0 auch in G (n; p) die Identitaét induziert. Mithin erhalten wir 
l x° = x fiir jedes x in G (n; p) oder G (n; p) l. 

Folgerung 4: Sind p und p’ zwei Paare zulissiger Funktionen derart, daf 
fiir jeden Normalteiler N der Gruppe G 
N (i; p') SN (i; p) fiir jedes i 


gilt, dann gilt auch 


Z(G: p) <Z;(G; p’) _ fiir jedes i. 
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Beweis: Es folgt aus Satz 5 und unserer Voraussetzung, daB 


Z; (G; p) (i; p’) SZ; (G; p) (i; p) = 1 


— 


ist; und hieraus folgt wieder wegen Satz 5, daB Z; (G; p) < Z; (G; p’) ist. 
Aus Satz 5 und dem Endlichkeitssatz ergibt sich schlieBlich der 
Zusatz zum Endlichkeitssatz: Aus der Endlichkeit von G/Z, (G; p) fe 
die Endlichkeit von G (n; p); und jeder Primteiler der Ordnung von G (n; p) ist 
ein Teiler der Ordnung von G/Z,, (G; p). 

7. Es sei G eine Gruppe und n eine ganze Zahl, die positiv, negativ oder 
0 sein kann. Dann bezeichnen wir als n-zentrales Element ein jedes Element z 
in G, das folgende Eigenschaften hat: 


(5) (z 2)" =2"%2" und (x2z)" = 2" 2" fiir jedes x in G. 


Es ist leicht einzusehen, daB die Gesamtheit Z (G, n) der n-zentralen Elemente 
in G eine charakteristische Untergruppe von G ist, die wir als das n-Zentrum 
von G bezeichnen. Es ist klar, daB das Zentrum Z(G) von Gim n-Zentrum 
enthalten ist. Den Unterschied zwischen Zentrum und n-Zentrum wollen wir 
an anderer Stelle untersuchen — es sei hier nur darauf hingewiesen, daB das 
Zentrum mit dem 2-Zentrum und dem (— 1)-Zentrum identisch ist. 

Im folgenden werden wir einige einfache Eigenschaften des n-Zentrums 
bendtigen, die wir zunidchst ableiten wollen. 


Lemma 5: Es sei i+ 7 = 1 und es seien x und y Elemente in G. 
(a) Dann und nur dann ist (x y)' = x* y', wenn (y x) = y! x? ist. 
(b) Aus (x y)' = x y' und (y x)! = y' x* folgt x y' = y' 2’. 


Beweis: Unsere Behauptungen sind trivialerweise erfiillt, wenn etwa i = 0 
und j = 1 ist. Wir kénnen also o. B. d. A. annehmen, daB 1 < ¢ und j < 0 ist. 
Nun folgern wir (a) aus der Aquivalenz der folgenden Bedingungen: 

(x y)' = at y'; 
(y zf— t= aft ¥ 


(y a) (y x)! t [(y x)' l } [a y 1 1 y’ x) 
Um (b) nachzuweisen, nehmen wir die Giiltigkeit von (x y)' = z' y' und 
(y x)'= y'a' an. Dann gilt 
g- 1 of = g—* (2 9’) 1 (xy) = (y x) 1 y = (yz) 2? a i 


woraus (b) folgt. 

Folgerung 1: Z(G,n) = Z(G, 1 n). 

Dies folgt sofort aus Lemna 5, (a). 

Bezeichnen wir mit G‘ die von der Gesamtheit der i-ten Potenzen erzeugte 
vollinvariante Untergruppe von G, so gilt weiter die 

Folgerung 2: G"-\G'—* ist im Zentralisator von Z (G, n) enthalten. 

Beweis: Ist z ein n-zentrales Element, so ist z auch ein (1 — n)-zentrales 
Element. Es folgt aus Lemma 5, (b), daB z” mit jeder (1 — n)-ten Potenz 
vertauschbar ist, so daB G1-” zum Zentralisator des Elementes 2" gehort. 
Ebenso sieht man, daB @" zum Zentralisator des Elements z!~” gehért. Also 
ist z= z!—"z" mit jedem Element aus dem Durchschnitt @"% G'~” vertauschbar. 
wie wir behauptet haben. 
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Folgerung 3: Z(G, n)"A Z(G, n)'-" <= Z(G). 

Beweis: Es folgt aus Lemma 5, (b), daB G!-”" zum Zentralisator von 
Z(G,n)" gehért und daB G" im Zentralisator von Z(G, n)'—" enthalten ist. 
Ist nun z ein Element im Durchschnitt Z (G,n)" ~\ Z(G,n)'—*” und g ein Element 
in G, so ist z als Element in Z(G,n)”" mit g'~* vertauschbar; und als Element 
in Z(G,n)'—*" ist z mit g” vertauschbar. Also gilt zg=zg!—"g" =g'!— "zg" 

g'—*" g" z= gz, so daB z im Zentrum Z (G) von G liegt. 

Wir bemerken, daB aus Folgerung 3 auch 

Z(G, n)*"°-® <= Z (G4) 
folgt. 

Folgerung 4: [G,Z (G,n)!@-» = 1. 

Beweis: Ist z in Z(G, n) und g in G, so folgt aus einer soeben gemachten 
Bemerkung, daB z*“—-™ zum Zentrum von G gehért. Weiter gehéren sowohl 
z wie auch das transformierte Element g~!zg zum n-Zentrum und also [Fol- 
gerung 1] zum (1 n)-Zentrum. Folglich ist 

(g ls 1g z)rtl n) [(g ls ly) za n) 

(g ls 1g) n) ~n(1 n) gq 1 - nil mn) g on (1 n) l ; 


wie wir behauptet haben. 
Lemma 6; Sind S und T Normalteiler der Gruppe G, ist weiter S < T 7 Z(G, n) 
und 3 der endliche Index von S in T', so ist 
(ry, G] Syina n) l 
Beweis: Es folgt ohne weiteres aus 2. Lemma 3, daB 
({(7, GJA 8) s [S, @] 
ist. Aus Folgerung 4 [und unseren Annahmen] folgt aber, daB 
[S, qGyra n) [Z (4G, n), Gra n) l 
ist; und hieraus folgt unsere Behauptung. 

8. Wir bediirfen einer Verallgemeinerung der Begriffsbildungen des vorigen 
Abschnitts. Als Basis fiir diese Verallgemeinerungen diene folgender einfacher 
Satz. 

Lemma 7: Die folgenden Eigenschaften der Untergruppen X und Y sind 
miteinander gleichwertig, [wobei n eine feste ganze Zahl ist}. 


(I) (29f = 2* of fiir jedes x in X und yin Y. 
(II) (yz)? = 9 x" fiir jedes x in X und yin Y. 
(IIT) (xy)i-"=a!-"y!—" fiir jedes x in X und yin Y. 
(IV) (yax)i—" = y}—" gl" fiir jedes x in X und y in Y. 


Beweis: Gilt (I), so ist 

(y 2” = [(z- 2 yf )-* fa * a *}-* = yf” 2”, 
da die Untergruppen X und Y mit z resp. y auch z~? resp. y~! enthalten. 
Also ist (II) eine Folge aus (I); und daB (I) eine Folge aus (I1) ist, folgt nun aus 
Symmetriegriinden. Also sind (I) und (II) aquivalent; und hieraus folgt auch 
die Aquivalenz von (III) und (IV). Die Aquivalenz von (II) und (III) ist 
schlieBlich eine Folge von Lemma 5, (a). 
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Erfiillen die Untergruppen X und Y die vier aquivalenten Eigenschaften 
von Lemma 7, so kénnte man wohl sagen, daB X im n-Zentralisator von Y 
und Y im n-Zentralisator von X liegt. Wir werden diese Eigenschaft kiirzer 
ausdriicken, indem wir X und Y als n-zentrales Untergruppenpaar bezeichnen. 
Natiirlich sind n-zentrale und (1 —)-zentrale Untergruppenpaare identisch. 
Weiter gehért X dann und nur dann dem n-Zentrum an, wenn X und G ein 
n-zentrales Paar bilden. 


Zusatz 1: Ist X, Y ein n-zentrales Untergruppenpaar, so gilt 
1 n 
vey y 


1—® o” und zi—* y® = y" z!—® fiir jedes x in X und y in. 


Dies folgt ohne weiteres aus Lemma 7 und Lemma 5, (b). 

Sind X und Y Normalteiler der Gruppe @, n eine ganze Zahl, so gibt es 
yewisse in X und Y enthaltene Normalteiler N von G derart, daB X/N, Y/N 
ein n-zentrales Normalteilerpaar von G/N ist. Beispiele solcher Normalteiler V 
sind XY und [X,Y]. Man sieht leicht ein, daB der Durchschnitt [X, Y; n] 
ill dieser Normalteiler N ebenfalls ein Normalteiler mit dieser Figenschaft ist 
vir nennen [X, Y; n] den n-Kommutator von X und Y. 


Zusatz 2: Sind X und Y Normalteiler von CG und ist n eine ganze Zahl, so ist 
i) (X,Y¥;n]= [X,Y¥:l—n] 


b) Die Elemente (x y)" (x" y")—! fiir x in X und y in Y bilden ein Erzeu- 
gendensystem von [X, Y; n]}. 


ec) [X", ¥1-"]< [X, ¥:n]< [X,Y]. 


Dies folgt leicht aus Lemma 7, Zusatz 1 und der Definition des n-Kommu- 
tators zweier Normalteiler. 

Von besonderem Interesse ist die von Grin [4] eingefiihrte n-Kommu- 
tatorgruppe (G, G@; n] von G. Grin hat bereits bemerkt, daB diese der wichtigen 
Ungleichung 


6) (G,G;n) Ss AAG AG-! 


geniigt, aus der wir in Verbindung mit Folgerung 2 aus Lemma 5 schlieBen 
kénnen, daB die n-Kommutatorgruppe im Zentralisator des n-Zentrums liegt. 
[st nun M irgendein Normalteiler von G, so ist M/[G, M;n] im n-Zentrum 
von G/[G, M;n] enthalten, so daB [G, G; n]/[G, M;n] im Zentralisator von 
M/[G, M; n] liegt. Daraus folgt 


(7) (M, [G, G: n}] < [G, M; n]. 


9. Die Basis fiir die in diesem Abschnitt zu beweisenden Invarianz- und 
Endlichkeitssatze bildet folgender Satz. 
Lemma 8: Ist M ein Normalteiler der Gruppe G, so folgi aus x x’ modulo M 


und 


y = y’ modulo M die Kongruenz: 


y 


y’")—* modulo [G, M; n]}. 


(x 
Jeweis: Nach Voraussetzung gibt es Elemente s und ¢ in M, die 2’ = xs 
und y’ = yt erfiillen. Bedenken wir nun, daB auch y~!s y dem Normalteiler M 
angehért und da8 M/[G, M;n] im n-Zentrum von G/[G, M; n] enthalten ist, 
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so folgern wir aus der Definition des n-Zentrums und aus Zusatz 2 zu Lemma 7 
die folgenden Kongruenzen modulo [G, M; n]: 
(x’ y’)" (x y'")—1 = (x8 yt)” [(x 8)" (yt)"}“! 
[(z y) y~* s yt} [(x 8)" (yt)")-* = 
=(ry)"(ytsy? (ary) t= 
= (xz y)" y's” y—* s-* 2 * = (x y)" y— 1 (y'—* 8") so - "2 * = 


=(ry)"y-"a—-" = (x y)" (z” y")—! modulo [G, VM; n}, 


wie wir beweisen wollten. 

Satz 6: Ist G/M eine endliche Gruppe der Ordnung m, so ist auch 
[G,@;n]/[G@, M ;n] endlich und jeder Primteiler der Ordnung von (G,G;n]/[G,M;n} 
ist ein Teiler von mn (n— 1). 

Beweis: Wir kénnen ohne Beschrankung der Allgemeinheit und zwecks 
Vereinfachung der Bezeichnung annehmen, daB 


(2.0) (G4, M;n]=0 


ist, so daB also M dem n-Zentrum von G angehdért. 
(2.1) [G, G; n]/(M- [G, G; n]}) ist eine endliche Gruppe, deren Ordnung m’ 
ein Teiler von m ist. 

Dies folgt einfach daraus, daB [G, G;n]/(MA[G,G;n]) der n-Kommu- 
tatorgruppe (M [G, G; n])/M von G/M isomorph ist. 

(2.2) [G, G@; n] kann von (m — 1)? Elementen erzeugt werden. 

Dies folgt leicht aus Lemma 8, wenn wir uns nur an (2.0) erinnern. 

(2.3) Mr\ (G, G; n] ist eine von endlich vielen Elementen erzeugte abelsche 
Gruppe. 

Die Kommutativitat von Mr [G, G; n] folgern wir daraus, daB M als Teil 
des n-Zentrums [wegen (2.0)] im Zentralisator der n-Kommutatorgruppe 
[G,G;n] liegt [wegen 8. (7)]. DaB sich MA [G,G;n] von endlich vielen 
Elementen erzeugen lat, folgt in tiblicher Anwendung der REIDEMEISTER- 
Scuretrerschen Methode aus (2.1) und (2.2). 


(2.4) (M (G, G: n)ymnm 1) l. 


Dies folyt aus Lemma 6, da [G, G; n] < [G, @] ist [wegen 8. (6)]. 

Aus (2.1) und (2.4) folgt [G,G;n}""*-»=1; die Endlichkeit von 
Mr\(G,G;n] folgt aus (2.3) und (2.4), die Endlichkeit von [G, G; n] also aus 
(2.1). DaB die Ordnungen der Elemente in [G, @;n] Teiler von m?* n (n — 1) 
sind, haben wir gerade gezeigt. Damit haben wir alles bewiesen. 





Satz 7: Sind F und G@ freie Gruppen, so folgt aus der Isomorphie der 
Faktorgruppen F/M und G/N die Isomorphie von [F,F:n)/[F,M;n] und 
|G, 4; n\/[G, N; n). 

Dies beweist man mit den von uns an anderer Stelle [BAER [3], p. 157—158 | 
eingefiihrten Schliissen, wenn man nur bedenkt, daB aus Lemma 8 leicht 
folgender Satz folgt: 

Ist K ein Normalteiler von H, ist o ein Endomorphismus von H, der 
jedes Element in H/K invariant la8t, so laBt o auch jedes Element in 
[H, H: n)\/(H, K; n] invariant. 
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Zusatz bei der Korrektur (1. November 1951): Wenn der Index j des Zentrums Z (@) 
in G endlich ist, so folgt aus einer bekannten Darstellung der Verlagerung — siehe etwa 
ZASSENHAUS [6], (19), 8. 132 — daB die Verlagerung o von G nach Z (G) jedes Element 
auf seine j-te Potenz abbildet. Da aber [G, G] im Kern von o enthalten ist, so ergibt sich 


(*) (¢,@7 =1. 


Dies ist eine Verscharfung des einen von uns im Zusatz zu Lemma 3 ausgesprochenen Re- 
sultats. Ersetzt man letzteres in den darauf gegriindeten Betrachtungen durch die Glei- 
chung (*), so ergeben sich die folgenden weiteren Verscharfungen: 


[4, qf" —1 in Satz 2 
(H, K}'*4 —1 in Satz 2” 
[H, Ky}*4 <= (M, K|[N, H) in der Folgerung aus Satz 2”. 
Inzwischen ist eine Abhandlung von B. H. Neumann: Groups with finite classes of 


conjugate elements; Proc. Lond. Math. Soc., 3" ser., 1, 178—187 (1951) erschienen, 


in der sich ein weiterer Beweis unseres Zusatzes zu Lemma 3 findet; siehe op. cit. 8. 186, 
Theorem 5.3. 
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Uber die konforme Abbildung gewisser Bereiche von 
unendlich hohem Zusammenhang auf Vollkreisbereiche. II. 
Von 
Herspert Mescukowski in Berlin. 


Einleitung. 

Im ersten Teil der Arbeit ist der Beweis gefiihrt worden, daB die konforme 
\bbildung von Bereichen von unendlich hohem Zusammenhang auf Voll- 
kreisbereiche in gewissen Fallen méglich ist. 


Die Abbildung gelingt nicht nw 
bei 


ereichen mit punktférmiger Hiaufungskomponente, sondern anch im 
illgemeinen Fall, wenn gewisse Randbedingungen erfullt sind. Dabei 
vuch die Haiufungsrandkomponente auf einen Kreis abgebildet. 

Im folgenden soll gezeigt werden, daB in gewissen Fallen eine Abbildung 
eines Bereiches mit ausgedehnter Haufungskomponente auf einen Kreis- 
bereich méglich ist, der als einzige Hiufungskomponente einen Punkt hat. 

Da Bereiche von unendlichem Zusammenhang unter sehr allgemeinen 
Voraussetzungen auf Kreisschlitzbereiche abgebildet werden kénnen, wie 
Gr6rzscu gezeigt hat [Leipziger Ber. 81, 51ff (1929)], kénnen wir uns auf die 
\bbildung solcher Bereiche auf Vollikreisbereiche beschrainken. 


W ird 


Definitionen. 
Der abzubildende Bereich 8 mége von den konzentrischen Kreisen 
R,, |z| = R., (R, < R,) und abzihlbar vielen auf konzentrischen Kreisen 
um O liegenden Kreisschlitzen 
A, B, begrenzt werden, die sich 
gegen den inneren Kreis hiiufen. 
Zwei Schlitze sollen benach- 
hart heiBen, wenn die radialen Ver- 
bindungsstrecken zwischen ihnen 
keine fremden Schlitze treffen. 
Zwei solche benachbarten 
Schlitze A, B, und A, B, kénnen 
durch einen ,,Radialstreifen* 
C, D,C, D, verbunden werden, 
der von den auf den Schlitzen 
gelegenen Kreisbégen C, D, und 
CD, und den Radialstrecken 
C,C, und D, D, begrenzt wird. 
Eine Verbindung einer end- 
lichen Anzahl von Schlitzen durch 
solche Radialstreifen soll eine 
Fig. 1 Kette heiBen, wenn die zu den 
Radialstreifen gehérenden Zentri- 
winkel C, 0 D, sich nicht tiberschneiden. — Die Kette heiBt geschlossen, wenn 
auch das letzte Glied A, B, mit dem ersten in der vorgeschriebenen Weise 
durch einen Radialstreifen verbunden ist. 
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Abbildungssitze. 

Satz I. 

Es sei méglich, in dem Kreisschlitzbereich 8 mit abzahlbar vielen sich 
gegen den inneren Kreis haufenden Kreisschlitzen eine Folge von geschlossenen 
Ketten §,, zu konstruieren mit der Eigenschaft, daB8 der zu den Radialstreifen 
gehérende Zentriwinkel gréBer ist als eine feste Zahl y. Dann kann 8 auf einen 
von Vollkreisen begrenzten Bereich $* abgebildet werden. Die Kreise von 
$* haufen sich gegen einen Punkt. 

Beweis: 

Aus der Bedingung fiir die Zentriwinkel folgt, daB die Zahl der Ketten- 
glieder fiir die ganze Folge beschrankt ist. Sie ist sicher kleiner als = N* 


f£ = log z bilde den Bereich 8 der z-Ebene in die £-Ebene ab. Dabei geht 
der die Kettenglieder verbindende Radialstreifen C, D, C, D, (x C,O D, = ¢) 


. é a Te 
in ein Rechteck mit den Seiten a= m und b = log —iiber. (r, = 0 A,). 


, 
w = f(z) sei andererseits eine Funktion, die 8 auf einen Bereich abbildet, 
dessen isolierte Randkomponenten Vollkreise sind. Das in Teil I der Arbeit 
beschriebene Iterationsverfahren ist dabei so durchzufiihren, daB hier nur die 
isolierten Rander numeriert und durch die Naherungsfunktionen abgebildet 
werden. Die Existenz einer Grenzfunktion ergibt sich auch hier, und ebenso 
kann man genau so zeigen, daB die isolierten Rander durch die Grenzfunktion 
auf Kreise abgebildet werden. Dagegen ist iiber den Haufungsrand im Bild 
zunachst nichts bekannt. — Es soll gezeigt werden, daB aus den Randbedingun- 
gen sich ergibt, daB dieser Haiufungsrand ein Punkt ist und der Bildbereich 
somit als ,,Vollkreisbereich“ angesprochen werden kann. w = f (z) bilde also 
den Bereich 8 auf einen Bereich 8* der w-Ebene ab, der von abzahlbar vielen 
Vollkreisen begrenzt wird; sie mégen sich gegen eine Punktmenge M mit dem 
Durchmesser D haufen. Es ist zu zeigen, daB 
D = 0 ist. 

Der ,,Kette“ in der z-Ebene entspricht in 
der w-Ebene ein System von Streifen. Sie ver- 
binden die Bildkreise K,* der Schlitze unserer 
Kette. 

Den RadialstreckendesVierecks C, D, C,, D, 
entsprechen in der w-Ebene Kurven, die die 
Kreise verbinden. Wenn man aus der Folge 
der Ketten eine solche mit geniigend groBer 
Nummer wiahit, so werden die Kreise in der 
w-Ebene, die zum Bild der Kette gehéren, einen 
beliebig kleinen Radius haben. Denn wegen der 





Normierung der Grenzfunktion w = z 4 {{o}} 
im Unendlichen miissen doch die Bilder der 
Randkomponenten in einem Kreis von end- Fig. 2. 


lichem Radius liegen. Also werden die Kreise 

mit geniigend groBer Nummer einen beliebig kleinen Radius haben. Sei A,,, — 
die Lange der Strecke, die den Mittelpunkt des Kreises K,* des Kettenbildes 
mit dem des Kreises K,. ;* verbindet. Dann gilt: 

Aya + Jog t+ ++ + Ayy~ > 2D. 








180 HERBERT MESCHKOWSEI: 




































Dabei ist N die Anzahl der Kettenglieder. 


Daraus folgt: 2D 


N 
Ty, 


w= f(e) bildet die Rechtecke mit den Seiten a= q@ und b= log 


Max (4,1) =A> 


der 


¢-Ebene auf die entsprechenden Streifen des Kettenbildes in der w-Ebene ab. 
Hier kann der Hilfssatz I der Dissertation von Rencet (Uber einige Schlitz- 
theoreme der konformen Abbildung, Dissertation 1932, Schriften Math. Sem. 
Univ. Berlin, Band 1") angewandt werden. Fiir den Flacheninhalt des Bild- 
gebietes des Rechtecks gilt: 

er 

at ie 
Dabei ist #8 die Linge einer Strecke, auf die die Bilder der Parallelen zu 6 
projiziert werden kénnen. Greifen wir uns das Rechteck heraus, das den 
Maximalwert A fiir die Verbindung der Kreismittelpunkte in der w-Ebene 
liefert, so gilt fiir den Inhalt des entsprechenden Streifens: 





J> p—. 
vy 
log — 
Tu 
Als Strecke fiir die Projektion kénnen wir M, M, wiihlen. Dabei sind M, 
und M, die Mittelpunkte der Kreise K,* und K,*. Da die Radien dieser 
Kreise durch die Wahl von x beliebig klein gemacht werden kénnen, ist die 
Projektion der Bildkurven zu den Parallelen zur z-Achse in der w-Ebene 
sicher gréBer als 


- M, M, : A , 


Daraus folgt: 





T>— A? D* o 
(1) sa Tf, ~ - Ty, 
4log—*- N®log 
be Ty ~ Tu 
: . 22 , 
Wegen N <— wird daraus: 
ss 
ae: aS 
(2 . Tv, 42? 
4 2* log — 
“ 
Der Flacheninhalt ist damit also nach unten beschrinkt. — Bildet man in der 


z-Ebene im Bereich $ eine Folge solcher untereinander punktfremder Ketten, 
so kann man aus jeder Kette einen Radialstreifen wahien, dessen Bildstreifen 
in der w-Ebene einen Flicheninhalt hat, der durch (1) abgeschitzt wird. Das 
ist aber ein Widerspruch, denn die Summe dieser Flaicheninhalte wiirde iiber alle 
Grenzen wachsen. Wegen = > 1 wiirden bereits die einzelnen Flacheninhalte 
beliebig groB werden. Also muB D = 0 sein, q. e. d. 

Offenbar la4Bt sich die Aussage des Satzes I noch verschiarfen. 

Satz Ia. 

In einem Kreisschlitzbereich 8 von unendlichem Zusammenhang (wie 
in Satz 1) sei es méglich, eine Folge von ,,Schlitzketten“ §,, zu konstruieren 
mit folgenden Eigenschaften: 


1) Vgl. auch Bieberbach: Einfiihrung in die konforme Abbildung, S. 108 ff. Berlin 1949. 
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1. Fiir die Anzahl A, der Glieder von &, gelte: 
(3) A, <cVn 
(dabei ist c eine fiir den Bereich konstante Zahl). 


2. Fiir den ,,Ubergreifwinkel gw zwischen zwei benachbarten Schlitzen 
A, B, und A, B, (p= { A, O B,) gelte: 


OA, Ty 
(4) > log~—— = log —. 
YP > 1028 OA, g Tn 


Dann kann $ auf einen Vollkreisbereich mit punktférmiger Hiufungskompo- 
nente abgebildet werden. 
Beweis: 
Aus der Abschitzung (1) folgt dann: 
D* @ Dt 1 


T, 
A,? log — 
Tu 


J,, ist der Flicheninhalt des Bildstreifens mit dem gréBten Wert fiir A,,, . 1. 
Zu jeder Schlitzkette gibt es einen solchen ,,Maximalstreifen“. Die Summe 
dieser Flaicheninhalte wichst iiber alle Grenzen wegen der Divergenz der 
harmonischen Reihe. — Das ist ein Widerspruch, also mu8 D = 0 sein. 

Satz Il. 

Wenn die Bedingungen (3) und (4) fiir eine Folge von ,,Schlitzketten“ 
erfiillt sind, ist die Abbildbarkeit auf einen Vollkreisbereich (mit punktférmiger 
Haiufungskomponente) gesichert auch fiir folgende Gebietsklassen: 

1. Kreisschlitzbereiche, deren Schlitze sich gegen einen Kreis K (R,) 
haufen und die co als inneren Punkt enthalten. 

2. Kreisschlitzbereiche, deren Schlitze sich gegen einen Punkt hiufen 
(mit oder ohne auBeren Begrenzungskreis). 

Die Abbildung ist in allen Fallen (Satz I, Ia und II) bis auf lineare Trans- 
formationen eindeutig. 

Beweis: 

Fiir das Beweisverfahren ist der auBere Begrenzungskreis nicht wesentlich, 
alle Schliisse gelten auch hier. Ebenso ist nirgends benutzt worden, dab R, > O 
ist. 

Die Eindeutigkeit ergibt sich wie im Fall des endlichen Zusammenhangs 
aus der unbegrenzten Spiegelungsfaihigkeit des Bildbereichs. Da die Kreise 
sich gegen einen Punkt haufen, kann der Beweis wie bei KorBE [Math. Z. 7, 
282—296 (1920)] gefiihrt werden. 


(Eingegangen am 13. September 1950). 
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Konstanzelemente in Ringen mit Differentiation‘). 


Von 


GorrrrieD FaLK in Marburg. 


% «sei der freie Polynomring in den nichtkommutativen Erzeugenden 
ry, Lq,..-, L, mit Koeffizienten aus dem Kérper K der reellen Zahlen. Das 
Potenzprodukt 


La, Ta,--- v4 


in dem a, @,...-, a, Zahlen aus der Reihe 1, 2, . . ., n sind, hat die Dimension 
d. Ein homogenes Polynom in § ist eine Linearkombination von Potenzpro- 
dukten derseiben Dimension. Unter der Klammerung (f,g} zweier Elements 
f,g<% verstehen wir die Bildung (f, g) = fg — gf. Die iterierten Klammerun- 


gen der Erzeugenden 2,, 2», ..., Z, von % sind definiert durch 

[Aa 1 (x;, Ag), (4 2s «ap tem SG...) 
(1) s 

\2o (2%. Le), (2%, Tq), - - -s (%n—1, Tq) 


2, ist homogen von der Dimension d. 


In ¥ ist eine Differentiation erklart durch die Axiome 





aE at +¢ é ag @ (af) of 
9, 2 +9) cae | ee 
2; . oxy oe F O Xj O 2; 0 Xj 
fa) j I . 
fs Lge pce... (i,k=1,2,...,n), 
0 2; CO Xj " 6% 


wobei /,g €,a@¢€K und 6;, das KronecKER-Symbol bedeuten. Elemente 


x «€% mit der Eigenschaft 
— 0 (4 l. 4 ° , %) 


heiBen Konstanzelemente. Ihre Gesamtheit bildet einen Ring 8, welche: 
echter Unterring von § ist. Wie man leicht bestatigt, sind die Klammerungen 
2, aus (1) Konstanzelemente. Der Ring & hat die Eigenschaft: 


(I) mit x€ Rist auch (z,, x) < R, (¢=1,2,...,2). 


2. 
Infolgedessen liegen auch alle iterierten Klammerungen (1) in §). 

&, sei der Ring, welcher den Koérper K enthalt und von den iterierten 
Klammerungen (1) erzeugt wird. Dann gilt 

*) Gegenstand vorliegender Arbeit ist die Ausfiihrung einer Fragestellung, welche 
in anderem Zusammenhang aufgeworfen wurde. Vgl. G. Fatk: Uber Ringe mit Poisson- 
Klammern, Math. Ann. 123, 377 (1951). Auch in diesem Fall bin ich der Notgemeinschaft 
der deutschen Wissenschaft zu Dank verpflichtet. 

‘) Von Konstanzelementen erzeugte zweiseitige Ideale in § haben die Eigenschaft, 
Differentiationshomomorphismen von § zu vermitteln. Vgl. a. a.O. 
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Satz 1: Der Ring &, hat die Eigenschaft (I). Er ist der kleinste Unterring 
von % mit dieser Eigenschaft, welcher den Kérper K und die Elemente A, 
aus (1) enthilt. 


Sei p=A;4, A,...4,4, ein Potenzprodukt in den iterierten Klam- 
merungen (1), so ist 
(1;, P) = (2, Aj) Ag dy. Ap Ay + A; (aj, Ag) Ay. Ap dy oe + Ay Aga... dp (a, Ay) 


Die rechts auftretenden Summanden sind aber wieder Potenzprodukte ite- 
rierter Klammerungen (1) und damit Elemente von &,. Da jedes Element 
von St, eine Linearkombination solcher Potenzprodukte ist, folgt wegen der 
Linearitatseigenschaft der Operation (z;. . . .) die erste Behauptung von Satz 1. 
Die zweite ist damit aber evident. 

Nach Satz | bzw. dem vorher iiber & Gesagten ist 
(2) Ry SR. 


Unser Ziel ist, zu zeigen, daB in (2) das Gleichheitszeichen gilt. 
N 
Ist g€ Ry, undgy= 3’ gy die Zerlegung von g in homogene Polynome g, der 
a 0 
Dimension d in %, so sind die gg € &,. Denn jedem Potenzprodukt von ite- 
rierten Klammerungen (1) ist eine Dimension zugeordnet; jedes Element g € &, 
ist aber eine Linearkombination solcher Potenzprodukte, demnach auch eine 
Summe homogener Polynome von Sy. Wegen der Eindeutigkeit der Zerlegung 
> __&% £ : ae 2 
von g in homogene Polynome in § folgt damit aber die Behauptung. 
Die homogenen Polynome der Dimension d in &, bilden einen Modul mit 
endlicher Basis. r, sei die Anzahl der linear unabhangigen Basiselemente 


Ko (i RUN aa ne Ya); 


insbesondere ist 7, = 1 und r, = 0. Damit besitzt jedes g ¢ &, eine eindeutige 


Darstellung der Form 


N N d (a 
‘ ’ ’ ’ (d) , 
(3) 9= Sg= DL Lark’, a4,,€K 
d=0 d=0 v=1 


Mit 8,” seien diejenigen Unterringe von &, bezeichnet, die alle Elemente 
aus §, enthalten, in deren Darstellung (3) alle ag, mit d< p, sowie ap, 


Mp2 ay,,—1 verschwinden. Wie sofort zu ersehen ist, gilt der 


Hiljssatz 1: Die 8 sind (links-, rechts- und gleichseitige) Ideale in &, 
mit der Eigenschaft (I). 


ve : . (p) .- . e,° (p 
Wir bilden nun die von den &{” in § erzeugten zweiseitigen Ideale D,” 
‘ ° ~ ( om ( ~ —_— 

sowie die Linksideale G{”. 2,” besteht aus allen Elementen der Form 


’ : (p) —~ (Pp) . 7 "8 = 
Dh, ph mit f;,h, €B, pe Ne und S, ‘aus allen Summen p f, 9. Es gilt der 
7 
t 


one ° om, ( ~~ { ° . . 
Hiljssatz 2: Die Ideale D>)” und G,” sind identisch. 


Trivialerweise ist oy” ( DY, Die f;, h; sind als Elemente von } Summen 
, (p) : : 
von Potenzprodukten der 2x,, Z,..., %- Jedes Element von 2,” ist also eine 


Linearkombination von Gliedern der Form 


(4) Xa, Lay> >> Laz Vy Laz 
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Der rechte Faktor von (4) hat die Dimension d= k—j. Durch Anwendung 


: . , , . : t- @®) 
der Beziehung 9; %a;, 5 = Te, , 1 Pi + (Pj Xa; 4)» wobei (¢;, %a;, 1) = Pi € Ms 


ist, geht (4) tiber in 


Ta, -++ Ha; La; 


3° "+1 Pi %a; 


449° ° 


, 
° Tap tT Da,+-+- Xa; Yi Xa; 4 @e--. Taz > 


d. h. in eine Summe von Gliedern der Art (4), deren rechte Faktoren die 
Dimension d—1 haben. Durch Induktion nach der Dimension des rechten 
Faktors folgt damit die Behauptung. 


M sei der Modul iiber K mit den speziellen Potenzprodukten aus ¥ 
# Ze... Se", 
, re : i 4 . 7 (p) 
als Basiselementen. Wir bilden mit ihm die Elementmengen %,”, welche aus 
. ’ ~ , . (p\ 
allen endlichen Summen der Form 3’ m,; gy; mit m; ¢ Mt, p; € &;’ bestehen. 
t 

Dann gilt der 

= @ -~ 

Satz 2: Es ist 3) » a &. 

Jedes Potenzprodukt in § 


(5) Ya, Tay - + + Lay 
ist darstellbar in der Form 5’ m; g;, wobei m; «Mi und ¢; € Ky. Die Behaup- 


t 
tung gelte fiir alle Potenzprodukte der Dimension d < k. Fiir k = 0,1 ist sie 
trivialerweise erfiillt. (5) ist ein Potenzprodukt der Dimension k, und a; sei 
der kleinste in ihm vorkommende Index. Dann ist 


ee rd Sq, +++ Sas ag, ->- > Tay 
(6) 
a a 3 , &.) & ~ wie 
' j-—2 j-1 j j+1 + 
. ‘I: _ . . (2) _ 
Das zweite Glied auf der rechten Seite ist Element von D;", nach Hilfssatz 2 
7 ~(2) , . ae : a 
also auch Element von G; , d.h. in der Form darstellbar »'/; yj, wobei f, €%, 
+ 

: (2) (2) = oe ; ; 
pi © Ry". Da Ry" aber kein Element enthalt mit einer Dimension < 2, k6nnenin/f; 
héchstens Potenzprodukte der Dimension k — 2 auftreten. Diese sind aber 
nach Induktionsvoraussetzung in der Form 3’ m,; gy; darstellbar. Wiederholung 


u 
des Verfahrens durch Anwendung auf das erste Glied der rechten Seite von (6) 
ergibt nach 7 Schritten 


(6 } Ta, eee Va, Laz % Va, - ++ Za - Xa 


ja, Ng; 


j—1 “Oj4a° °° “e 
0 ;' —— , 
wobei my € Ri’. Da a; aber der kleinste in (5) vorkommende Index war, ist 
nach Induktionsvoraussetzung auch das erste Glied auf der rechten Seite 
von (6’) in der Form 3) m; ¢; darstellbar. Also ist jedes Potenzprodukt und 


v 
: " 0 
damit jedes Element von § auch Element von ny”. 
( ' , Ae Sew? 
» besteht aus allen endlichen Summen der F rm J’ f; pi mit f, ¢*, 
+ 
Pi € g”. Nach Satz 2 kann aber jedes Element von § dargestellt werden in 
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der Form f, = 3) m,, g mit m,,¢€ WM, ge € No. Also besteht a” aus allen 
E 


Summen 3" m,, y gi, welche nach Hilfssatz 1 sich auch in der Form 3’m, qi’ 
it 


1, 


t 
mit gj’ g’” schreiben lassen. Also ist 
(p) (Pp) 
Re’ =D. 
Nunmehr zeigen wir?) 
Satz 3: Jedes f ¢¥ laBt sich eindeutig in der Form darstellen 
N ‘4 
“ 7 7 (d) 
(7) f= J dim,,-k,’, ma,yEM. 
d=0Ov=1 


DaB es eine solche Darstellung gibt, folgt aus Satz 2. Da f eindeutig als 
Summe von homogenen Polynomen darstellbar ist, haben wir die Eindeutigkeit 
nur fiir homogene Polynome f, zu beweisen. Die Behauptung ist iquivalent 
damit, daB wenn f; das Nullelement ist, alle mg, = 0 sind. Fiir f, ist sie 
erfiillt. Wir nehmen diese Behauptung als giiltig an fiir alle fz mit d< p. 
In der Darstellung (7) des homogenen Polynoms /, treten nur Faktoren mgq,, 
auf, welche homogen von der Dimension p — d sind; wir wollen diese mit 

(p —¢ 


m, 


1) ; : ; 
bezeichnen: Es sei 
fr, 
Pp d 
’ .  (p—d)1(@ 
(8) a S” Sage Oo EO. 


Dann folgt durch Differentiation 


rT (p —d) 

p dim 
: . (d . 
(8’) SF ee kK” =0, (7 a. 
d=Ov=1 °%% 


v 


—_— 
~ 


Die linken Seiten der Gleichungen (8’) sind aber wieder Ausdriicke der Form (7), 
(d) 
C k 





om . : ' 
da mit m¢ WM auch——< Mt und alle 0 (i 1,2,...,”) sind. Die 
0 xj i 


linken Seiten von (8’) sind aber homogene Polynome der Dimension p — 1, 
nach Induktionsvoraussetzung folgt also 


C 


a m\? -@) 


a (¢ 3,2, ...,%)- 
C ry 


(9) 


Bezeichnen wir mit }x den kommutativen Polynomring in den Erzeugenden 
2, %,..., X,, 80 kann man zwischen x als Modul und Mt eine ein-eindeutige 
Abbildung dadurch herstellen, daB man die sich formal entsprechenden Potenz- 
produkte in 2% und ¥x einander zuordnet. Dabei wird, wie man sofort sieht, 
die Differentiation in M@ umkehrbar eindeutig in die gew6hnliche Differentiation 
in ¥« abgebildet. Da aber in ¥x nur die Elemente aus K die Eigenschaft (9) 
: , . . , (p - d) ¢-. 
haben, gilt dasselbe auch in Y. Damit miissen alle m,?~” fiir p—d> 0 ver- 
. , . y ° . . (p + > 
schwinden. Wegen der linearen Unabhangigkeit der Ky” folgt aber nach (8) 
(0) . . ‘ © . 
auch m, ’ 0. Damit ist Satz 3 bewiesen. 
Ist x ein Konstanzelement aus %, so gilt nach (7) 
N ‘'d (a) 
cn - AC 
x= > Meek, « 


_ 


d=OQv=1 


*) Den hier gebrachten Beweis verdanke ich einer Mitteilung von Herrn REIDEMEISTER. 
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\us 
ax i. 
— 0 Ca 
oC zy 
folgt aber, daB alle mg, <¢ K sind. Nach (3) haben wir damit 
Satz 4: Der Ring & der Konstanzelemente wird von den iterierten 
Klammerungen (1) erzeugt: R = Rp. 


SchlieBlich lassen sich aus dem Bestehen von (7) noch die Anzahlen 72 der 
linear unabhangigen Basiselemente der Moduln der homogenen Polynome der 
Dimension d in &, bestimmen. Die Anzahl! der Basiselemente der Dimension d 

on s n+d—1 
im Modul M ist 1 
Damit folgt aus (7) die Beziehung 


, die der Potenzprodukte der Dimension d in ist nt, 


’ +d—l1— 
(10) yr Ww MV =n 


d 
oes —_ ; 
ase n l 


Aus (10) lassen sich die rz sukzessive bestimmen. 


( Bingegangen am 9. Juni 1951.) 
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Uber Differentialsysteme, welche aus multiplikativen 
Klassen mit exponentiellen Singularitaten entspringen. II. 


Von 
Hev_mvut Rouret in Wiirzburg. 


Mit 16 Textabbildungen. 


Der erste Teil der Arbeit [5] brachte die Untersuchung der arithmetischen 
Eigenschaften der betrachteten multiplikativen Klassen. Das Thema des 
zweiten Teiles ist die Diskussion der Integrale iiber Klassenfunktionen in ihrer 
Abhangigkeit von der oberen Grenze. Dies entspricht der Untersuchung der 
Axsetschen Integrale. Von grundlegender Bedeutung ist die Ableitung des 
Nexrassorrschen [4] Satzes von der Wegbasis, der aber fiir unsere Zwecke 
noch verschirft werden muB, da er die ,,lineare Unabhiangigkeit*‘ der Wege 
der Basis nicht gatantiert. Ihm entspricht bei den Apetschen Integralen der 
Satz iiber die Reduktion der Periodenwege. DaB die NEKRassorrsche Form 
dieses Satzes die lineare Unabhangigkeit nicht sicherstellt, fiihrte zum ersten 
Male wohl H. Scumipt [3] an. Uber Nexrassorr hinausgehend behandeln 
wir auch den Fall der verschwindenden reduzierten Exponenten. Nunmehr 
folgt die Aufstellung zweier Wegsysteme in je drei verschiedenen Fallen, aus 
denen sich spiter je zwei zueinander komplementire Wegsysteme ergeben. 
Durch zweimalige Integration iiber die vorher aufgestellten Wege leiten wir 
aus dem Vertauschungstheorem V,, N,? bilineare Relationen zwischen den 
2 N,? Fundamentalperioden der Klasse und der komplementiaren Klasse her, 
ein Vorgang, der auch in der Theorie der ABEtschen Integrale seine Parallele 
hat. Als Folgerung aus den Periodenrelationen ergeben sich die Diskussion 
des Falles «. = 0, der Satz von der Wegbasis in der verschirften Fassung, 
die allerdings nicht explizite — Aufstellung der komplementiiren Weg- 
systeme und ein Umkehrsatz, der auch im Bereich der ABELschen Integrale 
auftritt. Der Fall «= 0 wird durch Grenziibergang einbezogen, wodurch 
alsu auch bei den von H. Scumipt [6] behandelten speziellen Klassen die Theorie 
in einem Stiick abgerundet wird. Wiahrend bis hierher die Singularitéten der 
Klassenfunktionen fest lagen, hingen sie im letzten Teil der Arbeit von einem 
Parameter ab, was zur Aufstellung des Differentialsystems fihrt. 


§ 1. Die Integrale in ihrer Abhangigkeit von der oberen Grenze. 


Wir betrachten die beliebige Klassenfunktion y¢ ky, wobei wie friiher 


%B = {b,,...,6,,}. Wahrend wir im ersten Teil die aufgeschnittene Ebene € 
zugrunde legten, gehen wir nun iiber zu ©, das aus © durch zusatzliches Auf- 
schneiden von den Punkten 6,,...,6,, aus nach a, entstehen soll; die dabvi 


auftretenden Schnitte mégen sich nicht gegenseitig iiberkreuzen. Wir unter- 
suchen die Funktion 
z 
(1) w (z)= f ydz. 
Zo 
Mathematische Annalen. 124 13 
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Bei der Integration beginnen wir im Punkte z, mit dem Hauptwert des Inte- 
granden; der Integrationsweg soll vorerst ganz in € verlaufen, ohne eine der 
singuliren Stellen a, bzw. b, zu enthalten. Um die Eigenschaften von w (z) 
in & zu kennen, hat man wegen der Partialbruchzerlegung der Arbeit [5] nur 
das Verhalten der Integrale 


z 
fE (z,a,) dz, v=U,...,n, 0 


<o 


f © (z,b,)d 


n 
= 


> m 


zu studieren. Offenbar weist in z = b 


f E (2,b,) dz fiir y= 1 eine logarithmische Singularitat, 
: ” fiir y > 1 einen Pol der Ordnung y — 1 auf. 


Die iibrigen Integrale (2) verhalten sich in z = b, regular. Nun haben wir die 
Funktion (1) noch in der Umgebung von a, zu betrachten. Setzen wir formal 
—— 1/z, so existiert in einer ringférmigen Umgebung von a,,v=0,..., 
n, co, die gleichmaBig konvergente Entwicklung 
y = (z — a,)*» P* (z —a,), 
wobei P* (z — a,) eine LaurENTsche Reihe mit i. A. unendlich vielen nega- 
tiven Potenzen ist. Somit gilt: 
" (1) . = 
w(z) = B,’ + C, lg (z -- a,) + P(z—a,), fir a,=—0 
(1) i " ; 

w (z) = B,’ + (z — a,)*» P (z —a,), fir «,+0 
mit P(t) als Laurentscher Reihe. Sind p-,p* zwei sich entsprechende 
Punkte auf gegeniiberliegenden Ufern von L, innerhalb des Konvergenzringes 
von P* (z — a,), so gilt fiir «, + 0: 


' — (1) ’ (1), 
(3) w (pt) — B; A, {w (p-) — BY}, 
und da auBerdem noch 

qr = 

f ydz=A, f ydz, 

pr p 


wenn die Integrationswege lings der Ufer von L, verlaufen, gilt (3) unab- 
hingig von der Wahl von p~, p* auf Z,. Verstehen wir nun unter (z, a> z,) 
y=0,...,”, eine 

1. von z, ausgehende und dorthin zuriickkehrende, 

2. von den singuléren Punkten nur a, — im positiven bzw. negativen Sinn — 
umschlieBende, 

3. auBer L, keinen Schnitt iiberkreuzende einfache Schleife, so erhalten wir 
mit der Bezeichnung { y dz = [€]: 

€ 


' a 
[(Z @, 2)] w (p+) — A, w (p-) BY a — A,) 
- - —1 j ai 1 “y 

[(z9 @, 2)] = w(p-) — A, wpt) = BY? (1 -- A>’) J 
Ist weiter (z, cot z,) eine einfache Schleife, die 

1. von 2) ausgeht und dorthin zuriickkehrt, 

2. von den singularen Punkten nur a, — im positiven bzw. negativen 
Sinn — umkreist und 


(4) 
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3. jeden der Schnitte iiberkreuzt, 
dann gilt fiir «,, + 0 die Gleichung (4) ebenfalls. Das liefert uns den 


Satz 1: In der Umgebung von a, gilt die Entwicklung 


Rl ry 7 
w (z) BY» + C, lg (z—a,)+ P(z-—a), fir a,=0 
(1 . 
w (z) = BY + (2 - a,)% P(z—a,), fir a, +0 
. (1) [(z. a> Zo)] . ° . . 
mit B; — ry die Laurentsche Reihe P (t) weist nur dann endlich 
~At 
viele negative Potenzen auf, wenn y, = 1, y= 0,...,, bzw. yo = — 1. 


Kine kurze Zwischenbemerkung tiber das Verhalten der Klassenfunktion y 
in einer Umgebung der singuliren Stelle a,: 








Sei y, > 1, cy, = 0, e'%, z—a, = oe, so daB gilt: 
Co» _ or __ gi(w,—(y,—1)9) . 

(z—a,)” | 9” 

Also wird fi —_*"__, > 0 in den Sektoren: 
(z— ay) 

\ > 1 >? 1 
(5) ot 1) [.- : $)x 4 Wy (2 i) | a and 
Sei y.. l, Cyc = Ow Cb? ™, z= 0 e'”, so dab wieder 

Coc 2700 + 1 Om OF 1 gt + Yoo t DP). 

womit R (Cy. 270 + 1) > O gilt in den Sektoren 
(Boo) S44 1) {—S=* al $)a <9: on woe 4 salad us), j a: Yeo 


Wandert jetzt z innerhalb eines der Sektoren (5), (5...) gegen a,, dann strebt 
y| gegen 0, und zwar gleichmaBig in jedem abgeschlossenen in einem Sektor 
gelegenen Winkelraum; im AuBeren der Sektoren dagegen strebt | y| gegen oo. 
Ist nun y, 1 oder yx - 1, so sind die Sektoren nicht definiert, und man 
erkennt sofort, daB keine ausgezeichneten Richtungen in a, existieren, derart, 
daB jede Klassenfunktion dem Betrag nach gegen 0 strebt, wenn sich z lings 
dieser Richtung dem Punkt a, nahert. Wenn wir in Zukunft von Sektoren 
in einem Punkt sprechen, setzen wir stillschweigend voraus, daB y, l bzw. 
Yo >— 1. 

Im folgenden wollen wir nur noch solche Wege betrachten, die gegeben 
sind durch 

Definition 1: Ein Weg heiBt zulassig beziiglich der Klasse ky, wenn er 

1. die Schnitte Z, nur endlich viele Male iiberschreitet, 

2. das Integral jeder Funktion aus ky lings des Weges genommen existiert 
und 

3. a) falls er a... nicht enthilt, stiickweise glatt und von endlicher Lange ist, 

b) falls er a., enthalt, so beschaffen ist, daB jeder Teil des Weges, der 

a.. nicht enthalt und durch zwei von a,, verschiedene Punkte erzeugt wird, 
stiickweise glatt und von endlicher Lange ist 

Vorerst betrachten wir die Punkte a,, » = 0....,”. In ihnen wollen wir 
die Sektoren (5) numerieren; falls L, in keinem der Sektoren gelegen ist, 
numerieren wir von L, ausgehend die Sektoren im Gegenuhrzeigersinn durch 

13* 
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(Fig. 1); liegt jedoch L, in einem der Sektoren, so bezeichnen wir diesen mit 
~~{1) . . . ° . + - . e 
S,’ und numerieren im Gegenuhrzeigersinn weiter. Ferner wahlen wir die 
r (A+1) 34 : : 
y,— 1 Wege ©, , A=1,..., y,—1, die so defi- 
. . (A+ 1) . . . ’ ~~(A) 
niert seien: €; beginnt in a, im Sektor G,’ und 





(9 . ° ’ m(A +1) . ° — 
rs miindet in a, im Sektor G, wieder ein, wobei in 
; ' (A+1 
diesem Durchlaufungssinn das von €{*” um- 
schlossene endliche Flachenstiick links liegt und 
(A+) 4 ; 
ar ¢, weder einen von JL, verschiedenen Schnitt 
~t iibérschreitet, noch einen der singuliren Punkte aq,,, 
- a a+vy : 
u+y, enthalt (Fig. 1). DaB ©, * ” keinen der 
, ' Punkte 6,, a, (mit y, = 1) enthalt, ist nach Def. 1 
y,& trivial. 
Analog gehen wir im Punkt a,, vor. Die Nume- 
rierung der Sektoren legen wir ebenso wie oben fest, 
Fig. 1 wobei wir anstelle von L, von der positiven reellen 
Halbachse ausgehen und im Uhrzeigersinn durch- 
~(2 1) * . : (A+ 1) . . 
numerieren. ©. A l, ...,; Yo+ 1, sei so festgelegt: ©, erfiillt die 
Forderungen 1., 3. von Def. 1 (daB 2. erfillt ist, haben wir zu beweisen), 
‘ . ; : ~{A) . 
\ beginnt in a,, im Sektor SG’, miindet in 
* mA 1) . ° . ° 
L,*., Ss wieder im Punkt a,, ein, schlieBt 
\ ra bei dieser Durchlaufung in dem links ge- 
~*~ v. legenen Teilgebiet der Ebene keinen der 
% Q, singularen Punkte ein und enthalt selbst 
¥ é — 7 . > me pe 
X gee keinen singularen Punkt (Fig. la). Wir 
3 4 . . pes . 
Cuog a; Eo zeigen nun, daB die so definierten Wege 
¢ . \ zulassig sind. 
: xe Sei also y€ ky. Dann gilt: |2? y| > 0, 
Uy a a _ se oe (A+) > 
a - x wenn man sich lings © dem Punkt 
Toe ee a. nahert. Ist M das Maximum von 
: (2) . = ° A+1 ‘ ‘ 
f C.. 2, z2 y| fir z¢ €.* ” (daB ein solches Maxi- 
mum existiert, folgt aus den Voraus- 
~(A +1) ° = 
setzungen tiber ©; ‘ ’) und sind G,, €, die- 
a ae —— A+1 : 
jenigen Teile von ©, ’ die durch a, 
rig. te und die Punkte P,, P, mit hinreichend 
yroBem Abstand vom Ursprung ausgeschnitten werden, so gilt: 
(4 4 1) . ~ Y 
€.. G, \ OF u ;, 
wobei ©, ganz im Endlichen liegt. Weil fiir ©, und €,: 
: -\dz 
i y dz|: M J - 
é, Z| * 


und die rechte Seite dieser Ungleichung durch entsprechende Wahl von P,, 
P, beliebig klein gemacht werden kann, existiert das betrachtete Integral, 
d. h. €4*” ist zulassig im Sinne der Definition. 

Hilfssatz 1: Es geniige der zulissige Weg € den Bedingungen: 

1. € liegt mit allen seinen Punkten in einem abgeschlossenen Teilsektor 


~~{A) 
von © ; 
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2.€ enthalt auBer a, keinen weiteren singuliren Punkt, beginnt und 
miindet in a,, 

3. a) firy=0,...,  tiberkreuzt © auBer eventuell L, keinen Schnitt 
von &, 

b) fiir » = co weist © in dem von ihm ausgeschnittenen Teilgebiet des 
Sektors, in welchem sich keine noch so kleine Umgebung von z + 0 befindet, 
keinen der singularen Punkte a,, 6,, auf. 

Dann gilt fiir jede Klassenfunktion: [€] = 0. 

Beweis: Da in jedem abgeschlossenen Teilsektor von S” die Funktion y 
(bzw. fiir » © die Funktion z? y) gleichmaBig gegen 0 geht und man durch 
Kinfiihrung geeignet gewihlter Kreisbégen erreichen kann, daB € ganz in 
einer hinreichend kleinen Umgebung von a, (bzw. fiir »y = co ganz auBerhalb 
eines hinreichend groBen Kreises) liegt, folgt die Behauptung durch leichte 
Abschatzung. 

Um nun die Vieldeutigkeit von w (z) relativ zur schlichten Ebene dar- 
stellen zu kénnen, ordnen wir jedem zulissigen Weg € einen zulissigen Weg- 
typ €& zu, der folgendermaBen festgelegt sei: 

1. € hat mit © Anfangspunkt und Endpunkt gemeinsam und beginnt bzw. 
miindet, falls Anfangspunkt bzw. Endpunkt singulair sind, 


~~ (1) 


a) fiir a,, » = 0,...,, im Sektor G, 
. ; . , m..: (1) : . 
b) fiir » = co in demjenigen Teilsektor von ©,,, der fiir hinreichend 
groBes |z keinen der Schnitte ZL, enthalt und im Uhrzeigersinn von der posi- 


tiven reellen Achse aus gezahlt der erste dieser Art ist, 
2. verlauft ganz in © und 
3. enthalt auBer eventuell Anfangs- und Endpunkt keinen der singuliren 
Punkte. 
Wenn wir nun einen Weg € betrachten, so kénnen wir durch geeignetes 
. . (A+1 . Pi 
Hinzufiigen von Wegen ©" unter Beachtung von Hilfssatz 1 erreichen, 
daB fiir [€] die Darstellung folgt: 
n, 
. . . , , (j) 
(6a) [6] = AM (6*]}+ SY 7, (Ag... An) (C9), 
y 0%72Sa2 


wobei die 17;, (Ag, . 


Jy 


..,A,) rationale Funktionen der A, mit ganzzahligen 
Koeffizienten sind. Uber €* kann man voraussetzen, daB er auBer 2. alle 
Bedingungen von € erfiillt. €* kénnen wir weiter dadurch in einen Weg € 
iiberfiihren, daB wir auf €* jeweils nach Uberschreiten eines der Schnitte 
einen Teilpunkt einschalten und jeden dieser Teilpunkte in € mit dem An- 
fangspunkt z, von € verbinden; ist dabei z, gleich einem der singularen Punkte, 
dann sollen fiir die auftretenden Verbindungsstrecken dieselben Forderungen 
velten wie fiir &. Durchlauft man diese Verbindungsstrecken hin und zuriick, 
dann kommt: 


(Ao, ..., An) [(29 5, 2)) 4 
(6b) 


; (n +. (m) (n,) rf 
4‘ A™) - re A 0 1 [(29 Gn, 29) | A ewes -A r (e]}, 
, Q 
wobei die Schleifen (z, a, z)) nur fiir die im Endlichen gelegenen Singulari- 
e - 
, . (n,) . —1 
titen zu nehmen sind und die Ae’ bestimmte der A,, A,~ bedeuten. Da 


. 
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weiter nach Hilfssatz 1 fiir «, = 0 gilt: 
[(zq ax" 29)] = (CF ] +--+ (C71, 
erhalten wir schlieBlich: 


Tr 
ee Cis. ccyd An) [(zp bj: %)] + A@ x A™. ... + AM [(z, an 2»)] + 
p= e= 


(3) (a) 4(m) (n,) 7 
(Ag, .. » Ag) [62] + AM A™ - ---- AMP [GE] 
v=O0j22 

mit a, + 0. Diese Formel beschreibt die Vieldeutigkeit von w (z) erschépfend. 

Definition la: Unter einem geschlossenen Weg verstehen wir einen zu- 
lassigen Weg, fiir welchen jede Funktion aus ky bei analytischer Fortsetzung 
im Anfangspunkt und im Endpunkt denselben Wert annimmt. 

I. Seiten a, +0,» =0,...,m, 00. 

Vorerst mége der Anfangspunkt z, der Integration gewohnlich sein. Dann 
formen wir (7) um in 


m n, co 
, + ’ ] Mj), , 
[€] » Tou (Ag, ttle A,) [(2 by Z9)] T P » "jy (Ay peewee A,) (Cy?) T 
7 1 »=0 j22 
A@) {BO (1- A"?) ee BY A™. ete. An Q. A”), ' 
+ AD AM). .... A? (G]. 

Weil nun A@ = 1, ist der Weg © — € dann und nur dann geschlossen, wenn 
A“? ....- A“? —1. Da jeder in einem gewdhnlichen Punkt beginnende 
Weg in seinem Anfangspunkt endigt — wie man sich leicht tiberlegt —, kann 


man durch doppeltes Durchlaufen der V erbindung seines Anfangspunktes mit 
z, in & erreichen, daB er sich in der Form € - - € darstellen laBt. Dasselbe gilt 
allgemein fiir jeden geschlossenen Weg, dessen Anfangspunkt (nicht not- 
wendig gewohnlich) mit seinem Endpunkt zusammenfiallt. Da weiter 


BO) (1 — A™) + +++ + BR? A™- --- - AGP (1 — A) 

By (1 A™) aie. cee Br. A™). i wa Ar D(] A“) 

— BY qi — A) +--+ + AM. --- - AMP (1 — AM )} 

(1 A™) BY BY} ee A™. oe A“ »D (] A”) {BR BY} 
mit 


(a” a, a. a, ) 
RO BY ws, “o “» “O ! ' 
uf (1 — Ag) (1 — A») 


folgt fiir diesen ersten Typ des geschlossenen Weges: 





m n 
[C] D> Tou (Ag, i A,) [(2 by 29) ] Tt oi "> (Ag, coe A,) [(a, ag a, a )] r 
Ke 1 ’ 1 
(8) mo ‘) 
be of  ” Ser A.) (© ’] 
v=0 j2o2 


Neben diesen Wegen gibt es nur noch solche geschlossene Wege, die in einem 
Punkt a, beginnen und in a,, « + v, miinden. Die Integrale iiber den letzteren 
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Typ kann man unter Verwendung von Hilfssatz 1 als Linearverbindung der 
(e}, der [(a, 6, a,,)] und der Integrale iiber die ganz in € verlaufenden, je 
zwei der a, mit y, > 1 bzw. y.>—1 verbindenden und die Bedingungen 
von © erfiillenden Streckenziige (a,a,), u,v =0,...,m, 0 erhalten. Weil 


fiir [(a,, a, a, a, )] als einen Weg des ersten Typs die Darstellung (8) gilt 
und ferner (s. Fig. 2) 


[(a,, a, a, a, )) 


S 2 'nitiy i) 3: An) (€] + (1— A,) (1— A,) [(a, @,)] 


A=p.v j22 


(9) 


ist, wie man erkennt, falls man in die Doppelschleife unter Beachtung von 
Hilfssatz 1 die gestrichelten Weg- 
stiicke einfiigt, gilt fiir [(a@,,a,)] wegen 
der obigen Voraussetzungen ebenfalls 
die Darstellung (8). Wenn also alle 
reduzierten Exponenten von 0 ver- 
schieden sind, la8t sich jedes Integral 
iiber einen geschlossenen Weg durch 
(8) ausdriicken. Wir sagen deshalb: 
die Wege 





Fig. 2 
4 + 2 7 

(10) E> = (a* at a. aa), v=1,...,8; @’,..-, En"; 
ce? ..., C8~*, (295, 2), #=1,...,m 


bilden eine Wegbasis. 


II. Wenigstens ein reduzierter Exponent ist gleich 0. 


Nun kommt dem System (10) die Basiseigenschaft nicht mehr zu. In 


diesem Fall ist aber wenigstens eines der y,, y = 0, ..., m, oo, gréBer als 1 bzw 
1. O. B. d. A. kénnen wir, falls y.. 1, Yo > 1 setzen. 
a) Ist yo 1, dann wahlen wir a, als Anfangspunkt der Integration. 


Aus (7), wo formal [(a, a9 a,)] = 0 zu setzen ist, erkennt man, daB sich alle 
in @) beginnenden geschlossenen Wege reduzieren auf das System 


1) {a ] (2) (oo + 2) } + 

(lla) &, of ®) fiir 7 : Oe... «sien » (Z_ By 2), . - «> (Zg Bm Ze) - 
\( (dp a,) y,>I1 

‘ is 

Aber auch die in einem von a, verschiedenen Punkt z, beginnenden Wege kann 

man durch doppeltes Durchlaufen des Streckenzuges (z,a,) in € auf einen 

in @) beginnenden geschlossenen Weg zuriickfiihren, so daB (lla) tatsiachlich 

eine Basis bildet. 


b) Ist yo >—1, dann wihlen wir a. als Anfangspunkt der Integration 
und erhalten damit (wie unter a) die Basis: 
~(1 (co a, co). y, =] (2 (Yoot 2 } { 
(llb) ©,’ P ) gir ? °@,...,@2% ) | (2b; Za) , « « +9 (Sg Om Be) - 
\(co a,) t > 3 
Ist also z. B. yoo > 1, dann kann man (11b) als Basis zugrunde legen. Sind 


auBerdem noch die reduzierten Exponenten endlicher Stellen von 0 ver- 
schieden, dann kénnen wir neben (11 b) auch (10) als Basis verwenden. Ana 
loges gilt in anderen Fillen. Es handelt sich also bei den drei angegebenen 
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Fallen nicht um einander ausschlieBende. Wesentlich ist nur, daB bei jeder 
heliebigen Wahl der c,, mit cy, + 0 wenigstens einem der drei Systeme die 
Basiseigenschaft zukommt. 

Wenn wir die Wegbasen betrachten, dann stellen wir fest, daB jede von 
ihnen mit Ausnahme von (11 b) genau 


Yo-—ltntes'+Yotm Nx 


Fundamentalwege umfaBt. 

Bei der Reduktion von Integralen iiber geschlossene Wege treten Linear- 
kombinationen von Integralen iiber spezielle geschlossene Wege auf. Das fiihrt 
uns dazu, eine ,,Linearkombination von geschlossenen Wegen‘‘ wieder als 
geschlossenen Weg zu betrachten, wobei wir festlegen: 


[c, © +--+ +c, G&] =, (6) +---+ ¢ [©]. 


Diese Wege im weiteren Sinn haben noch die charakterisierenden Eigen- 
schaften der geschlossenen Wege im engeren Sinn, namlich zulassig zu sein 
und fiir jede Funktion der Klasse k, die Gleichung 


~dy 


( 
é dz 


iz=0 


zu erfiillen. Fiir diese allgemeinen Wege gilt selbstverstandlich die Reduktion 
auf eine der Basen; jedoch haben i. a. die Reduktionskoeffizienten nicht mehr 
die oben angegebene Form. 

Die Basiseigenschaft des Systems (10) diirfte wohl zuerst bei NEKRas- 
sorr [4] gezeigt worden sein. Jedoch liBt Nexrassorr die Frage offen, ob 
diese Basis Minimalbasis ist, d. h. ob nicht noch zwischen den Integralen iiber 
die Wege der Basis, bei beliebigem der Klasse entnommenem Integranden, 
eine lineare Abhangigkeit besteht. Diese Tatsache hat schon H. Scumipt 
festgestellt. In seiner Arbeit [6] tritt die Linearunabhiangigkeit der Basis 
im Spezialfall y, Il, »=0,...,%, Vo — 1, implizit in den Perioden- 
relationen auf. Die Frage, welche Basis anstelle von (10) treten muB, wenn 
nicht mehr alle reduzierten Exponenten von 0 verschieden sind, wird ebenfalls 
von NexrassorFr nicht diskutiert. Wir werden den Beweis der linearen Un- 
abhiangigkeit der obigen Basen in § 4 behandeln. 


Nun seien die Fundamentalwege 
(xq Bi %), - - +» (aq bie eq), Cr, - - -» Cn» Co - -»» Ce, Co, .. ., CP *™ 
in dieser Reihenfolge von 1 bis Ny durchnumeriert, desgleichen die im Re- 
duktionssatz auftretenden Elementarfunktionen 
E (z, by), . . ., EM(z, Dy), EM(z, ag), . . ., E%— Mz, ag), EM(z, a), ... 
Ew (z, a,,), EM (z, ax), . . ., E+” (z, ax) 
in der angeschriebenen Reihenfolge. Die Vieldeutigkeit von w (z) bei be- 


liebigem y € ky wird dann beschrieben durch die Periodenmatrix 


(12) Bz = (P,,) ( fE dz), 
€, 


was auch fiir die ABELschen Integrale zutrifft. Da sich die Elementarfunk- 
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tionen ©) (z, a,) in den b, regular verhalten, ist $3 von der Form 


2xi 


0 


(13) Pz 


x R, 








Man sieht nun wegen der Kongruenzunabhingigkeit der Elementarfunktionen 
~(1 -(N . x 

Gi. ss E>, daB die zugrunde gelegten Fundamentalwege dann und 
nur dann linear unabhangig sind, wenn die Determinante der Periodenmatrix 
%, (Periodenmatrix von k,) von 0 verschieden ist. Das Nichtverschwinden 
dieser Determinante wird sich auf Grund der Herleitung der Bilinearrelationen 


zwischen den Perioden der Klasse k, und k, in § 4 ergeben. 


§ 2. Die Wegsysteme der komplementiren Klasse. 

Wir ordnen in djesem Paragraphen jeder der drei Basen (10), (lla), (11 b) 
eine bestimmte Basis der komplementiren Klasse zu. Dabei unterscheiden 
wir die folgenden drei Fille: 

[. Alle reduzierten Exponenten der 
endlichen Stellen sind von 0 verschie- 
den, wihrend die iibrigen c,, mit cy, + 0 
vollkommen willkiirlich sind. 

II. Wenigstens ein y,, v= 0,..., n, 
ist gréBer als 1; die c,, mit cy, +0 
sind vollkommen beliebig, waihrend die 
y, feste Zahlen sind. 

Il. y. > -- 1. Die c,, mit co,+0 
sind vollkommen willkiirlich bei festeny,. 

An sich schlieBt keiner der drei Fille 
die tibrigen aus; es kann also z. B. unter 
I. yy > 1 sein und unter II. a = 0, 





Yo. > — 1. Wir wollen aber aus Griin- 

den, die im letzten Paragraphen dieses 

Teiles zutage treten, vereinbaren: falls Fig. 3. 

Yoo > — 1, greifen wir auf den Fall III. zuriick, wenn nicht ausdriicklich anders 


verfiigt wird. Hier wihlen wir a. als Anfangspunkt der Integration, dem wohl 
wichtigsten, in der Praxis bendtigten Fall, der z. B. bei den Bessetschen Funk- 
tionen realisiert ist. 

I. Alle reduzierten Exponenten endlicher Stellen sind von 0 verschieden. 

Da sich die Konstruktion der Wege nicht gut iibersichtlich ergibt, soll in 
jedem Fall die Darstellung der Wege in speziellen Anordnungen voraus- 
geschickt werden, u. a. fiir die Beispiele des letzten Teiles der Arbeit. 

a) Die Hermiteschen Funktionen’): Fig. 3 stellt die Wegbasis fiir k, (diinn) 
und die dieser Basis fiir die Klasse k, zugeordnete Hilfsbasis (dick) dar. In 


7) Die Namen ,,HERMITEsche‘‘ bzw. ,,KumMERsche“ Funktionen beziehen sich auf 
Beispiele im 3. Teil der Arbeit. 
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§ 4 soll aus dem dick ausgezogenen Wegsystem die komplementiare Wegbasis 
aufgebaut werden. DaB die diinn ausgezogenen Wege eine Basis fiir k, bilden, 
ist trivial. Bei der Betrachtung der Klasse k, war die Umgebung von aq, in 


y, — 1 Sektoren oe” eingeteilt, fiir deren innere Punkte war: 


R, = 8 (——*__ =| >. 
} 


(z—a,)” 
Entsprechend erhalt man fiir k, wieder y, — 1 Sektoren S (sie sind identisch 


, . : p . n 
mit den Sektoren, in welchen R, < 0), die durch Drehung um——— aus den 
7? — 





Fig. 4. aN 
aft : : . 2G ~(A) 
S;” entstehen; sie seien so numeriert, daB G;”’ aus GS,’ durch Drehung um 
im positiven Sinn entsteht. Fiir diese neuen Sektoren legen wir dann 
Ye 


in bekannter Weise die Wege €’*” fest. Haben wir es mit einer allgemeineren 
Anordnung wie mit der Hermireschen zu tun, dann tritt in jedem Punkt a, 
mit y, > 1 die Anordnung der Fig. 3 auf (mit der entsprechenden Anzahl von 
Wegen), die dann allerdings auf eine hinreichend kleine Umgebung von a, 
zu beschrinken ist. Deshalb mégen diese Wege in den allgemeinen Kon- 
struktionen (Fig. 6, 9, 11) der Ubersichtlichkeit wegen nicht eingezeichnet 
werden. 

b) Die Kummerschen Funktionen. Wir setzen das Nichtverschwinden simt- 
licher reduzierter Exponenten voraus und weichen fiir den Verlauf dieses 
Paragraphen von der Vereinbarung ab, fiir y.. > — 1 auf III. zuriickzugreifen. 
Diinn (dick) ausgezogene Wege (Fig. 4) gehéren wieder der Basis von ky (ko) 
an. Ferner sind fiir die Zwecke von § 3 die strich-punktierten Hilfswege fiir 
k, erforderlich. Alle Wege, mit Ausnahme der im Unendlichen entspringenden, 
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hat man sich zu Doppelschleifen zu erginzen. Wiahrend z, als Anfangspunkt 
der Integration fiir k, willkiirlich ist, wurde 2, in der in der allgemeinen Kon- 
struktion angegebenen Weise gewahlt. Man erkennt weiter, daB nach dem 
Caucnyschen Integralsatz gilt: 


(e) =e). 


Diese Tatsache und das Ergebnis, daB Oh und e, vy <p, fremd sind, ist 
fiir §3 von Bedeutung. Ferner sei darauf hingewiesen, daB die auf endliche 
Stellen bezogenen Wege im Innern desjenigen von den €2*” ausgeschnittenen 
Teils der Ebene liegen, der den Nullpunkt enthalt. Im Fall I. und II. sind 
fiir y. > —1 die allgemeinen Konstruktionen eingebettet in den durch die 
ey 7 gt ) ausgeschnittenen, erwaihnten Teil der Ebene. Deshalb sollen 
diese Wege vorweg besprochen werden, auch wenn sie ihrem Wesen nach 
nicht hierher gehéren. 

c) a +0, v=0,...,2, Yo > —1; bew. ypo> 1, yo > — 1, fiir II. Die 
bereits festgelegten gar» sollen so beschaffen sein, dab 6, ety) mit 
GY%or% _ 6 lings eines ge- 
meinsamen Wegstiickes in a. \ 
einmiinden (Fig. 5). Die €2* » a \ » 
legen wir analog wie die eft» ~ % 
fest, nur daB zur Numerierung 





20 2 . 
der SY die Drehung der Sek- 
aa) ; : 7 
toren ©: im negativen Sinn 
um den Nullpunkt erfolgen soll. 
Die zu den a,,»=0....,n, 
gemaB I. und II. gehérigen 
Wege von k,undk,,die ganz sf GERVAIS fe 
im Innern von &., liegen, sind 
in Fig. 5 nicht eingezeichnet. 
Damit haben wir alle Vor- 
iiberlegungen beendet. Sei z, 
als Anfangspunkt der Integra- 
tion gewohnlich und auf keinem 
der Schnitte gelegen. Ferner 
sei R = Min (a, —a,|,|a, —Z,|). 
ue 
Wir schneiden aus © um jeden der a,,v = 0,...,”, einen Kreis St, aus 
vom Radius r, < R/2. Das entstehende Restgebiet soll mit €* bezeichnet wer- 


Fig. 5 


den; unter &* wollen wir dasjenige Restgebiet von € verstehen, das durch 
Herausschneiden der Kreise &,, » + yz, erzeugt wird. 


Nun verbinden wir in €* z, mit a, durch einen doppelpunktfreien Strecken- 
zug S,, u=0,...,”. Die S, kénnen offenbar so gewihlt werden, daB sie 


auBer 2, keinen weiteren Punkt gemeinsam haben. Durch entsprechende Um 
numerierung der a, ist ferner zu erreichen, daB beim Umlaufea von 2, innerhalb 
&* im Uhrzeigersinn, von S, ausgehend, der Reihe nach S,,...,8 
schritten werden (Fig. 6). 

Der Streckenzug L, S, S,, L,, trennt €* in zwei Gebiete, deren eines keinen 
der Punkte a, enthalt. In diesem Gebiet wihlen wir den Anfangspunkt 2, 


ny uber- 
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der Integration in der komplementiren Klasse. Dann verbinden wir in @f 
2% mit a, durch einen doppelpunktfreien Streckenzug - der mit dem ganz 
in &* liegenden und zu allen S, fremden Streckenzug (zx, z,) auBer zx, keinen 
Punkt gemeinsam hat und zu S, fremd ist. Sind nun bereits 8, nee 8, als 





Fig. 6 


doppelpunktfreie Streckenziige bestimmt, die x, innerhalb €% mit a, ver- 
binden und die Eigenschaften haben: 

1. S,, S, fremd fiir 4 > », 

2. S,, S, haben nur a, gemeinsam, 


(14) 3. 8,, S,,4<», haben nur einen Punkt gemeinsam, 
4. S,, S8,,4+ mw, haben nur 2, gemeinsam, 


5. S,, (%p 2%) haben nur z, gemeinsam, 


dann soll , folgendermaBen festgelegt werden: 1 mége 2% mit a,4; 
innerhalb des Restgebietes von €%,,, das durch L, Sy (x9 Z) S, L, abgetrennt 
wird und a,,,; enthalt, verbinden. Damit sind aber 1., 4., 5. von selbst er- 
fiillt; durch geeignete Wahl kénnen dann noch 2., 3. erreicht werden, wie man 
leicht sieht. Es gelten damit die Bedingungen (14) fiir jedes 8... 

Des weiteren verbinden wir z, mit a, innerhalb desjenigen Restgebietes 
von &*, das durch L, S, S, S, 8, L,, abgetrennt wird und bei dieser Umlaufung 
der Begrenzung rechts bleibt, durch einen doppelpunktfreien Streckenzug S,,. 
Man kann dabei der Forderung geniigen: 


15 S,, 8. fremd fiir u < », v= 2,...,n. 
ia ’ i 
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Ferner konstruieren wir eine doppelpunktfreie Verbindung von zx, und a 
innerhalb des durch L, S, S,,, L,4, abgetrennten Teiles von €*, das bei 
dieser Durchlaufung links liegt, und bezeichnen sie mit Soo, Es ist 
S “Sy 
MO > A , * 
(16) - ’ fremd fiir Sige 
S 2 > S, py : Y. 

Jetzt setzen wir die oben gewonnenen Streckenziige zu Schleifen zusammen: 
unter (Z)@, 2%) verstehen wir eine einfache Schleife, die a, lings eines Kreises 
vom Radius 7, < r, im positiven Sinn umlauft und sich in ihrem iibrigen Ver- 
lauf so an S, anschmiegt, daB jeder ihrer Punkte von S, einen Abstand < ¢ 
besitzt (iiber ¢ wird noch passend verfiigt). Entsprechend bezeichnen wir die 
sich an S, mit einem Abstand < ¢ anschmiegende Schleife mit (z, a; 2). Die 
Schleife (x, a, 2) sei so erklart: sie umlauft a, lings &, und schmiegt sich in 
ihrem tibrigen Verlauf wie die andern Schleifen an S, an; ganz analog soll sich 
(% o, %) an S.,, anschlieBen und a...im positiven Sinn lings eines Kreises 
um den Ursprung mit einem Radius r, Max (\a,|,/2,|,{2)|) + R<r< R, 


, 


umgeben, wobei L,,,,,..., L,, Io, ..., L, in dieser Reihenfolge iiberschritten 


a 


werden. Durch passende Wahl von ¢ erhalten wir dann: 


(a, Ao @, Ag), (a, x 


a 


. , a, o,) fremd fir »>4 
(17a) 


(a, 49 @, a9), (a, ~, @ 


» ~,) fremd fir »< yp, 


wenn z. B. (a, 49 a, a9) die aus (za, 2), (% 49 %) zusammengesetzte 
Doppelschleife ist. 


Als Letztes haben wir noch die in den a, beginnenden und endenden Wege 


ni ee . ~( ( . . r . 
zu betrachten. Fiir » = 0,..., mégen die ©’, CY’ innerhalb eines Kreises 
um a, von einem Radius 0, < 7, verlaufen, fiir » © auBerhalb eines Kreises 
vom Radius 9. > R. mit dem Ursprung als Mittelpunkt liegen. 


Damit gelten die Uberschneidungseigenschaften : 


| fremd fiir: entweder 4, + jg, oder falls 
» 


M4 My: fir A, + As, 46 + 1, 


~ (A, -(As) 4 a 
(17b) ©.",6..", 4, As . ; 
», einen Punkt gemeinsam 
fiir Uy Me; A, de; Ae+1. 


a“ | haben auBer a 


Hiermit ist die Konstruktion der Basis fiir ko und der Hilfsbasis fiir k, 
abgeschlossen. Die Fundamentalwege der komplementiren Basis werden sich 
spiter als Linearkombinationen aus den Wegen der Hilfsbasis ergeben. DaB 
aber dem System C” die Basiseigenschaft zukommt, folgt, wenn wir zeigen 
kénnen, daB die Determinante der mit ihrer Hilfe aufgestellten Perioden- 
matrix von 0 verschieden ist. Das ist aber nach § 4 fiir « + 0 tatsichlich 
der Fall. Dasselbe gilt dann spiter auch fiir die unter IT., III. noch aufzu- 
stellenden Systeme. 

SchlieBlich betrachten wir noch die Wege Ooag (a,, Ag a,, ap ) 6S? 

(a,, 00, Ay %%, r zusammen. Beide Wege seien vermdége z = z (8), x = 2 (8) 
als eindeutige Funktionen des Parameters s gegeben. Zwei Uberkreuzungen 
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der beiden Wege, die zu verschiedenen Parameterwerten gehéren, rechnen wir 
als verschieden. Dann sieht man aus Fig. 7, daB sich die Wege g, aay genau 
8mal schneiden, wobei man je 4 Uberkreuzungen in einem Punkt zusammen- 
fallen lassen kann. Wir stellen die Ergebnisse der Konstruktion zusammen: 
. Satz 81: Sind die a,+0, 7=0,..., 

ba n,co, so gibt es zwei Systeme von Fun- 
damentalwegen €;"”, gu mit €[, € als 
Doppelschleifen, welche den Forderungen 





geniigen: 
l. ee” bzw. (Oni bilden eine Wegbasis 
Xp fiir k, bzw. ko, 
“e © 3 go, e » sind fremd fiir: 
a) % + Ye: fy = 1, We > 1 oder w, > 1, wg = 1 oder py, wy > 1 


b) % < %: ft = Me l 


1) . 
Cc) ¥% > Yg: 4 = M,= 1, falls man anstelle der Doppelschleife On die 
Doppelschleife oe betrachtet, 
d) %) = ¥2: #4, = 1, wy > 1 oder wu, > 1, uw, = 1 oder fiir 4, wu, > 1: falls 
(y, +1) (2) el¥oot3 2 
fy + fg, Me + 1 und GC"? = GC”, CL~*” = Cy’. 
‘ (p4;) (ua . . 
3. ©", €*" haben gemeinsame Punkte nur fiir », = v2: 
&) fy, Me > 1: Wy = Mes fle t+ 1 
b) 4, = M,= 1: in diesem Fall liegen 8 gemeinsame Punkte vor, die 
zu je vieren in 2 Punkte zusammengefaBt werden kénnen. 
Dabei haben wir die eventuell als gemeinsame Punkte auftretenden a, aus 
einem spater ersichtlichen Grund nicht als solche gewertet. 


II. Wenigstens ein y,, v = 0, .. ., n, ist gréBer als 1. 
Als Beispiel (Fig.8) wihlen wir n= 3, yyp>= 3, y,=1, ye= 2, Ys die 
gegebenenfalls (fiir y.. > — 1) auftretenden zusitzlichen Wege sind hier net r- 





Fig. 8. 


driickt. Diinn (dick) ausgezogene Wege gehéren zur Klasse ky (ky). In diesem 
Falle benétigen wir fiir k, kein Hilfssystem, was die allgemeine Konstruktion 


sehr vereinfacht. Dafiir treten in der Basis fiir k,zusamme ngesetzte Schleifen auf. 
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O. B. d. A. kénnen wir voraussetzen, daB y,> 1. Sei ferner: 
R < Min (a, —a,|). Wir bezeichnen mit Gj, dasjenige Restgebiet von €, das 


-y 

durch Ausschneiden der Kreise 8, vom Mittelpunkt a, und einem Radius r, << R/2, 
v+4,u, entsteht. Dann verbinden wir in @,, ~=1,...,”, die Punkte ag, 

vom : ‘ o. alt 
Ay durch je einen doppelpunktfreien Streckenzug S,. S, soll in M in So 
entspringen und innerhalb §, ganz in diesem Sektor verlaufen und in a, im 
‘ ~(1 3 . - awl ° 
Sektor GS)? miinden und innerhalb RX, ganz in Sy verbleiben, falls y, > 1, 
wahrend er fiir y, = 1 vollkommen willkirlich in a, einmiinden kann. Man 
kann weiter erreichen, daB je zwei der S, nur den Punkt a, gemeinsam haben. 
Durch entsprechendes Umnumerieren der a, gelangen wir zu einer solchen 
Anordnung, daB bei Umlaufen von a, innerhalb €* im Uhrzeigersinn der 
Reihe nach §S,, ..., 8, iiberschritten werden (Fig. 9). 





tof Ne 


Fig. 9 


") 


Weiter wollen wir die doppelpunktfreien Streckenziige S, konstruieren. 
Wir verbinden a5, a. in demjenigen Teil von ©}, der durch L, S, L, abge- 
trennt wird und bei dieser Umlaufung der Begrenzung links bleibt, durch 
einen doppelpunktfreien Streckenzug S,, der in ay in derselben Art wie S 


. . ai ° ~ 2 ° ° 4 7 
jedoch in Go’, entspringt. Seien jetzt schon die So, . . ., S,, in entsprechender 
Weise festgelegt, so daB 
1. S,, S, fremd fiir A < vy (auBer ay), 
2. falls y, 1, 8,4, A. verbindet; falls y, > 1, 8, a9, a, verbindet, in 
~(1) 


2(1 
My, a, in So’ baw. S}? 


miindet und innerhalb &, bzw. &, ganz in diesen 
Sektoren verlauft, 


. S,, S, auBer ay und eventuell a, noch genau einen Punkt gemeinsam 
haben, in dem sie sich iiberkreuzen, 

4. S,, S, fiir y > v auBer a, genau einen Punkt gemeinsam haben. 
Dann wihlen wir S,,,, in demjenigen Restgebiet von Gf w+1 (fiir y,41 > 1) baw. 
€o (fiir y.41 


1) als doppelpunktfreien Streckenzug, das durch L, 8, 8,42Ly+2 
abgetrennt wird und (fir y,41> 1)a,,, enthalt bzw. (fiir y,41 = 1) bei 
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1 > 1d», @,+1 verbinden 
und auf die in 2. angegebene Art in do, 4,4; miinden bzw. fiir y,.1 = 1 do, do 
verbinden und in a, in der unter 2. dargestellten Art entspringen. Durch 
diese Konstruktion sind 1., 2. von selbst erfiillt, waihrend die beiden iibrigen 
Bedingungen durch geeignete Festlegung erreicht werden. Also gelten die 


dieser Durchlaufung links liegt; 8,4 1 soll fiir y, 4 


Aussagen (18) fiir alle S,, 





Ist y, = 1, so bauen wir aus S,, &, wie unter I. die einfache Schleife 
~{1) 4 » ° —_ ¥ ~ e 
v,, (a, @,, 4) auf; entsprechend setzen wir fiir y, = 1 aus S,, S, und einem 
Kreissegment von einem Radius r,, Max (a,') + R <r, < Rx, mit dem Ur- 

7 ¥ i 
y 
. . ‘ . » . am 21) r 4 

sprung als Mittelpunkt, die nicht mehr einfache Schleife Oe (a, a, @,—1 


.@; 4) zusammen, wobei bei der Durchlaufung S,, Kreissegment, S, der 


. . ° (1) ~(1) . a 
Reihe nach L,, . . ., L, iiberschritteh werden mégen. Als die ©, ’, ©, ° mit y,>1 


nehmen wir die zugehdérigen Streckenziige. 


Um unser Wegsystem zu vervollstandigen, fiihren wir wie unter I. noch die 


Wege 6”, 6”, u l,v»=90,...,m, 0c, in der oben angegebenen Weise ein. 
Der Einfachheit halber bezeichnen wir die a, mit y, = 1 als a,, und die 
a, mit y, l als Me, Durch geeignete Wahl von ¢ (siehe oben) erhalten wir 
dann die Eigenschaften: 
Satz 8: Ist y,> 1 und a. +0, dann gibt es zwei Systeme von Funda- 


(4) ~( sé) 


mentalwegen €;"", € 
(1) ’ -c ee . . . 

unter den €;” zusammengesetzte Schleifen befinden; die beiden Systeme ge- 

niigen den Forderungen: 


. ua (1 —_ . - 
wobei sich unter den €;”’ einfache Schleifen und 


1. ©” bzw. ©,” bilden eine Wegbasis fiir k, bzw. k 


ind Bind. , ; 
2. ©", ©" sind fremd fiir 
a) + Me: My 1: vg + 0, Ue l oder », = 0,1 [Me Yo 
lo Ll: », +0, a, l oder », 0, 2 My 
My, Me l 
b) », Ve: phy TP l 
c) Vo: fy 1: ¥, = 0, | Ms < Ve, 
Mg=1:%=—0,,2< my 
(y.+1) (2 (¥oo+3) ~(2) 
iy, Me Ll: my Se, Me 1 mit ©’ Cy’; Cz Cx 
- 4 ~{ . 
3. ©", ©” haben Punkte gemeinsam fiir: 
a) VY; Vo: My +} Ve VU, Me Yo 
Ile Il: 0, ty 2 
b) vy Vo: py ie l 
c) Ve: fy 1: % = Oi» Ma = Ve, 
TP l: », 0), fy = 2 
ly, [te L: my Uo, te l 


Wie unter I. wurden die eventuell als gemeinsame Punkte auftretenden a, 
nicht als solche gewertet. 
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Il. Es ist yx — |. 
Als Beispiel wahlen wir den allgemeinen Fall der KuMMeErschen Funktionen : 


Die angegebenen Wegsysteme. sowohl fiir k, wie fiir ko enthalten einen 
Weg zuviel, charakteristisch fiir den Fall III. Lassen wir einen im Unend- 
lichen entspringenden Weg in jedem System fort, dann liegt noch immer eine 
Basis vor (Fig. 10). Der Ubergang zwischen dieser Basis fiir k, und der unter 
I. angegebenen kann auf Grund von Hilfssatz 1 leicht vollzogen werden. 


Zur geeigneten Festlegung der Wege haben wir hier die Schnitte L, ent- 
sprechend zu legen. Dazu bestimmen wir einen Sektor © mit dem Scheitel 
im Ursprung von hinreichend kleinem Offnungswinkel, dessen begrenzende 
Halbstrahlen im Innern der Sek 
toren ©”) bzw. S? liegen. Durch 


diesen Hilfssektor G werden aus 


oS die Teilsektoren S,, S; 
ausgeschnitten, die sich aneinan- 
derschiieBen. Die Zerschneidung 
der schlichten Ebene durch die ™ 
Schnitte L, nehmen wir nunmehr 
so vor, daB auBerhalb eines hin- 
reichend groBen Kreises &.. keiner 
der Schnitte L, mehr mit € 
Punkte gemein hat. DaB diese 
Forderung erfillt werden kann 
ergibt sich leicht durch eine ele- 
mentargeometrische Uberlegung 
man hat nur den ,,MirraG-LeErr- 
LERSchen Stern beziiglich eines 
Punktes zu bilden, der 1. nicht 





auf einer der endlich vielen Ge- 
raden durch je zwei der a,, vy = 0.. n, liegt und 


2. in einer Halbebene 
enthalten ist, welche keinen der singuliren Punkte a, aufweist. deren Be 


yrenzungsgerade senkrecht zur Trennungslinie von ©,, ©, steht und die alle 
hinreichend weit vom Ursprung entfernten Punkte von © enthalt. 
Nach diesen Vorbereitungen gehen wir an die Wegkonstruktion. Wir 
7 . . “ (A ~(A) ~ . . ° 
legen den Kreis St... in dessen AuBerem die ©’, ©’ verlaufen, mit hinreichend 
yroBem Radius fest, so daB jede der abgeschlossenen Kreisscheiben &, (zu 


ihrer Definition siehe IT.), » = 0,...,, ganz in seinem Innern liegt und alle 
noch zu konstruierenden Wege Cc ¢ y= 0,....”, im Innern von &, 
und © verlaufen; ferner mégen auBerhalb &,. der Sektor GS und simtliche 
Schnitte L, fremd sein. Nun verbinden wir in ©f.,4¢=0,...,, die 


Punkte a,.a. durch einen doppelpunktfreien Streckenzug S,, der in a, in 
der unter II. beschriebenen Art einmiindet und im AuBeren von &, ganz 
in S, verbleibt; durch entsprechende Anordnung kann man erreichen, daB je 
zwei S, auBer a. keinen Punkt gemeinsam haben. Numerieren wir weiter 
die a, geeignet um, dann iiberschreiten wir beim Umlaufen von z= 0 im 
AuBeren von S., im Uhrzeigersinn von S, ausgehend, der Reihe nacl 
es ays oo) My CP Be 
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Jetzt konstruieren wir die doppelpunktfreien Streckenziige S,, welche 
auBerhalb &.. ganz im Sektor ©, verlaufen sollen und die folgenden Eigen- 
schaften haben: 


1. S,, S, fremd fiir A < v, auBer aq. 
2. ist y, = 1, so miindet S, in a, ganz beliebig ein, ist y, > 1, so 
“ “ ; a 
miindet S, in a, so, daB es im Innern von &, ganz in S;” verliuft: 
(19) S, verbindet die Punkte a,, ax. 
. S,, S, haben auBer a,, a. noch genau einen Punkt gemeinsam, in 
dem sie sich iiberkreuzen; eine Ausnahme bildet A = 0, falls y, = 1, 


2 


S,, 8,,2> ¥, haben auBer a. noch genau einen Punkt gemeinsam, 
in dem sie sich itiberkreuzen. 


— 





S, gewinnen wir als Anfangsglied der Konstruktion als ay, a. verbin- 
denden Streckenzug in dem Teilgebiet von ©}.., das durch S, L, abgetrennt 
wird und bei dieser Durchlaufung links liegt; dabei ist 1. von selbst erfiillt 
wahrend 2., 3. durch Konstruktion erzielt werden kénnen (4. ist fiir 2 — 0 
gegenstandslos). Hat man bereits alle S,,2< mu, auf diese Weise bestimmt 
dann wahit man S,,, mit den Einmiindungseigenschaften 2. in demjenigen 
testgebiet von G 
enthalt. Durch geeignete Wahl kann man noch den Bedingungen 3., 4. ge 
niigen, wihrend 1., 2. bereits durch Konstruktion erfiillt sind, so daB (19) fiir 


1,0, das durch L, S, S,.. 4, abgetrennt wird und a,, 


alle S, besteht. 
Ist 


. ( 
Fundamentalwege €, 


Y, 1. so bilden die entsprechenden Streckenziige S,, S, die gesuchten 
1) ~({1) ° . ° 
, &, ist dagegen y, 1, so setzen wir aus S,, &, in 


; 

der unter I. angegebenen Weise die einfache Schleife G, (a a, co) zu- 

sammen, wahrend wir mit Hilfe von S,, S, und eines geeignet zu wahlenden 
) 


Kreises, der ganz in §... liegt, die nicht mehr einfache Schleife €, (co a, G,-1 
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..@ ©) zusammenbauen, welche bei der Durchlaufung a Kreisbogen, 
S, die Punkte ag, . . ., a, in dem links liegenden Gebiet enthalt. 

Die Verwandtschaft von IT. und III. tritt klar zutage in den Siatzen 8y,, 
8n1; denn der letztere geht aus dem ersten durch Vertauschung von vy = 0) 
und » x» hervor. 

Zwischen den hier aufgestellten N, + 1-Wegen besteht 


wie man auch 
leicht geometrisch erkennt 


eine Abhangigkeit. Damit kénnen wir zwei 
Wege, ¢® und 6’ ©+2) entfallen lassen, ohne damit fiir die Restsysteme 
die Basiseigenschaft zu zerstéren. Da diese Restsysteme noch die Basis- 
eigenschaft besitzen, zeigen wir in §4. Um aber bei der Formulierung des 
folgenden Satzes 8; nicht unbequeme Ausnahmen machen zu miissen, 
wollen wir simtliche oben konstruierten Wege zugrunde legen. 

Satz 8: Ist yo >—1, dann gibt es zwei Systeme von Wegen eo, 
ee. wobei sich unter den co einfache Schleifen und unter den go? zusammen- 
gesetzte Schleifen befinden; die beiden Systeme geniigen den Forderungen: 

1. LaBt man die Wege ¢® ¢%=*” entfallen, dann bilden die verbleiben- 

den Wegsyteme eine Wegbasis fiir k, bzw. ky. 


otis) (fe): ° Pos 
2. ©", C4" sind fremd fir: 
a) % + Mg: 4 = 1 2 Ve = 00, fg > 1 oder vg = 1,1 < pg< Yo +2 
Uo ] VY, + 00, ly 1 oder », 0, 2< mh 
Uy, Me l 
b) » Ve: [hy = g= 1 
C) % = He: ft, = | [% =O, 1< Me< Yo, 
fe = 1 [m4 = ,2< fy 
My; Me 1: fy + Me, Me + | 
‘ (44,) (fs) . . 
3. ©" , €"" haben Punkte gemeinsam fiir 
a) % + Ye: fy ] : Ve ©, [lg Vo 2 
» 
Me l Vy 0, fy 2 
b) », Ye: [yy = Me= ! 
c) Yo: py l :% = Or Me = Ye, 
fg = 1 "y= Oj, [y= 2 
ly, Me l ty Me Met+ 1. 


Auch hier werden eventuell a, nicht als solche gezahlt. 


§ 3. Die aus Viz entspringenden Periodenrelationen. 

Die nun abzuleitenden Periodenrelationen sind Bilinearrelationen zwischen 
den Perioden der Klasse und denen der komplementiiren Klasse. Auch sie 
finden ihr Analogon in der Theorie der ABELschen Integrale (HENSEL-LAND 
BERG [1], S. 349ff., S. 650ff.; KOn1e [2], S. 141 ff.). 

Wir machen fiir diesen Paragraphen die vorlaufige Voraussetzung 

eo + U. 
Das Vertauschungstheorem Vj» lautet: 


n Vy, 1 u 
1 (z, 2) = EM®d2x—d FO Pe ae )(z,a,)d5"" (x, 4,) 
’ 0 # 0A 0 
(Viz) ot P—2y—p+] 
‘ « ’ ’ ~( 1 ~» ( ft) 
| > s Cio & "(z An) dF (2, As) 
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Wie man aus der rechten Seite von Vj. erkennt, ist A (z, x) auf gM ge“ 
stetig, und, wenn man gegebenenfalls die Endpunkte der Wege durch ent 
sprechende Intervalle ausschlieBt, sogar analytisch in den beiden Variablen 
x,z. Da schlieBlich noch die obigen Wege zulissig sind, kénnen wir A (z, x) 
hinsichtlich x lings €““”, hinsichtlich z lings €” integrieren. Zur Berech 
nung dieser Ausdriicke benutzen wir die linke Seite von Vj2, womit die rechte 
Seite gewisse Bilinearrelationen zwischen den Perioden von k, und k, liefert 

Hilfssatz 2: Haben die beziiglich k, bzw. k, geschlossenen Wege €. € nur 


Punkte a,. und zwar nur endlich viele, gemeinsam, so gilt 


[C, ©] fdzf 1 (z, x) = 0. 


e 


= 


Pt 
Beweis: Im ersten Integral der rechten Seite von 


(©, ©] = | dzfE%dz— [dz{dF® 
€ é ¢ é 
schlieBen wir die gemeinsamen a,, vy = 0 n, auf dem Weg € durch kleine 
Intervalle i, aus, den eventuell gemeinsamen Punkt a, durch ein passendes 
Wegstiick i... so daB der verbleibende Restweg €* mit € keinen Punkt meh 
gemeinsam hat; in jedem der i,, vy = 0, .. . m, cc, soll nur ein gemeinsamer Punkt 


von ©. € liegen. Es gilt dann 


Desgleichen schlieBen wir im zweiten Integral die gemeinsamen Punkte auf € 
durch die den 7, entsprechenden Intervalle 7, aus, so daB fiir den Restweg €* 
gilt 
[(€) = (€*) +> [4] 
, 
(¢*, € und ebenso ©, €* haben jetzt keinen Punkt mehr gemeinsam: deshalb 
folet durch die nunmehr zulissige Vertauschung der Reihenfolge der Inte 


gration 


Cc, ©} f[dz| Eda {[dz|dF@ »} {dz BE da Mf(dzfdFe 


Q ¢ C e* ’ . ¢ ry & : 
[dz{— Eda fdaf, EBYdz+ 3 [dzf[E%dx—S' [dzf[dFe 
¢* R . e* ¢ 7s 4, ¢€ yr € i 
DS fdzfB%dzx—3 f[dzfdF. 
- » € 


’ & ’ 
Nun verfolgen wir nur die erste Summe weiter, da fiir die zweite dieselben 
~* . : ; 
Uberlegungen gelten. Wir betrachten einen festen der gemeinsamen Punkte 


a,,v =0,...,n. ©, € miinden in a, lings fester Tangenten ein, die in einem 


der Sektoren SG”, S;”" liegen. Ist 0 < « < 2/2 der Winkel zwischen den beiden 
Tangenten und mit festem z€ i,,|z — a, r, so wird fiir x¢€ © Min|z — z 
vergleichbar mit rsin «. Weil ferner 

E®) 2 RM oe W (z) Wiz) W’(z) 


oz (z—2)? W(x) z—2 W(x)?’ 





sieht man ohne weiteres, daB durch entsprechende Wahl von i, der Betrag 

des Voppelintegrals {dz /f B® dx beliebig klein gemacht werden kann. Da- 
» € 

mit haben wir nur noch a, zu untersuchen. Wenn die beiden Randpunkte 
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von t,, auf € hinreichend weit gegen a. hin bestimmt werden, kann Min |z — z|, 
r€, z€t., verglichen werden mit x|z|, wo x eine geeignete Zahl ist. Also 
gilt: 











— W (z dz\ {| dz -| W (z) | ~| W’ (x) 
. ER, ve, (PU dz] [|e + nee (MD a2) p| Mo 
d J E® d a m1 J = 7 |We 2 J ~—\\d H | Wa) dz 
W (z W (z 
iJ |la2 + Cy | a dz 


weil ja © beziiglich ky zulissig ist. Da weiter |z W (z)| und |W (z)| auf € be- 
schrainkt bleiben, erkennt man, daB die rechte Seite der leizten Ungleichung 
durch entsprechende Wahl der Randpunkte von i, beliebig klein gemacht 
werden kann. Damit ist der Hilfssatz bewiesen. 

Hilfssatz 2 ist der Grund, weshalb wir in den Siatzen 8 die a, nicht als 
gemeinsame Punkte rechneten: sind zwei Wege fremd, so verschwindet [€, €]: 
dasselbe gilt auch, falls nur a, den beiden Wegen gemeinsam sind, wodurch 
bei der Integration [€, ©] die letzteren Wegpaare dasselbe Verhalten zeigen 
wie ein Paar von fremden Wegen. 

Wir werden nun unter Heranziehen von Hilfssatz 1 und 2 die Matrix 


' 1) (1), (1) (1) (1 ( 2) 
(S57) Gy), --.-- [Gy?, ©. C,’,@ i 
: ree(l) (1), reel) ed) rree(l ( 2) 
()) I] ae ed ee ag) aed Ae Cr’, ] 
ree 2) ~(1 rie( 2 (1) 2) ( 2 
(C5 » 6,7) [Cy a ( Gor I 


fiir die drei Fille des letzten Paragraphen berechnen. Da die Auswertung 
ler Integrale sich der der Integrale [€, €], €, €, geschlossen, unterordnet, 
sollen diese sehr allgemeinen Ausdriicke untersucht werden. 

Die beiden Wege ©, € mégen die Punkte p,, ..., p, gemeinsam haben 
lie nicht alle gleich verschiedenen der a, seien; auBer diesen im Endlichen 
liegenden Punkten sollen €, € héchstens noch Anfangs- und Endpunkt ge 
meinsam haben, die wir fiir © mit Yo, 4, bezeichnen. Durchliuft man nun € 
in der vorgeschriebenen Richtung, so sollen fo, ),, . . -. Py, X, in dieser Reihen- 
folge iiberschritten werden. Wir grenzen um yp, ein hinreichend kleines Inter- 
vall (p, p,) auf € ab, wobei im positiven Sinn auf © der Reihe nach p, . p, 
»), tiberschritten werden sollen:; (py, », ) soll auBer p, keinen weiteren ©, © 
vemeinsamen Punkt enthalten und zu den benachbarten Intervallen (p, —; 
D.—1), (Ve+1P,41) fremd sein. Sind noch r, bzw. r, gemeinsame Punkte 
was nur dann nicht vermieden werden kann, wenn fp, rt, gleich bestimmten der a, 


sind, so legen wir auf € die Intervalle (x, xo ), (tz 1) fest, wobei ro , re gentigend 


nahe an fy. t,,. liegen. Nun schalten wir noch zwischen p, , ~P,41, ¥ = 1 

k 1, einen weiteren Teilpunkt r, auf € ein. Offensichtlich wird dann: 

(21) [C, €} [C, (x9 p,'! [C, (p, w)I+-:: [G, (p, r,) | 

bei analytischer Fortsetzung des Integranden fiir (9 ,), . . .. (Dy 2%,) langs ©. 
PP, 1 


Da wegen der rechten Seite von V;2 das Integral | 1 (z, x), genommen auf 
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dem entsprechenden Teil von ©, stetig von seiner oberen Grenze abhangt, 


wird 
Petit Pett 
lim f Afz, x) f A(z, 2) 
Poy? 17% x,(€) 
(22) 
lim f Alz,2) f A(z, 2) 
PL Px BP, €) P,<€) 





Ist o die Lange von (p, p,),/- die Lange’) von €, M das Maximum von |A (z, z) 
fiir x € ©, z € ©, so erhalten wir: 


(©, (x.-1 p,)] — [@, (x.~1 py )J|=| (6. (py p,)]| sol M: x=2,...,k 
oder fiir x = 1,...,k—1: 
(23) lim = [© (zr, Px 1))] = (6, (4, 0,41] 
Peta Pet] 
und ebenso fiir x -- 1,...,k—1: 
(23') Sod (€, (p. x,)] = (€, (p, z,)]. 


Da weiter 
lim |€,(r 9% )] =90 lim [€, (re x,)] = 0, 
tq > Fo re >t 

wie man aus dem Beweis von Hilfssatz 2 ersieht, gilt (23) auch noch fiir x — 0 
bzw. x k. 
Ferner erhalten wir fiir 

_ a (aFr% 

[dz | dF) J dx I= he —} Zz 


@z2\ dz 


FP e+ . 
und somit fiir x a k - 
(24) lim [dz {f dF@—0; lim [dz [ dFO=0 
Pie 1 7 Ox ." (P+) Py ~v, © (p, t,) 


und wegen (siehe Beweis von Hilfssatz 2) 


lim {dz { dF@—0; lim fdz { dF®©=0 


€ t ' . @ 
auch ty "Fy Fo Fo ? Fe > Fy (Fy Fy) 
(24’) lm {dz { dF@=—0: lim [dz [ dF-—0. 
J 
P) Py € UP} ) led a (py FD 


Also kommt schlieBlich aus (21), (24): 
(25) 'C, ©] lim fdz f E@dx+ lim fdz f B®) dx 4 


oa SS € »t 
my “FR (FoP; ) Py Py (Py Fp 


') Erstreckt sich & ins Unendliche, so kommt man durch cine Modifikation zum 
selben Ergebnis (23). 
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a) 


E®). 


und hieraus wegen E®) Oa 


(C, €] = f BO (z,x,) dz — f BM (z,x,)dz+ 
€ € 


- } lim f BY (2, p, )dz— lim f BO (z, pf) dz} 
(26) 9: +», © Pi -»€ 

lim f EB (z, pp) dz - lim f BY (z, pe) det, 
Py +p, © Pe >p, © 


wenn wir durch E ausdriicken wollen, daB die entsprechenden Werte fir 
die E durch analytische Fortsetzung lings © gewonnen wurden. Setzen 
wir noch gemaB der Voraussetzung € geschlos- 
sen: BE (z, t,) = B® (z, t), dann fallt der 
erste Term der Summe (26) weg. Um die Sum- 
me (26) auszuwerten, bezeichnen wir den Multi- 
plikator in p, mit'M,; unter der zugeordneten 
Charakteristik (wir kénnen o. B. d. A. voraus- 
setzen, daB die p, alle Uberkreuzungsstellen 
sind) y, verstehen wir eine der Zahlen + 1, und 
zwar zihlen wir den Sinn der Uberkreuzung 
positiv bzw. negativ, wenn in p, relativ zum 
positiven Durchlaufungssinn © durch die mit 
Sinn versehene Kurve © von links nach rechts } 
bzw. von rechts nach links iiberschritten wird; 

diese Definition ist nur dann gerechtfertigt, wenn € in einer Umgebung von 
yp, zwei wohlunterschiedene Ufer aufweist, was aber fiir die geschlossenen 
Wege der Fall ist 


Wir betrachten 





Fig. 12 


lim | EO) (z,p, )dz lim fE (zp; \dz. 
PL ~p, © py ~p, © 
Schaltet man bei Durchlaufen von € (Fig. 12) noch die gestrichelte Schleife €* 
ein so wird 

lim | EO) (z,~p,)dz— lim f E®) (z,p, )dz=2aty, M,. 


€ 
Pr > P, pt +p © 


wie man durch geeignete Deformation der Integrationswege und anschlieBenden 
Grenziibergang erkennt. Das liefert uns die Endformel 


(27) (C,.€])=22i YS x M 


mn l 


- * 


Mit ihrer Hilfe k6nnen die gewiinschten Doppelintegrale sofort angeschrieben 
werden. Nun werten wir die fraglichen Integrale in allen drei Fillen aus: 
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I. Alle reduzierten Exponenten sind von 0 verschieden. 


1. 
(ei, 9} 
2 2i(l — Ay) > 
x (1— A; ')(1— Az’) 
2.u>1 
(co, 6] = 221 
a < a < ¥, 
(c*”, ©") 2a 
4. 


(2) er, Yee 
(Cy’, ©’) 223A, 





mit sinngemaBer Abiin- 
derung fiir y, = 2. 
Wiahrend diese Fille sehr leicht auszuwerten waren, liegen die Verhiltnisse 
: (un, (its = , - : hg é = 
bei [(C£". C£"] komplizierter. Hierzu greifen wir auf einen speziellen Fall 


zuriick, naimlich den der Fig. 5. Hier wird die Matrix ((e%”, ¢%"}) gleich 


l i 0 i 
1 
basi ., £4 0 
0 _—. © 
0 0 a. a 


wenn man in (27) die Multiplikatoren einsetzt. Allgemein ergibt sich 








Satz 9,;: Sind a, + 0, vy = 0, ..., n, co, dann existieren zwei Wegsysteme 
das eine ist eine Wegbasis fiir k,, das andere fiir k, — derart, daB die Matrix (20) 
wird 

( gD 
gn Uy 
Hy =22% 

ge 

0 @ 

mi) 
mit 
4-1 0 
oF 
0 .- {5 
1 0 
MO (1—A,)(1—Az ) 
0 
1—aA-! 
a 
1oO. 0, —A- 
“ 
oe ” 
(1) 0 l 
s , ° 
My. 
0 1 6 
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IT. yo 
Zieht man die entspre- 


chenden Integrale aus I. 


mit heran, dann hat man 
nur noch auszuwerten: 
(t,) ~( . 
(Cr’, Ce"), 4, Me nicht 
beide l. 
l. x; Yu : 
(1) ~(1) ° 
(C..’, @.°] = 2 x4 (1—A,,.) 
A ai A 
+) ‘ « 
2.%, S0, 
ree(l) ry 9 . 
(C..’, @3°] = 2 28 (1 — A,.) 
A rT A 
3. 0, SH, 
(1) ~(1) 
(G,., Ge J= 2x8 
A 4 
4.0; 0 
1 201 ~ 
w( i) (1) 
1G, ’ ¢ ] 4 tt 
‘ , 
5. | 
Tome & } J 
A a | 
Kea | 
» l | 
a Itt . (1 1...) A \ 
o 
6 ee ++. 
~ ) ~ 
Y _~ » l | 
© ,> So an 15 Q0 | 
= —__—— ---- ——x 
‘ f/f 
@) 4A) ( ) 
[Gp ; Q,. j 
| 
Dag l 1 F 
2ai(1 1 
n —_ ) 8 
Q XQp, 
crt?) (1 
(C,” OP 4 221 a1 
Q i) 
~(1) ) 1 ° 
[C,.’, ©re.’] = 2 at A ' 
A A A 
10. - 
(2) (1) ‘ 5 
Re. >» @ yn 1 y 4 
Bo,» Go, | ‘ 0 i" 
‘ , a 
Zusammenfassend _ ergibt GA 
sich der 
Satz 9;;: Ist wenigstens ein y, l, »=90 
ferner «. +0, dann existieren zwei Wegsysteme 
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wn 
- 


\. xO 
a 7 
ag 
( \ 
\ 
7. 
@ 
\ 
Qo . 
— ‘ 
% (\ 
9 Okey, 


,n, speziell y) > 1, und ist 


das 


eine bildet eine 
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Basis fiir k,, das andere fiir k, —, derart, daB die Matrix (20) wird (wir wahlen, 
um einen konkreten Fall zu bekommen y, = 1, y, > 1, ys > 1, yy = 1): 


a a a a ee , ~fe “(1—A,) 0 
Sent. I D. pens —Ay ' Az" 
iO & Ria Een: - le 0 0 
oo. 4. @ ~tadaw , ~ 4a (1—A,) 0 
I-A, 1 1 ,1+A, L sss: —A;' 
~i = 4 0 
0 . 
0 fe 1 . 
Ty, = 224 
0 —] 0 0 .. +++ AS! 
- 0 —1.,"--,0 
7 0 a, 
—1 1 
0 moh 





wobei ML? — Mm. 
IT. Va a 
AuBer den bereits von I. und II. her bekannten Integralen haben wir 


noch die folgenden zu be- 


stimmen: 


ae 7 l. x, SX, 
(1) (1) F . 
[G...’, ©. ’] = 2 xi (1 — A,.) 
A u A 
2.%, 50 


= Up 





[Gx), CP] = 2 ai (1 — A,,) 


3. 03 : Ky 

qa) 40a ‘ . 
[G,?, ©?) = 2 ni 

<4 “ 

4.0, 50, 


(1) 2 
[C., @? 2 21. 


“ 





Damit erhalten wir den 


Satz 9;;;: Ist yx. >—1, dann existieren zwei Wegsysteme — das eine 
stellt eine Basis fiir k,, das andere fiir k, dar derart, daB die Matrix (20) 


wird (wir wahlen y 


Y> ln 1, ¥2> 1, ¥3= 1): 
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or Se eae Oe are A; * 0 
0, 1—A,, 1—A,, 1—A,,... 0 0 
. 2s, -& 23. 0 0 0 Png 
0% 0, O ,1—A,,... 0 0 
—} 
—] 0 =, a J cece. —Aj 
ae - 0 . 0 
0 a *. 
9 ° ° ° 
Q2ni | 0 “17 0 
0 0 —] 0 te 
0 me : - 0 
0 ° ° 
dg} 
0 gah 
oo 





Dabei erhalt man ga aus mm? durch Streichen der ersten Zeile und der 
letzten Spalte. 

Neben den in den Satzen 9 formulierten Periodenrelationen gibt es noch 
weitere, gewissermaBen triviale, die sich auf die Formeln (24,_ 2) bzw. 24 p) 
des ersten Teiles der vorliegenden Arbeit (5) zuriickfiihren; man gewinnt sie 
durch Integration dieser Kongruenzen iiber die in den obigen Siatzen ver- 
wendeten Fundamentalwege von k, bzw. kg: Mit ihrer Hilfe kann man [vgl. 


x. £9 lis) fe , : 
(5), §7] aus [C€"”, €%”] die beiden Perioden 


f EO (z,ag)dz. f AF (x, ay) 
¢ (4s) ¢ (#2) 


eliminieren, so daB in den endgiiltigen, durch diese Elimination entstehenden 

Periodenrelationen die 2 N,? Perioden { © dz, { di bilinear zu N,? Re- 
* 2 €, €,, 

lationen verkniipft sind. 


Nun setzen wir fiir die drei verschiedenen Fille: 


Br = (Pr) = ( f EP 'dz),; po? = (wr) =( fd); e= LIL UI 
€,, a 


~ 


und erhalten damit, wenn & eine fiir alle drei Fille gleiche Zahlenmatrix ist: 


(28) ROT (pp)? =, o=L0,0. 


§ 4. Folgerungen aus den Periodenrelationen. 


Als erstes zeigen wir fiir alle drei Fille, daB unter den in den entsprechen- 
den Satzen 9 gemachten Voraussetzungea | /7 ,| + 0 ist. 
I. Da |M™| = 1— AT), x=0,...,k&, |M@|= B(I— Az"), wenn B ein 


bestimmtes Produkt aus A,, A, ‘ ist, folgt die Behauptung unmittelbar wegen 
a, +0, » = 0, .. ., B, OO. 
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IT. Es gilt: 


mit B+ 0: dazu hat man namlich nur zur (n+ y boost y _— 1+ 1)-ten 
o “+1 
Zeile die o,-te Zeile zu addieren und von ihr die durch | bzw. 1 — A, = ; divi- 
= x 
dierte (je nachdem, ob y, .; > 1 oder y, +1 = 1) (0, + 1)-te Zeile zu subtra- 
7 - mi : Pa Oe | 
hieren. In der noch zu berechnenden Restdeterminante subtrahieren wir die 
2. Zeile von der 1., die 3. von der 2.,..., die n-te von den (n — 1)-ten. Multipliziert 
man jede der l1., 2 (n 1)-ten Zeile mit geeigneten Faktoren und sub 
trahiert sie von der (x 1)-ten Zeile, so kommt 
] 0 
‘) 
0 ‘) 0 
1 
] 19 
I] B | 
I! 1 
OSs. aunts 0,8: 1 { 
| 0 | 
. | 
) ) 
1 | 
~(2) ~(1), : ) l { 1 
wobel p {Qo , On’ j; ist nun y, 1 und somit p l Ay ae 
subtrahieren wir die mit § multiplizierte n-te Zeile von der (n + 1)-ten und erhalten 
ils Wert der Gesamtdeterminante: | //1; Bil A..); Ist dagegen y, > | 
und somit # -- 1, dann kommt: | /7, B. Wir bemerken noch, daB a, = 0 


eine einfache Nullstelle von B ist 


(11. Ebenso wie unter IT. erkennt man, daB /7),, BIT (1 i,.) mit B 


ils von 0 verschiedenem Faktor: dabei verschwindet B fiir «, 0 nicht 


Somit ist unsere Behauptung in allen drei Fallen bewiesen. Gleichzeitig 
folgen hieraus wegen (28) unter den in den Satzen 8 angegebenen Voraus 
setzungen die Basiseigenschaften der dort beschriebenen beiden Wegsysteme 

In den Fallen I. und II. bleibt noch «., () zu untersuchen 


~ ( 
) 


1) ' v, 
/. Wenn wir anstelle der Wege ©,’ die Weg: fiir die Basis von 
{ 


k, zugrunde legen und gleichzeitig fiir ©’ den Weg 


1 sG@) 5 Av . 5 - As’ €9 5... f Ave Ay Gx +2} 


einfiihren, dann weist die aus diesen modifizierten Wegen entspringende 
Determinante |//,| nicht mehr die Nullstelle 0 auf; denn IM geht iiber 
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gy) 5 
“ . und Mm”? in 
l gy 
l 1 
rt - Ay 0 

1 i 

0 1 : iy 

0 Ay 4° A, 


Kénnen wir jetzt zeigen, daB bei geeigneter Ausfiihrung des Grenziiberganges 


(o . . me 2 7 

4 +0 die Matrix py’ einem ,,Grenzwert“ zustrebt, d. h. daB fiir jedes Element 
(e) 
{ 


dieser Matrix der Limes existiert. dann diirfen wir folgern, daB die Matrix Bp 


vuch fiir « 0 nicht singular ist. 


Unter Heranziehung von V,, gilt. mit (24, ~ 4) (siehe (5)) 





l " 1 
n 7, , 
J (z. 2) {* (z, x) a ioe YM 
Uw 0 i 
g * d& (x, a,) | 
( lax (x, a - = . | GX ") (z, a,) 
| “wa =e mY 
vu 
‘ . k 
;, e x ) n® dX (x, a,) 
dis (x, a.) er eT Ba > —— — | > D (z,a,), 
| ne ' I ( f”) 


wenn wll 


setzen. Bildet man anstelle von A (z, x) mit A* (z, x) die Matrix (20), dann 
gelangt man wegen (24, 9) des ersten Teiles zum selben Ergebnis wie mit 


1 (z. x): doch treten nun die Differentiale 
> n® (1) 
dA K*G) (2, a.) = dH (2. a,) ve dF (2%, Gx) 
. . n* + | Boa f) 


wo n* spater noch passend gewahlt wird, mit den Elementarfunktionen zu 
sammen. Wir betrachten 


; l os 
lim ——_—_—- j d ¥*' 
l 


X, > 0 . ¢0) 


’ 


und behaupten, daB dieser Limes fiir jedes der d**? existiert. Es ist 


| , 1 . l 
lim -—-—— | lim | (1 A, *) im — 2g j 
. 5 7 l : 


l 
go 1 A 2 (1) 2 »( % >0 


) , 
Box » ¢ x (%a" 2) x x (%_ co." Zo) 
, y 


Der erste Term der rechten Seite strebt mit «+0 sicher gegen einen be 


stimmten Wert, weil (z,a, x,) fiir jedes System a,...,%, ein zulassiger 
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Weg ist; der zweite Term kann fiir hinreichend grofes |X|, X «(x 00, 2) 


geschrieben werden : 


, I ‘ q . l P ' 
lim — | lim | + im ——..., ny 
a. +0 1—A : 0° tan 0 1—4—* ; 


- x 
(te, Z_) ° 


Da wir in §2 verabredeten (diese Vereinbarung wird hier von Wichtigkeit 


und hat nur Bedeutung, wenn entweder «,. = 0 ist oder die Funktionen 
in ihrer Abhangigkeit von z und den Parametern «, studiert werden), immer 
fiir y.. > — 1 das Wegsystem III zu verwenden, wird hier y.. 1, so daB 


schlieBlich in a... gilt 


tT diye) — rP—l {ay + a, t+ ---}dt—t?—'{a, +b, +---$dr =P B(x) dr. 
womit aber nach der gliedweisen Integration im zweiten Integral der Grenz- 
iibergang durchgefiihrt werden kann; fiir das erste Integral kann ebenfalls 
der Grenziibergang durchgefiihrt werden, weil der Weg zulissig ist. Damit 
ist aber die obige Behauptung gezeigt. 

Weil der Ersatzweg von Obes bis auf einen Faktor gleich ist einer einfachen 
Schleife, die in a. entspringt und miindet und a, lings &. umlauft, kann 
nach dem eben Gezeigten auch fiir diesen Ersatzweg der Grenziibergang 
x.. >0 durchgefiihrt werden. 

IT. Ist y, > 1, dann ersetzen wir wieder wie unter I. €& durch den dort 
angegebenen Weg und kénnen zum Limes iibergehen. Ist y, = 1, dann fiihren 
wir neben diesem ersten Ersatzweg noch einen zweiten anstelle von 6 ein. 
und zwar den Weg 
vio) . . y y 
Taibo" ¥ «$$ Ao” ED}. 


x 
= cil) ,- ad . . (1 . 
Damit erhalten wir in Wt.’ dieselben Abanderungen wie oben in I.’ , wihrend 
auBerdem noch in /7,, der zweite Kasten in der Hauptdiagonale sich mit 


i ae A~"\ 


1 1 
vertauscht, so daB die Determinante der neuen Matrix fiir «.. 0 nicht mehr 
verschwindet. Da wieder 


. ] (2) - * pele) ° l (1) 
lim ———_[{@) +---+@" + Ao Gn'$) 
26 1-40 
x 
. ’ : l : 
lim | + lim 
l A 
1 >0- x >0 x | - 
. a, . r x 


existieren nach unseren bei I. dargelegten Schliissen auch im II. Falle die 
: . 7 4 : . + F 

erforderlichen Grenzwerte. Nebenbei ergibt sich aus den Uberlegungen zum 

Fall «, -- 0, daB die Matrix ( { d*®) den Rang N, hat, d.h., Ng geeignete 

€,, 

der Differentiale d}}* bilden eine Basis fiir die Differentiale aus ky. 
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Greifen wir jetzt auf die Bemerkung in §1 beziiglich der Periodenmatrix 
zuriick, dann finden wir den 
Satz von der Wegbasis: Fiigen wir zu den N,-Wegen der Fille I.—TIII. noch 


die m-Wege (z, bj 2), . - -, (2) 5m 2) hinzu, so bilden diese Wegsysteme unter 
den Voraussetzungen 


l. a, +0, v=0,...,.0; Yo l bzw. fiir y. >—1, a. +0 
Il. Yo > 1: Va a} bzw. fiir Vo > l, Lx + 0 
it. +. >=! 


fiir die entsprechenden Fille einen Basis fiir die geschlossenen Wege; zwischen 
den Wegen einer jeden Basis besteht keine lineare Abhiangigkeit im Sinne 
von § 1. 

Aus dem Nichtverschwinden der Determinante der Periodenmatrix (13) 
folgt weiter der wichtige 

Satz 10: Verschwinden simtliche Integralperioden der Klassenfunktion y, 
so ist y die Ableitung einer Klassenfunktion. 

Beweis: Durch Ansetzen der Partialbruchzerlegung. 

Satz 10 ist auch aus der Theorie der ABELschen Integrale gelaufig (KOn1e[2}]. 
S. 79 u. 128, Henset-LANDBERG [1], S. 626 u. 644). 

Der Klasse wie der komplementiren Klasse sind in unserer Darstellung 
je zwei ausgezeichnete Periodensysteme (bei gleicher Wegbasis) zugeordnet; 
man erhalt sie, wenn man einmal die Funktionen und das andere Mal die 
Differentiale reduziert. Wie man aus der rechten Seite von V,, ersielit, ist 
die Matrix J7 von der Reihenfolge der Integrationen unabhingig. Wir hatten 
in §3 mit der Integration tiber die Wege tg begonnen, weswegen nach (24) 


d F®) beim Integrieren herausfiel. Integrieren wir jetzt V,,>, so fallt — falls 
: ‘ ‘ ‘ “ (#,) ‘ . 
wir wieder mit der Integration iiber (\" beginnen aus demselben Grund 


E®) fort, so daB die Auswertung der Matrix der Periodenrelationen zu den 
in den Siitzen 9 angegebenen Matrizen fiihrt. Damit erhalten wir den Zu- 
sammenhang zwischen den beiden ausgezeichneten Periodensystemen von kp. 
Vertauschen wir ferner beiV ,, die Reihenfolge der Integration, so fallt B® 
weg. Durch Heranziehen von V,,,, erhalt man bei Integration — zuerst iiber 
Us) o({ . ° ° ° ’ ° 
€).* , dann iiber ©," — wieder die bekannten Matrizen /7. Dieser letzte Schritt 
gibt den Zusammenhang zwischen den beiden ausgezeichneten Perioden- 
systemen von Ky. 

Zum SchluB wollen wir noch einmal die Periodenrelationen unter einem 
etwas anderen Gesichtspunkt betrachten. Wir hatten gefunden: Gibt man 
fiir die Klasse k, eine Basis fiir die Funktionen (oder ebenso gut fiir die Diffe- 
rentiale) vor und dazu eine Basis der Wege, so kann man eine Basis fiir die 
Funktionen (bzw. Differentiale) und eine Wegbasis fiir k, so bestimmen, daB 
die Matrix /7 eine von 0 verschiedene Determinante aufweist. Es gilt, auch 
wenn &. 0: 

T 
. “ 
Ko FZ po I 


oder 


(29) Bo -Tpo 7 '=B,- Bs = &. 
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Multipliziert man 2 von links mit einer nichtsingularen Matrix, so bedeutet 
das eine Transformation der Funktionen (Differentiale), wahrend eine Rechts 
multiplikation eine Transformation der Wege darstellt. Entsprechend trans 
formiert fiir 8, eine Linksmultiplikation die Wege, eine Rechtsmultiplikation 
die Funktionen (Differentiale). Setzt man 
‘Bs (FP... { | dz) > (FP .) ( [d¥™) baw lim ( [d) 
¢ : | 


q ‘ €. 


v) 


mit gecigneten ©, d" und fiihrt in diesen Matrizen gegebenenfalls die ent 
spre henden Grenziiberginge durch. so sieht man wegen der Gleichberechtigung 
von ky und ky 
Satz 11: Von den vier Systemen 
Klassenbasis von ky, Wegbasis von ky 
Klassenbasis von ky, Wegbasis von ky, 


bestimmen immer je zwei Systeme das Paar der anderen derart, daB 


, T ‘ 
30) Eu Bu — G 
Sind allgemein zwei Paare von Systemen so gegeben, dal} (30) besteht 


lann nennen wir das eine Paar komplementiar in bezug auf das andere. Sprechen 


vir speziell von den komplementiren Wegsystemen, so denken wir uns die 
Klassenbasen durch die Elementarfunktionen und -differentiale in der am 
Ende von § 3 angegebenen Form festgelegt. In diesem Sinn haben wir in § 2 
lieses Teiles natiirlich nicht das komplementiire Wegsystem erhalten, sondern 


iur eine diesem System (fiir ky) iquivalente Basis. Demnach deckt sich auch 


unser Begriff ,.komplementires Wegsystem* nicht mit dem von H. Scumiprt [6] 
hbenutzten 


Literatur. 

[1] Henset-LanpsBere: Theorie der Algebraischen Funktionen einer Variablen und 
hre Anwendung auf Algebraische Kurven und ABetsche Integrale. Leipzig: C. G. Teub 
ner 1902. 2] KOnic-KRrarFrt: Elliptische Funktionen. Berlin u. Leipzig: Walter de 
Gruyter 1928. [3] K6n1tc-Scumipt: Uber Polynom- und allgemeinere Funktions 
systeme, die aus der hypozykloiaischen Abbildung entspringen. Ll. J. angew. Math. 162 
§9—113 (1930). [4] Nekrassorr: Uber lineare Differentialgleichungen, welche mittels 
bestimmter Integrale integriert werden. Math. Ann. 48, 509—560 (18¥1). [5] RowkR: 
Uber Difterentialsysteme, welche aus multiplikativen Klassen mit exponentiellen Singu 
laritaten entspringen. I. Math. Ann. 12%, 53—75 (1951). [6] Scumipt: Uber multiplika 


tive Funktionen und die daraus entspringenden Ditferentialsysteme. Math. Ann. 105, 
325-—380 (1931) 


( Binge jangen am 25, Marz 1951.) 


Math. Annalen, Bd. 124, S. 219—234 (1952). 


Die Greensche Funktion der Wellengleichung 
fiir eine keilférmige Begrenzung*). 
Von 
Gustav HerGiorz in Gottingen. 


Einleitung. A. SOMMERFELD hat als erster in einer Reihe von Arbeiten zur 
Beugungstheorie') auch die erste und zweite Randwertaufgabe der Wellen- 
gleichung 


(0.1) Au+xu=0 


fiir ein keilf6rmiges (d. h. fiir ein von zwei Halbebenen mit gemeinsamer Kante 
begrenztes) Gebiet gelést. 


Es ist der Zweck der vorliegenden Arbeit, zu zeigen, daB eine Lésung dieser 
beiden genannten. Randwertaufgaben sich sehr einfach finden laBt, indem man 
zunachst einen Keilwinkel der GréBe 2/m fiir ganzzahliges m betrachtet; in 
diesem Falle laBt sich die Greensche Funktion beider Randwertaufgaben als 
eine endliche Summe von Termen der Form ¢‘*¥*,/R, schreiben, wobei die R, 
(v= 0,1, 2,..., m — 1) die Abstiinde des Aufpunktes von der singuliren Stelle 
der Greenschen Funktion und von den m— 1 Spiegelbildern derselben be- 
deuten. Durch Verwandlung dieser Summe in ein Integral, dessen Ausrechnung 
nach dem Residuensatz eben diese Summe ergibt, erhalt man eine Lésung der 
Wellengleichung, welche auch fiir nicht ganzzahliges m alle Bedingungen fiir 
die Greensche Funktion eines keilf6rmigen Gebietes erfiillt. Als Spezialfille 
werden dann die Beugung einer ebenen (skalaren) Welle am Keil und die 
Greensche Funktion der Halbebene und eines Paares von parallelen Ebenen 
besonders diskutiert. 

Fiir x = 0 geht die Wellengleichung in die Potentialgleichung iiber. Da 
diese gegeniiber konformen Abbildungen des Raumes auf sich invariant ist, 
laBt sich aus der Lésung der ersten Randwertaufgabe fiir die Wellengleichung 
bei keilformiger Begrenzung auch eine Lésung derselben Randwertaufgabe 
der Potentialtheorie fiir ein Kugelzweiflach (d. h. eine von zwei Kugelkalotten 
begrenzte Linse) herleiten. Diese Herleitung kann sehr iibersichtlich gemacht 
werden durch die Einfiihrung pentasphirischer Koordinaten und durch die 
Benutzung einfacher Satze der Kugelgeometrie. Fiir die zweite Randwert- 
aufgabe der Potentialtheorie erhalt man auf diesem Wege jedoch nur eine 
Lésung, wenn das konforme Bild des Keiles wieder ein ebenes Gebilde, d. h. 
entweder ein Keil oder eine Kreisscheibe oder eine Ebene mit kreisférmiger 
Offnung ist 

*) Die Redaktion der Mathematischen Annalen ist Herrn Professor W. Macnus fiir 
die Redigierung dieses Aufsatzes zu groBem Dank verpflichtet; auBer dem Manuskript 
von Herrn Professor HERGLOTZ hat ihm dabei die Staatsexamensarbeit von Herrn F. HucKE- 
MANN zur Verfiigung gestanden. Herr Macnus hatte auch die Liebenswiirdigkeit, die 
Korrekturen der Arbeit zu besorgen. 

!) SomMERFELD, A.: Math. Ann. 47, 517—-341 (1896); Proc. London Math. Soc. 28, 
395—429 (1897); Z. Math. u. Phys. 46, 11—97 (1901). 
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Gustav HERGLOTz: 


§ 1. Das Koordinatensystem. 


Es seien 2,, 22, x, rechtwinklige kartesische Koordinaten. Wir setzen 


(1.1) %+iz,=—re?. 
Dann definiert gm = const. eine Halbebene mit der x,-Achse als Kante. Es 
seien X und Y Punkte mit den Koordinaten z,, x, x, und ¥, Yo, ¥,. Wir setzen 
(1.2) Y+tye=serr, 


wobei der Wert von y die durch Y und die 2,-Achse bestimmte Halbebene 
charakterisiert. Fiir den Abstand |X Y| der beiden Punkte erhalten wir dann 








(1.3) ax V2res(cosit — cos ?), 
wobei 
P+ (ay — yy)? 
GO = — wy, . seaaganinianie Ritaite 
(1.4) y y, COstT — 


gesetzt ist und t offensichtlich durch die Forderung eindeutig bestimmt ist, 
daB rt reell und > 0 sein soll. 
Mit Hilfe der komplexen Koordinaten 


(1.5) E=2,+tr, n= Yygtis 


. 7 &—1 . =-9 
1.6) 22 —$<— * —__—_ 
( / é a n* E* ia n* 
schreiben, wobei ein Stern die konjugiert komplexe GréBe bezeichnet. Es 
g 
wird nimlich 
> : 1+ A? 
(1.7) cos 1t = 7— >, - 


Wir benutzen fortan stets die Abkiirzung 





(1.8) f (2) V27rs(cosit — cos2z): 
es ist also X Y t (0). 


§ 2. Darstellung der Greenschen Funktion durch ein komplexes Integral. 


Wir betrachten zunichst einen Keil mit dem Offnungswinkel w = 2/m fiir 
m == 1,2,3,.... Die Keilkante sei die z,-Achse, und die Keilebenen seien 
durch g = 0 und g = 2/m bestimmt; das Keilgebiet sei durch 0 < m < a/m 
definiert. Der Aufpunkt X habe die Koordinaten r, g, x3, und der Punkt Y 
mit den Koordinaten s, y, y, sei der Ort der Strahlungsquelle, d.h. der Sin- 
gularitat der Greenschen Funktion. Die durch eine ungerade bzw. gerade An- 


zahl von Spiegelungen an den Keilflachen aus Y =: Y, entstehenden Punkte 
sollen mit Yo, ..., ¥,— 1 baw. ¥,, ..., Ym—1 bezeichnet werden. 
Wir setzen nun 
m—1 ,ix|X¥,, m—1 pix|X¥’| 
(2 1) F p TXY.) F’ bi " X Y: 
w= a p= 0 7 “ 


(2.2) G,=F-—F’,@G,=F+F 


die Greenschen Funktionen der ersten bzw. zweiten Randwertaufgabe fiir den 
Keil sind. In der Tat befriedigen G, und G, die Differentialgleichung (1), G, und 
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die normale Ableitung von G, verschwinden auf den Keilflachen, und beide 
Funktionen haben im Punkte Y die ,,richtige‘‘ Singalaritat, sind aber sonst 
innerhalb des Keiles regulir. Was das a 
Verhalten im Unendlichen betrifft, so labt a 
sich leicht zeigen, daB G, und G, die 
SoMMERFELDsche Ausstrahlungsbedingung 
in der ihr von F. Retuicn?) (fiir Gebiete 
mit ins Unendliche sich erstreckender Be- 
grenzung) gegebenen Form befriedigen. 
Wir halten fiir den Augenblick r, s, zs, 
y, und mithin t konstant und nehmen nur 








an, daB nicht gleichzeitig r= s und 2,= ys, K'o 
d. h. daB t+ 0 ist. Bei gegebener Singu- ov, 


laritit im Punkte Y ist der damit ausge- 
schlossene Ausnahmebereich fiir X eine 
Kreislinie, die das Gebiet im Keil mithin 
nicht in zwei Teile zerlegen kann. Wir schreiben gemaB (1.8) 


#(O,), #(@%) fir \XY,|, |X ¥4), 


Fig. 1. Quellpunkt Y und Spiegelbilder. 


wobei nun 


2.3) 0,=0+2 no, 0,=0°+2 "na 
(2.4) O=o-y, 0’ yt+o, w=0,1,2,...,m—1 
ist 


Wir finden dann fiir F = F (9) den Ausdruck 





ie m . s—@ ,..-, G(s) 
2.5 F(O - f ctgm —— e**!/©) ; 
(2.9) va ee Tf be en at i (2) 
wobei Jt das Rechteck in der z = (x + i y)-Ebene ist, das von den Geraden 


x=+2, y= +1/2 begrenzt wird. 

In der Tat liegen in diesem Rechteck y 
keine Nullstellen oder Singularitiiten von it 
f(z) (es ist erst f (it) = 0), und die Pole 
des Cotangens liegen bei 




















2=@0+2no0, nw=0,+1,4+2,.... R 
i ‘ — 
In einem um 2 in Richtung der positiven _ x 
x-Achse verschobenen Rechteck wiirden | 
die Pole des Integranden genau bei den 
Werten @, in (2.4) liegen. Wegen der 
Periodizitat des Integranden liefert das -it 
Integral iiber % denselben Wert. 
2 . . P . Fig. 2. Integratior g ler z-Ebene 
Die Funktion f(z) kann eindeutig defi- ” ee eee ere 
niert werden in einer mehrfach aufgeschnittenen z-Ebene. Wir legen die Schnitte 
parallel der imaginaren Achse von den Punkten it + 27 2, it+2na 
(mit n= 0,+1,+2,...) nach 2n2%+ 10 bzw. nach 2n2z—ioo. In der 
so aufgeschnittenen Ebene definieren wir f (z) durch die Festsetzung 
(2.6) Re f (z) > 0. 


2) Revuicu, F.: Jber. dtsch. Math.-Ver. 53, 157—165 (1943). 
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Es ist dann 

(2.7 sgn Im f (z) = sgn Im (2 rs cos i t — cos 2). 

Hieraus folgt, daB exp i x f (z) in den Streifen mit sin x > 0 exponentiell gegen 
Null strebt, wenn y+ oo geht, und in den Streifen, wo sin x < 0 ist, mit 
y+ — oo gegen Null strebt. Wir kénnen daher den Integrationsweg ft in der 
in Abb. 3 angedeuteten Weise deformieren in die Summe von vier ins Unend- 


~ o~ 


liche gehenden Integrationswegen G, GS’, T, T’. 


2U+it 


el 





~2X-i T' 22-1? 





Fig. 3. Deformation des Integrationsweges R 


Wir kénnen diese Teilwege beschreiben durch die Festsetzungen: 


S geht von durch z nach — 2/ 


S 3 2/2 x cL 2 —t0 
S’ geht von 3 2/2 ico durch Zz x nach 2/2 i «x 
Z geht von — 3 2/2 + ic unterhalb z itnach 2/2 ix 
ZT’ geht von — 2/2 —ico oberhalb z —~ it nach 3 2/2 —ioco. 


Da der Integrand in (2.5) die Periode 2 2 besitzt, wird das Integral iiber 
S + GS’ gleich Nuil, und wir kénnen fiir F (@) in (2.5) das Integral iiber & + TF’ 
einsetzen. Dieses bleibt aber sinnvoll auch fiir beliebige reelle Werte von 
m=a mit 0< «<2 2, vorausgesetzt, da} t > 0 ist. DaB das Integral noch 
weiterhin eine Lésung von Au + x2 u =: 0 bleibt (in bezug auf die Koordi- 
naten von X), folgt daraus, daB dies fiir den Integranden gilt. Nunmehr be- 
weisen Wir 

Satz 1. Gegeben sei ein Keil mit dem Offnungswinkel w = a/a, 0 << «% <2 2, 
der begrenzt ist von den Ebenen pm = 0 und p = x/a. Es seien G, bzw. G, die 
Greensche Funktion fiir die erste bzw. zweite Randwertaufgabe von Au + x? u 
fiir das Keilinnere. Der Aufpunkt sei in X, die Singularitdt sei in Y, die Be- 
zeichnungen fiir die Koordinaten und fiir die Hilfsfunktion f seien durch (1.1), 
(1.2), (1.3), (1.4), (2.4), (1.8) gegeben. Man setze: 








a = z—9O (e) 22 
4nigiy a f(z)? 


(2.8) F (0) 


wobei 5. $’ durch Abb. 3 beschrieben werden. Dann ist 


2.9) G,= F (0) — F (0’), G4, =F (9)+ F(0’). 
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Beweis: Es ist f (— z) = f (z), und © und & gehen durch Spiegelung am 
Nullpunkt auseinander hervor. Daher folgt durch Einfiihrung von — z statt 
z in (2.8) 


(2.8’) F (0) =F (- 9). 


z—@O. ‘ ‘ - 
Da ctg « —=— in z die Periode 2 w = 2 x/« hat, ist 


(2.9’) F(@+20)=F(0). 
Fiir gp = 0, d.h. auf der einen Begrenzungsebene des Keils, wird 0 = — y, 
0’ y und fiir o wird O0=w—y, 0’ o+y, also 0’ —@A9+20. 


Daraus folgt nun mit 
Hilfe von (2.8’), (2.9’), 
daB G, auf dem Keil (¢ 
0, g = w) verschwin- 
det. Analog folgt, daBauf 
dem Keil wt | , d. h. die 
20 
normale Ableitung von 
G, auf dem Keil, ver- 
schwindet. Da F (0), 
F (0’) die Wellenglei- 
chung befriedigen, bleibt 
nur noch zu zeigen, daB 
G, und G, die richtige 
Singularitaét im Punkt Y 
haben. Dazu fiihren wir 
einen Kreis 8 (9) um den u 
Punkt z = @ ein, der so 
klein sein soll, daB er auf 
seinem Rande und in seinem Inneren keinen anderen Pol des Integranden in 
(2.8) und keinen Verzweigungspunkt von f(z) enthalt ; hierbei nehmen wir immer 
noch t> 0 an. Wir betrachten nun 




















Fig. 4. Integrationswege fiir F* 





o . z—O , dz 
2.10 F* (0) =——- [  etga—~—e'*/@___, 
4mtgigr_y 8 2 f (z) 
wobei — & = — & (QP) den im negativen Sinne durchlaufenen Kreis & (0) 
bedeutet. Einerseits ist dann 
et x{(@) 
2. * (CO) "(0 ae 
(2.11) F* (0) = F (0) 716) 


Andererseits kiénnen wir & + TZ’ — K deformieren in die Summe von zwei 

Integrationswegen 11 und 11’, die von 1/22—ic nach —3/22+ 10 bzw. 

von 1/2 7 +i0o nach 3/2 2 — ico laufen, die imaginire Achse nicht schneiden 
: , ‘ z—O 

und zwischen sich mit Ausnahme von z = @ keinen Pol von ctga-—, — ent- 

halten. Wir diirfen dabei annehmen, daB 0 zwischen — » und + 2 liegt; 

der Wertebereich von 0 = ~—y geht (wenn X, Y beide im Keil liegen) von 


w bis + w, der von 0’ y + yp von 0 bis 2 w. Die Situation wird in Abb. 4 
erliiutert: es ist offensichtlich, daB F* (9) nun auch fiir t = 0 und fiir 0 = 0 


definiert und endlich ist. Damit ist Satz 1 bewiesen. 
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Der Grenzfall der geometrischen Optik. Die Integrationswege ll und 1’ 
gehen im allgemeinen noch durch Gebiete, in denen fiir x + co (geometrische 
Optik) der Integrand nicht gegen Null geht. Wir deformieren U1 bzw. WU’ in 
Wege 11*, 11’*, die folgendermaBen definiert sind: 

li* geht von — 3/2 2i+ co nach — 1/2 7i — ~, fallt monoton und schneidet 

die reelle Achse in — 2. 
i’* geht von 1/2 i+ « nach 3/2 mi ©, fillt monoton und schneidet 
die reelle Achse in 2. 

Bei der Deformation von U in U* und von ll’ in Il’* iiberstreichen die 
Integrationswege im allgemeinen Pole des Integranden, die auf der reellen 
Achse liegen. Diese liefern Beitrage zu F* (QO), welche die Form von virtuellen 


y, Lichtquellen haben. Es seien (vgl. Abb.5) 
Y,(v=1,2,...,2) diejenigen Spiegel- 
¥ punkte von Y = Yy, welche man aus 


TT ncsoicceail Y, durch eine gerade Anzahl von Spiege- 
Re lungen an den Keilflichen erhalt und 

; welche in dem Winkelraum der GréBe 
Fig. 5. Virtuelle Lichtquellen dy 22 liegen, der durch den in Abb. 5 

, doppelt ausgezogenen Schnitt charak- 
terisiert wird. Dieser Schnitt ist die durch den Aufpunkt X und die Keilkante 
definierte Hialfte der X und die Keilkante enthaltenden Ebene, und zwar 
die Hilfte, welche auBerhalb des Keiles liegt. Diese Y, bezeichnen die Spiegel- 
bilder gerader Ordnung der Strahlungsquelle Y = Y,, welche im optischen 
Grenzfalle tatsaichlich sichtbar sind. Nun wird 





lL jix|XY,] ‘. ixf(@) gy. 
= y a . z—@Oe dz 
(2.12) F (P) y* —______ 44+. — } ctg a — —ee 
a, ale 42i yes ye 2 f (z) 
Im Falle eines « = 1, 2,3, ... verschwindet das Integral in (2.12), und fiir 


x + co strebt es gegen Null. 

Entwicklung von F (@) in eine FourteRsche Reihe. Es ist zuweilen niitzlich, 
die Abhingigkeit von F (9) von der Variablen 9 in méglichst expliziter Form 
zu beschreiben. Da f(z) eine gerade Funktion von z ist und da & und &’ 
durch Spiegelung am Nullpunkt auseinander hervorgehen, liefert (2.8) eine 








Darstellung von F (@) durch ein Integral iiber T, wobei nun im Integranden 
z—-@ ..« : 
statt tg a— die Funktion 
9 oj ~ 
etg 1/2 « (z — 0) — etg 1/2(—z — 9) es 
cos az — cosa O 
2.13 , ~ 
\ 2s{1+2 » ei"? cosna) (Im z > 0) 
n=1 


steht. Die Reihe in (2.13) konvergiert gleichmaBig und absolut auf T (welches 
in der oberen Halbebene liegt) und damit wird: 


2.14) F (0) — (4, +9 ZA meee} 
ait n 1 
mit 
ps iz 
9 35 pi[ xf (z) + naz) Y 
_— sel (sha (2) ° 
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Der elektrostatische Fall. Im Falle x = 0 erhalten wir aus (2.14) eine Funktion 
F,(P) mit der Eigenschaft, daB F, (0) — F,(O’)=Gi,o und F, (0) + 
| F, (O’) = Geo die Greerschen Funktionen der ersten bzw. zweiten Rand- 
wertaufgabe der Laptaceschen Gleichung 4 u = 0 fiir den Keil sind. In 
diesem Falle lassen sich die Fourter-Koeffizienten A, in (2.15) berechnen. 
Im Falle x = 0 kann man namlich den Integrationsweg T auf Verzweigungs- 
schnitt von it nach ico zusammenziehen. Fiihrt man die LEGENDREschen 
Funktionen zweiter Art 

l \ 

rv +ir(s) , 
(2.16) ©. (z ——— —_F ( y+} See 
é ») XU, (2) Zz 3 ot ,9 YT >>? . 
rtp 3) \e7t a tars 


ein (J" bedeutet die Gammafunktion, F die hypergeometrische Reihe), so 
besitzen diese die Integraldarstellung 





- (y+ )e 
9.17 . > (6 dt 
(2.17) ©, (cos iz) l e U 


ro] = 





2 = Veosit — costt 
9 





Damit erhilt man aus (2.15) und (2.14) 
. a ~ 
(2.18) F, (0) ° ( Ao, - 2 > Ano COSN & 0) 
- n 1 
mit 
2 
(2.19) Ano = —- == 1 (cos 7T). 
yrs an 3 


§ 3. Spezialfille. 


1. Zwei parallele Ebenen. Riickt die Keilkante ins Unendliche, so geht 
das Keilinnere in das Gebiet zwischen zwei parallelen Ebenen iiber. Wir 
wihlen als die begrenzenden Ebenen 


(3.1) x, = 0, 2, n/p 


und bezeichnen die Koordinaten des Aufpunktes X wieder mit 2,, 2%, 25, 
die des Ortes Y der Strahlungsquelle mit y,, y,, y,. Setzen wir ferner 


(3.2) O=%4-y,VW=$Y+H 
(3.3) r (x, — Yo)" + (2 Y3)", f (z) V2 + 7, Re f (z) =v, 


so erscheint es plausibel, daB die Funktion F (9) aus Satz 1 iibergeht in 





, . B , z—@O dz 
(3.4) F (0) re r | etg p- —_— gt*f (2) : — 


G + @’ - (z) 


wobei nunmehr & und @’ zwei Geraden in der komplexen z-Ebene sind, 
welche parallel zur reellen Achse in einem Abstand 6 < 1 verlaufen, so daB 


® die Gerade von t6+ co nach id — co 

(%’ die Gerade von --i6— oo nach id+«x 
bedeutet. Es werden dann wieder 
(3.5) G,= F (0O)—F (0), G.= F (0) + F (0’) 


die Greenschen Funktionen der ersten bzw. zweiten Randwertaufgabe. 
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Anstatt die Formel (3.4) direkt durch einen schwierigen Grenziibergang 
zu rechtfertigen, kann man sie genau auf dem beim Beweise von Satz 1 
eingeschlagenen Weg verifizieren. Auch das Analogon der Formeln (2.14), 
(2.15) ist sofort abzuleiten; man erhialt fiir F (9) zuniichst ein Integral nur 
iiber @, kann den einen Faktor des Integranden in eine Fovrrersche Reihe 
entwickeln, berechnet die Fourrer-Koeffizienten als Integrale iiber @ und 
kann dann nachtraglich @ in die reelle Achse deformieren. Das Resultat: ist 








(3.6) F (0) =A,+2 » A, cosn pO 
n=1 
mit 
. dz 
~~ t i(«)r*+ 2* + nBz) 
(3.7) A, = J e ye i 
Aus 

ae oF 1 aF ; 
(3.8) AFix#’F a + Se 4 —+x?F =—0 

3202 or* Tt OT 


kann man sofort schlieBen, daB die A, einer Bessetschen Differentialgleichung 


geniigen miissen und daB die A, sich daher als Linearkombinationen von 


(3.9) HS (rz V2 — n® B?), H® (rz x? — n? p2) 


" p (1) (2) ° ° ‘ 
darstellen lassen miissen, wobei Hj’ und Ho” wie iiblich die HaANKELschen 
Funktionen bezeichnen. Man kann dann durch eine Diskussion der Konver- 
genzverhiltnisse und einen Grenziibergang t > 0 zeigen, daB 


(3.10) A, LJ J Ho) (t yx? — n® B) 


(Im )x? — n? 6? < 0) 
ist und damit eine von WEYRICH*) bewiesene Forme] 
ix|e + z* i 


(3.11) ——_—_ — f é ize HM (7/32 — p)d p 


\r? + 2? © —oa 
durch Umkehrung der Fourrer-Transformation herleiten. 

Die Formeln (3.6), (3.10) enthalten die vollstindige Lésung der ersten und 
zweiten Randwertaufgabe. Sie sind auf anderem Wege von WerEyrRIcH*) und 
von Maanus und OBERHETTINGER*) abgeleitet worden. 

2. Ebene Wellen. Wir lassen die Singularitit Y in einer bestimmten Rich- 
tung ins Unendliche riicken, indem wir setzen 

y, = Scosysinl, yz = Ssinysin¢, y,= S cos , 


wobei also die GréBe s aus (1.2) gleich S sin € wird. Nach Multiplikation 
mit S e—'*S und einem Grenziibergang S > oo geht dann 


” XY 
(3.12) Saenn 
XY 
iiber in die Funktion 
(3.13) e— t* (cose + rsin’ cos) 


*) Weyricu, R.: Uber einige Randwertprobleme, insbesondere der Elektrodynamik. 
J. reine u. angew. Math. 172, 133—150 (1934). 

*) Uber einige Randwertprobleme der Schwingungsgleichung A u + x? u = 0 im Falle 
ebener Begrenzungen. J. reine u. angew. Math. 186, 1—9 (1945). 


Zur Greenschen Funktion der Wellengleichung. 227 


welche eine ebene Welle definiert, und durch denselben ProzeB gehen die 
Funktionen F (9), F (O’) aus Satz 1 iiber in Funktionen F,, (9), F.. (0’) 
derart, daB 

(3.14) Gs os | (P) = Fos (0’), Ge « 


30 


F.. (0) + Fn (0’) 

die Lésungen der ersten bzw. zweiten Randwertaufgabe fiir eine durch (3.13) 

definierte einfallende ebene Welle liefern. Wir erhalten fiir F, den Ausdruck: 
oa , z—9O 


- | etga— 
4nisig ~ 2 


e—tx,cosl » ixrsing cosz J z_ 


(3.15) F. (OP) 








Genau wie in (2.14) kénnen wir F., (9) in eine Fourrersche Reihe entwickein, 


(3.16) P.. (Qh= — —e ixzscost ( By +2 > B, cosna@ 
22 n=1 / 
mit 
(3.17) B. jf &@es xrsin’ cosz) Jz, 
5 a 


Das sind aber im wesentlichen die wohlbekannten Integrale von SOMMERFELD 
fiir die Bessetschen Funktionen, und eine Anwendung der SOMMERFELDschen 
Formeln gibt 


‘ > ¢ = 2 . i al 
(3.18) B,, 2a etxnel2 J (x rsin f). 


Indem wir noch die Gleichungen 1/2 (O + 0’) gy, 1/2 (O’ — O) = yw benutzen, 


erhalten wir zusammenfassend die einfachen Formeln: 


F., (OQ) oa em t* %, CO8e 


(3.19) | 00 
— oe ain P 9 ’ o- 2 vw reain ’ ~ e 
\Jo(xrsin€) +2 3d) e~'*"*2 J, (xrsin C) cosn a O} 
| n=1 j 
co 
‘ . we P oe 
(3.20) Gyo =4a¢ Ce txne/2 J (xrsin¢)sinnagsinnay 
Ge co = 2a e~'*m008s J, (x r sin £) 
(3.21) asia bat , 12 
4ae—*xmcoss S’ J (xrsin fC) cosna py cosna petal? , 
n 1 


3. Der Vollkeil. Den Fall w = 2 a (d. h. « = 1/2) bezeichnen wir als ,, Voll- 
keil‘*. Die Begrenzung des Vollkeils besteht aus den beiden Seiten einer Halb- 
ebene. Mit Benutzung von (2.13) erhalten wir aus (3.15) fiir die zur einfallenden 
Welle (3.13) gehérige Funktion F,, (9) die Formel: 





l 
e—ixzcost ¢ sin 5 2 
(3.22) F,,(@) er 7; ae | i ames 3 e—ix(rsine)cosz J z 
1 
$ cOosS=2z COS -5 (o) 


Wir fiihren in (3.22) die neue Integrationsvariable 

1 
(3.23) w= cos 5 z(2xrsinl)* 
ein und setzen zur Abkiirzung 

1 
(3.24) u cos - QO (2xrsin€)?. 
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Der Integrationsweg & in der z-Ebene geht iiber in einen Integrations- 
weg &* in der w-Ebene, und wir finden 


l , . i ee 
(3.25) F., (9) anit i =(z,co8¢ weal a w. 
Man kann verifizieren, daB die Funktion 
(3.26) g (u) PT te w 
” se w—U 
der Differentialgleichung : 
(3.27) g' (u) + 2iug (u) 2i Je iwd w= 2Vn e*"* 


geniigt, und zusammen mit g (— co) = 0 gibt diese g (uw) und damit 
I u 
(3.28) F (0) St 4¢ ixz,cos= ixrsin<’ cos 0 f ei@ dt. 
|x 20 
Ein Vergleich mit (3.14) fiir den Fall « = 1/2 ergibt die Identitat (mit 
A=xrsin C) 
1 y2a cos} @ . 1 
(3.29) ——e- *#/4 etAcos@ f edt J, (A) 4 Ps e'®/4 cos 5 n O Fin (A). 
sf “00 n 1 = 4 


tol] = 


Dies ist eine Verallgemeinerung der ANGER-JAcoRischen Formel 


(3.30) efdcos@ — J,(A)+2 > i* J, (A) cosn@, 
n=1 
welche sich aus (3.29) herleiten laBt, indem man @ durch O + 2 2 ersetzt 
und die so entstehende Formel zu (3.29) addiert. 
Auch fiir die Funktion F (9) aus Satz 1, welche die Greenschen Funktionen 
G, und G, zu berechnen gestattet, ergeben sich im Falle des Vollkeils besonders 
einfache Formeln. 


Fiihren wir namlich 


I 
(3.31) w — 


cos —-T 


als neue Integrationsvariable ein, so laBt sich F (QO) mit Hilfe von (3.15) in 
die Gestalt bringen 


pi xrsing j1—w dw 


1 l a 
w cos > T COs 5 0 yl « 





(9 ¢ 1 l f 

(3.32) F (0) = | 

4xi|rs . 

Te 

Hier bedeutet T** einen geeigneten Weg in der w-Ebene. Im Faille x = 0 

laBt sich dieser Weg auf den Verzweigungsschnitt lings der reellen Achse von 
w = 1 nach + co zusammenziehen. Das Resultat formulieren wir als 

Satz 2. Die Greenschen Funktionen G,,, und G,,, der ersten bzw. zweiten 

Randwertaufgabe fiir die LarLacesche Gleichung Au—=0 und den Vollkeil 

als Randfliche sind gegeben durch 


(3.33) C19 = F, (9) — Fy (@’), 
(3.34) Ga,9 = Fy (OP) + Fy (O’), 
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wobet 
. l F dw 
2a)res : Jio* —T | w 008 3 t— 008-56) 
(3.35) l 1 
> , { cos 4 it + cos, @ . 
x xy te 6 
ibe nti cos —-i t — cos —-@ 


Die Fourtrer-Entwicklung von F,(@) ergibt sich aus (2.18), (2.19) fiir «= 1/2 


§ 4. Pentasphirische Koordinaten. 
Anstatt der kartesischen Koordinaten 2,, 2, x, fiihren wir fiinf neue 
GréBen ein: 


(4.1) — = 2, 


sre 


ad 


“ey ae 
5 (%1 + Zo + 23). 


5 ~ 


3 4 





Zs; Zs, - 


Vre| 4¥e 
ore 
Sre| fre 


5 5 


Wir bestimmen einen Punkt durch die Verhiltnisse der 5 GréBen &,, ..., &,, 
welche wir in einem Zeilenvektor  zusammenfassen. Die Komponenten von 
sind nicht unabhangig, vielmehr muB 
? “ — ee Se 

(4.2) Q(é)=EME=&+ + §&—2éE 
sein. Hierbei ist & der transponierte Vektor (d. h. eine Spalte) und M ist die 
Matrix 

/Q 0 0 0 0 

0 1 0 0 0 


(4.3) J 
4.3) : 00 1 O-] 
0 0 0-1] 0 
Die & (» = 1,---,5) heiBen pentasphirische Koordinaten des Punktes (2,, 


2g, X,); wir schlieBen den Raum ab durch einen einzigen unendlich fernen 
Punkt, der mit co bezeichnet wird und gegeben ist durch 


(4.4) £= (0, 0, 0, 1, 0). 
Bedeutet C eine Matrix von 5 Zeilen und Spalten, so dab 
(4.5) C’MC=MUM, 
so liefert die Substitution 
(4.6) g= CE 


eine konforme Abbildung des Raumes auf sich, bei welcher der Punkt mit 
den pentasphirischen Koordinaten & in den Punkt £* = (éf, . . ., 63) tibergeht. 
Kugeln gehen bei (4.6) in Kugeln iiber, wobei eine Ebene als eine Kugel mit 
dem Mittelpunkt co anzusehen ist. Zum Beweis bemerke man, daB 


(4.7) (d s)? = (d x,)® + (d x,)? + (d 2,)° &“ >» (& 4 &, — &,d &,)? 


¥ 


ist, was sich mit Hilfe von Q (€) = 0 und 





(4.8) dQ=dEMm & 0 
in 
(4.9) (ds)? = 25) 


£2 
°5 
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umformen lit. Hieraus und aus (4.2), (4.6) folgt fiir das transformierte 
Linienelement d s* 


(4.10) ——= + At— + 


a 
6 a 

7 
V0! Srp 
wel on 


Da somit das transformierte Linienelement aus den urspriingiichen durch 
Multiplikation mit einem nur von den Koordinaten (nicht ihren Differentialen) 
abhaingigen Faktor hervorgeht, ist die Abbildung konform. 

DaB Kreise in Kreise iibergehen, folgt aus der Bemerkung, daB 


5 


(4.11) z & 


vy=0 


v¥r 


,=0 
fiir jedes System von nicht durchweg verschwindenden Konstanten wu, einen 
Kreis definiert (der iibrigens nicht reell zu sein braucht). Durch (4.6) wird 
(4.11) in eine Gleichung derselben Art iibergefiihrt. 

Wir bestimmen noch den Faktor A in (4.10). Es werde durch (4.6) der 
Punkt A in co und der Punkt co in den Punkt B iibergefiihrt. X sei ein be- 
liebiger Punkt, X* sein Bildpunkt unter (4.6). A muB bei gegebenem C eine 
Funktion von X sein. Wir zeigen, daB 
(4.12) {A (X)}*= A? =F 

XA 
wobei wir das Vorzeichen von A so wahlen, daB A bei Erhaltung der Orien- 
tierung des durch die Koordinatenrichtungen bestimmten ,,Dreibeins“ posi- 
tiv wird. Der Fall, daB A oder B unendlich fern sind, ist uninteressant, denn 
dann ist co ein Fixpunkt von C, C definiert eine euklidische Bewegung des 
Raumes und A = + 1. 

Es sei Y ein beliebiger Punkt, 7 = (m,..., 5) sein pentasphirischer 
Koordinatenvektor. Analog seien «, # und 6 die Koordinatenvektoren von 
A, B und o (mit 6= (000 1 0).) Dann wird der Abstand |X Y' gegeben 
durch 


9 
(4.13) XY}? =—-——(M ?’). 

Ss "Vs 
Nun sei C = (c,,), », w= 1,....5, mit » als Zeilenindex. Aus (4.5) folgt 


wegen C «’ = 6’ 
(4.14) C’MCa’'=C’'M SJ =C' (0,0, 0, 0, —1) = M a’ 
und mithin 


(4.15) & = (— C51, — Cya, — C53, C55, C54)- 


Ebenso folgt aus C 6’ = f, daB f die vierte Spalte von C sein mub, also 
8B Cs, = &. Indem wir C & = &*’ setzen usw., finden wir aus (4.5) und 














5 
(4.13), daB 
9 9° 9 ce 
(4.16) X A/? ———(& M a’) - —— (&* M 6’) — =* 
Ss Cs Ss C54 Csa Ss 
= rs pie 2 a ? 2 = . 2 &, 
(4.17) X*B - Fo, M f’) - Fc, (é M 6’) a. i 


und damit, durch Division, (4.12). 

Wir bezeichnen eine durch eine Matrix C vermittelte Abbiidung des 
Raumes auf sich allgemein als Kugelverwandtschaft. Der Punkt X mit den 
kartesischen Koordinaten 2,, 22, 7, gehe dabei in X* mit den Koordinaten 
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x}, x3, x¥ iiber; diese sind rationale Funktionen von 2, 2», 23. Flachen- 
element d 2 und Volumenelement d V transformieren sich nach den Formeln 


(4.18) d Q* = A*dQ, dV* = At dV. 


Eine Invariante der Abbildung ist das Doppeiverhiltnis. Sind irgend vier 
Punkte X, (u = 1,2,;3,4) gegeben, von denen héchstens zwei zusammen- 
fallen, so kénnen wir diesen ein Doppelverhiltnis 


(4.19) DV (X,, Xe, Xs, X,) 


in der folgenden Weise zuordnen. Durch die vier Punkte geht mindestens 
eine Kugel K. Diese 1aBt sich konform durch eine Kugelverwandtschaft auf 


eine Ebene F abbilden, die wir als GauBsche Zahlenebene betrachten. Den X, 
entsprechen dann komplexe Zahlen z, in Z, deren Doppelverhaltnis 





(4.20) D V (2, Ze, 23; 24) =" = : = _ 
23 — <2 “3 6 


bekanntlich unabhiangig von der Art der Abbildung von K auf £ ist. Die 
Tatsache, daB jede Kugelverwandtschaft K konform auf eine Kugel K* ab- 
bildet, beweist mithin, daB 


(4.21) DV (X,, Xo, Xs, X,) = DV (Xt, X3, Xf, Xf). 


Das Doppelverhaltnis von vier Punkten ist offensichtlich dann und nur dann 
reell, wenn die Punkte auf einem Kreise liegen (wobei eine Gerade als Kreis 
zahlit). Wir merken noch an, daB aus (4.5), (4.13), (4.10) folgt 
X* Y* . . 

———= A(X)A(Y). 

Xi 1(X)A(Y) 

§ 5. Lisung der ersten Randwertaufgabe 
der Potentialgleichung fiir das Kugelzweiflach. 


Wir benutzen weiterhin die Bezeichnungen von § 4. Mit C bezeichnen wir 
eine Kugelverwandtschaft, die in pentasphirischen Koordinaten durch eine 
Matrix definiert werden kann, welche (4.5) geniigt. Wir werden aber auch 
C (X) = X* schreiben, wobei dann die durch C definierte Abbildung keines- 
wegs eine lineare Transformation der kartesischen Koordinaten 2,, x, x, von X 
zu sein braucht. 

Es ist nicht schwer zu sehen, daB sich die Begrenzung eines Kugelzweiflachs 
stets auf einen Keil abbilden laBt, wobei die das Zweiflach begrenzenden 
Kugelkappen denselben Winkel einschlieBen wie die Keilebenen. Hieraus, 
aus Satz 2 und aus der Tatsache, daB die GréBen O und cosit aus §1 als 
Winkel bzw. Doppelverhaltnisse (gemaB (1.6), (1.7) und (4.21)) gegeniiber C 
invariant sind, laBt sich eine Konstruktion der Greenschen Funktion der 
ersten Randwertaufgabe von A u = 0 herleiten. 

Es mégen A und A* die Operatoren 

2 2 3 : 
(5.1) | — +--+ _—, A* 


pz 2 2 -* 2 
oe ot CX; OX; C2; 

















bedeuten. Dann gilt 
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Hilfssatz 1. Es sei u* (xf, 23,23) eine harmonische Funktion, d. h. 
1* u* = 0, und 
(5.2) u = U (2, Xe, Xz) = U* (21, @ 
Dann ist 
(5.3) 1(Au)=0. 
wobei A durch (4.12) gegeben ist. 

Beweis. Es sei F* eine geschlossene Flache im Euklidischen (2j, x2, x3)- 
Raume. Ferner sei A* (xj, 22, 73) = A~! (x, 22, %). Es sei G* ein einfach 


zusammenhiangendes Gebiet, dessen volle Berandung F* ist. Dann ist zu- 
nichst 


(5.4) 1* A*=—=AA=0. 


Nach (4.10) ist nimlich A? + &/&%. Nach (4.16) ist dies aber gleich 





Die GréBe c;, haingt nur von C, aber nicht von X oder X* ab. Mithin ist 
1 proportional dem reziproken Abstand des Punktes X von dem Punkte A 
und somit eine harmonische Funktion. Das ergibt 4 A = 0, und genau so 
folgt (mit (4.17) statt (4.16)) 4* A*=0. Hieraus und aus A* u* = 0 folgt 
nach dem GREENschen Satz 


0 = fff (A* A* u* — u* A* A*) dv* 


Ge 
- a  ou* ¢ 9 A* 1 
99) iJ (A en* . an* )d} 
- "= 2 4u* ‘ 
ff A***\Gue as) F* = 0, 


wobei = die Ableitung in Richtung der Normalen bedeutet. Nun ist nach 
den Formeln (4.10), (4.18) 


(5.6) 





~=+A-2—, dF*= A‘dF, 
7n 


€ ° ° 
wobei 4 dF und G die entsprechende Bedeutung im (21. #, %,)-Raume 
Cc = “ 
’ ra) . —" e ‘ a a be 
haben wie 2 d F*, G* im (xj, x2, x3)-Raume. Die letzte Zeile von (5.5) 
Cc 
gibt mithin wegen A A* = 1 
- = --r OC - 
(5.7) {{/—uAdF=0. 
i on 
Da dies fiir jede keine Singularitit von A oder u umschlieBende Fliche F 
gilt, folet (5.3) aus (5.7). 
Nunmehr kénnen wir zusammenfassen. Wir setzen fest: 
(1). Bezeichnungen. Es sei R ein kartesischer Raum mit den Koordinaten 
2, %y, X3. Es sei R* ein kartesischer Raum mit den Koordinaten 27, x2, 23. 
C bedeute eine Kugelverwandtschaft, d.h. eine konforme Abbildung von R 
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auf R*, bei der der Punkt X mit den Koordinaten z,, x,, x, in X* mit den 
Koordinaten 2j, x2, x3 tibergeht. Es sei & ein von zwei Kugelkappen be- 
grenzter Bereich (Inneres oder AuBeres eines Kugelzweiflachs) in R, und @*, 
das Bild von & in R*, sei ein Keil. 


(11). Ubertragungsprinzip. Jeder Winkel 9,0’ zwischen Kurven oder 
Kugeln und Ebenen in R* hat eine geometrische Bedeutung in R als (numerisch 
gleich groBer) Winkel zwischen den entsprechenden Gebilden in R. Jedes 
Doppelverhaltnis D (und damit, nach § 1, cosir) zwischen vier Punkten 
P*%. (u=1,...,4) (mit méglicherweise komplexen Koordinaten) in R* bedeutet 
in R das (numerisch gleich groBe) Doppelverhiltnis zwischen den Punkten 
P, in R, die durch C auf P% abgebildet werden. 

Die am SchluB von § 2 unmittelbar nach (2.15) erklairte Funktion F, (@) 
hat (in der Bezeichnungsweise von § 2) gema&B (1.3), (2.18), (2.19) die Eigen- 
schaft, daB 

X Y| F,(0) = ® (0, r) 


nur von den Winkeln 0,t abhaingt. Indem wir nach §1 einen Punkt Y’ 
definieren, fiir den |X Y’| = {(0’) mit 0’ = 9+ y wird, finden wir, daB 
die Greensche Funktion der ersten Randwertaufgabe der Potentialtheorie fiir 
den Keil in R* die Form hat 

(5.8) Go ® (0, t) — 37 P (0’~,7), 


l l 
A* Y* A* y's 


wobei wir nunmehr die Bezeichnung von § 5 benutzen. 

Nun haben wir als Resultat 

Satz 3. Die Greensche Funktion I’ der ersten Randwertaufgabe von Au = 0 
fiir das Kugelzweiflach © in R ist 


] A(Y) #(0,r) 


(5.9) I sal @ (0, tr) - AY) 1X7) 








Xx 


wobei A durch (4.12) gegeben ist. I’ entsteht aus Gf.o durch Multiplikation mit 
A(X)A(Y) in der Form (4.22). Die Gréfen cos it,O, 0’, welche in D auftreten, 
werden in R geometrisch interpretiert vermége des oben aufgestellien U bertragungs- 
prinzips und kinnen damit durch die Koordinaten von X, Y ausgedriickt werden. 
Ubrigens la8t sich bekanntlich auch |X* Y*| als Doppelverhiltnis schreiben. 

Der Beweis dieses Satzes ist eine unmittelbare Folge von Hilfssatz 1 und 
von §4. Fir die zweite Randwertaufgabe erhalt man auf diesem Wege im 
allgemeinen keine Greensche Funktion fiir das Kugeizweiflach in R, und zwar 
aus folgendem Grunde. Wir kénnen in Hilfssatz (1), Formel (5.2), aus dem 
Verschwinden von u* auf der Berandung von &* schlieBen, daB u A auf der 
Berandung von & verschwindet. Dagegen kénnen wir nicht aus dem Ver- 
schwinden der normalen Ableitung von u* auf dem Rande von &* darauf 
schlieBen, daB die normale Ableitung von wu A auf dem Rande von © ver- 
schwindet, auBer wenn A auf dem Rande von & die normale Ableitung Null 
hesitzt. Zwar verschwindet (wegen der konformen Natur der Abbildung) 


ou . he i 
stets —- auf dem Rande von &. Damit = dort ebenfalls verschwindet, muf, 
on 
; ‘ ‘ . ‘ . aA “— 
nach Umschreiben von A in eine Funktion im Raume R*, ont auf dem Keil 


verschwinden. Nach (4.17) und der nach (5.4) gemachten Bemerkung mu 
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also gelten: Ist B* der Bildpunkt des Punktes « von R im Raume R*, so 
sind die Kugeln X* B* = const. orthogonal zu den Keilflichen. Wenn der 
Keil zwei getrennte Flichen besitzt, muB also B* auf der Keilkante liegen; 
da diese durch den Punkt «* von R* geht, ist die Keilkante das Bild einer 
Geraden in R, und das Kugelzweiflach in R ist selber ein Keil. Hat dagegen 
der Keil nur eine Berandungsfliche (Vollkeil oder Halbraum), so gibt es in 
der Tat den folgenden nicht trivialen Fall. Wir lassen den Halbraum bei- 
seite, da er in R auf eine Kugel fiihren wiirde, was wohl bekannt ist. Eine 
Halbebene (d. h. die Begrenzung eines Vollkeils) ist orthogonal zu jedem 
System konzentrischer Kugeln, dessen Mittelpunkt B* in der die Halbebene 
enthaltenden Ebene £* liegt. Da B* Bildpunkt von ~ in R ist, ist Z* Bild 
einer Ebene Z£ in R. Dann laBt sich das in Satz 3 benutzte Prinzip verwenden, 
um die Greensche Funktion der zweiten Randwertaufgabe von 4A u = 0 in G 
zu konstruieren. Die hier auftretenden Fille sind schon in der Einleitung 
genannt worden. 


( Eingegangen am 7. Juli 1951.) 


Math. Annalen, Bd. 124, S. 235—264 (1952). 


Uber die ganzen Lésungen der Wellengleichung. 
(Nach einem Vortrag von G. HERGLOTZz.) 
Von 
Ciaus MULLER in Bonn. 


In einem am 1. 11. 1945 vor der Mathematischen Gesellschaft in Géttingen 
gehaltenen Vortrag untersuchte Herr G. Herciorz das asymptotische Ver- 
halten der ganzen Lésungen U der Wellengleichung 
(1) AU+U=0 
in p Dimensionen und bewies unter Voraussetzung einer geeigneten Beschrinkt- 
heitsbedingung die asymptotische Beziehung 

p—1 ee ea 


9 > oO iv Lon} a P 
(=) r 2 Us (r%)=* * eT Fy (fo) +% * e~ ** Fy (— fo) + O14), 





wobei U, (r) aus U durch zweimalige Anwendung eines unten niher definierten 
Mittelungsprozesses entsteht und rt, den zum Ortsvektor tr = rx, gehérigen 
Richtungsvektor bezeichnet. Die richtungsabhingige Funktion F, (9) wird 
aus der Entwicklung der Funktion U nach Bessel- und Kugelfunktionen ent- 
nommen. 

Unter Benutzung von (2) konnte W. Maenvs') dann zeigen, daB jede ganze 
Lésung U von (1), die der Beschranktheitsbedingung 





P= 3... 
(3) r = |U(ry)\<A 
geniigt und fiir die in einem Halbraum 
hot SS 
(4) lmr 2 U(rz)=0 


ro 
gilt, identisch verschwindet. Wesentlich wird dabei die in (2) auftretende 
merkwiirdige Verkniipfung diametral entgegengesetzter Richtungen benutzt. 

3ei der Darstellung des Vortrages von Herrn Hereworz fiir die Redaktion 
dieser Zeitschrift bemerkte Verf., daB sich Begriffe und Bezeichnungen des 
Vortrags zu einer Erweiterung der asymptotischen Entwicklung (2) ausbauen 
lieBen. Durch eine Umkehrung des Mittelungsprozesses konnte dann auch ein 
neuer Beweis des Satzes von W. Macnus gefiihrt werden. 

Die Durchfiihrung dieser Untersuchungen benétigt eine Reihe von 
Beziehungen zwischen Kugel- und Besselfunktionen, deren Beweise in der 
Literatur verstreut zu finden sind. Durch eine nach Wissen des Verf. neuartige 
Untersuchung der reguliren Kugelfunktionen in beliebigen Dimensionen 
gelang es HereGiotz jedoch, durchsichtige und elegante Herleitungen dieser 
Beziehungen zu geben, die es erméglichen, den hier behandelten Fragenkreis 
geschlossen darzustellen. 

Die §§ 2, 3 und 6 geben die Gedanken des Vortrags von HeRGLoTz wieder 
wihrend die §§ 7, 9, 10 und 11 die Zusiatze des Verf. enthalten. In den §§ 4, 5 


~ 1) Maonus, W.: Abh. Math. Sem. Hamburg 16, 77—94 (1949). 
Mathematische Annalen. 124 16 
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und 8 werden zumeist bekannte Sitze aus der Theorie der Kugel- und Bessel- 
funktionen den Bediirfnissen der vorliegenden Untersuchung entsprechend 
in kurzer Fassung hergeleitet. 


§ 1. Einleitung. 
Es sei 
(1, 1) r=2e; j=1,2,...,p 


} 


der Ortsvektor in p Dimensionen. Wir setzen 
(1, 2) v=; gm=1; t=rte, 


so daB x, den zu x gehérigen Richtungsvektor bezeichnet. Die Punktmenge 
r? = 1 nennen wir {2 und bezeichnen sie als die Einheitskugel in p Dimensionen. 
Es stellt 


(1, 3) (=) , ++() 


den Laplace-Operator dar. 





In der vorliegenden Arbeit wird das asymptotische Verhalten derjenigen 
ganzen Lésungen U (r) der Differentialgleichung 


(1, 4) AU+U=0 

untersucht, die der Einschriankung 

(1, 5) r?-1|U (rt) |? d w,, < M? 
Q 


unterworfen sind, wobei d w,, das Flachenelement von 2 ist. 
Fiir Lésungen von (1,4) gilt bekanntlich die in jedem abgeschlossenen 
endlichen Gebiet gleichmaBig konvergente Entwicklung 
. 2—p 


(1, 6) U(r) =U(ry) =V2a Yi*r 2 J p—2 (1) Ky (b0), 


n=0 > 
wobei J, (r) die Besselfunktion der Ordnung v und Ky (x,) eine Kugelfunktion 
der Ordnung n in p Dimensionen darstellt. Setzen wir zur Einfiihrung mit 
beliebigem ganzzahligen 7’ 

















ae 2-7 
(1,7) U*(t)=V2a Si®r * J p_2 (r) Ky (ho), 
n=0 i i = 
so wird wegen 
l i(r—— -—= i(p—— —— I 
(1,8) J, (r) (VT as =a) +0 ;) 
J2ar r? 
mit 
T 4s 
(1, 9) F* (to) = 3 Ky (Lo) 
n=0 
aus (1, 7) 
1, — * 
» =... a ye 
(1, 10) 2 U*(rzy)j=—e''s 2 F*(z,)+e-"s * F*(—4g,)+0(l), 
da 


(1, 11) (- 1)" K,, (Xo) K,, (— fo) 
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und folglich 
T 
(1, 12) F* (— fo) = 2 (— 1)" Kp (Eo) 
n=0 
ist. 

Im folgenden wird die Ubertragung der Entwicklung (1,10) auf die 
durch (1, 4) und (1, 5) definierte Funktionsklasse untersucht. Die Schwierig- 
keiten beruhen dabei einerseits auf der Notwendigkeit des Grenziibergangs 
T + co und andererseits auf dem Mangel an iibersichtlichen Beziehungen 
zwischen Kugelfunktionen héherer Dimensionen. 

Die Schwierigkeiten des Grenziiberganges werden wir durch einen ProzeB 
der Mittelung umgehen, den wir kurz 6-Mittelung nennen und durch 
G G d Dv 
| (Eo) J ~ (Yo) pe l > é >= l 


: 
D5 1 


(1, 13) 


definieren. Bei diesem ProzeB wird also iiber das Gebiet (r.,) > 6 von 2 
fo Yo 


beziiglich ), integriert. Wollen wir angeben, daB nur einmal gemittelt wurde, 
so schreiben wir ohne Bezeichnung des Mittelungsparameters 


(1, 14) G, (Lo) = [G (fo) ]s- 
Entsprechend besagt 
(1, 15) G, (Lo) [Ge—1 (Lo) Jo, --- [{G (Lo) Js,]o, “a 


daB k-mal gemittelt wurde, wobei die Mittelungsparameter 6; verschieden 
sein kénnen. 
Mit diesen Begriffen zeigen wir, dab 
« 

(1, 16) » [K, (Lo) Js, F, (Xo) 

n=O 
unter den Voraussetzungen (1, 4) und (1, 5) einen Sinn hat, und beweisen fiir 
h>2 

p—!l l—p p—1 


ED) FF Uy (rte) = e's ® Fy (to) tem ® Fy (—%) +0(1), 


so daB das asymptotische Gesetz (1, 10) nach mindestens zweimaliger Mittelung 
fiir die betrachtete Klasse ganzer Lésungen der Wellengleichung gilt. 


§ 2. Die ebenen Lisungen der Wellengleichung. 

Wir beginnen mit der Diskussion des Falles p = 2 und setzen 
(2, 1) Io = COS $€, + SIN Sey. 
Ist dann U eine ganze Lésung von 
(2, 2) \U0+U0=0, 
so folgt 
(2, 3) U(rt)=V2a D> é*J, (r)c, ef” 
Verlangen wil 


(2. 4) r {|\U(rt)\?ds < M? 


16* 
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schlieBen also beispielsweise ebene Wellen aus, so wird 


Lo +T 
(2, 5) Mar f\|U(ry)*@#dsj2ar Dd |J, (r)|?-\c,P 
—* n —T 


fiir beliebige ganze T' > 0. 
Aus der asymptotischen Entwicklung (1, 8) folgt mit 





(2, 6) 1,= > %; *x=1,2,... 
fiir x + oo 
; T 
(2, 7) lim2ar, D> |J, (r,)|*|¢,23=2 DS |c,|? <= M* 
x —> CO n T n T 
und somit auch 
+ 00 
9 ’ 2. 2 
(2, 8) > -\en — M?. 
n= — oo - 
Wir setzen 
(2, 9) Yo = cosy e, + siny e, 
und bilden mit 6 = cos 7, 
— + 00 s+, 
U, (7 Lo) \2x2 po 4" J, (r) Cn J env dy 
n — «x $—T, 
(2,10) 
ae ; 2 cn 
j2x >) wd, (r) (sin n t,)—e™, 
n - ox n 
Wegen (2, 8) konvergiert also 
(2. 11) 9  & _— fu Pp 
2; .- @ sin 7 T;) 1 (Zo) 


n x 


gleichmaBig und stellt eine stetige Funktion dar. Durch nochmalige Mittelung 
ergibt sich 


+ co 


(2, 12) Us (r Lo) 42a » ®J,(r) = (sin n T,) (sin n T,) e'”*. 
Aus der Integraldarstellung 
(2, 13) s” J, (r) = sere’ cos n a d a 
oe 

wird mit 
(2, 14) P,, (2; t) = cos (n arc cos t) 

~ , ] +1 1 
(2, 15) "J, (r) me J er! P (2;t)(1—#) *dt. 

wy 

Setzen wir 
(2, 16) Gi(t)=4 3» = (sin n T,) (sin n T,) e'"* P,, (2, t), 
so folgt aus (2, 12) 

re 41 | 

(2, 17) U, (r Xp) | — f ett p(t) (l—#)~F dt. 
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Wir betrachten nun fiir reelle ¢ mit —1<t<+1 


t+ ci irz 
(2, 18) y(r,t)=- §{§ ——dz, 


t+0-4 Vl1—2 





wobei das Argument von )1 —z® so festgelegt sei, daB 1 — 2? fiir reelle 
z zwischen — 1 und + 1 positiv ist. 


Es ist dann 

















irt 
9 1 1 a 
(2. 19) | a ji—# 
Mit z=t+ i ist fiir |¢t)< 1 
2, 20) Vi-z|>Vyi-# 
sowie 
(2, 21) Vi—2?\>V/A}, 
so daB sich aus (2, 18) die Abschitzungen 
l ry l 

2, 22 r, t)| <_————f e~"? dB = 
x yl—# 0 , r yl-—# 
und 

© 4— TB — 
(2, 23) x(,0)|< fap - 

0 f \r 
ergeben. Wir erhalten damit 

Lemma 1: Ist f (t) stetigin 1 = t > — 1, stetig differenzierbar fir 1 >t > —1 


und existiert 
+1 
J \f @j\dt, 
1 

so ist fiir r> x 


x bdt=f(lei 


1 
Vr > f et fae) 
- l 
Dann wird nimlich 
+1 
fets@Ml—e@)-tdt 
(2, 24) +1 
(Y)z@eD-f(-—Dzlt-D- Ss zor Odt. 
1 


Aus (2, 22) und (2, 23) folgt 





+1 
(2, 25) Vr f xr. Of @dt=o(I). 
—1 
Andererseits wird nach (2,18) mit z= 1 = 
1+ cot 
. et! € l e = 
(2,26) y(r,1) _ | a  § em mmm GL » 
: == oot = 
1+0-i y F yaer yo V+, 
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so daB sich in der tiblichen Weise 








” e’ nm 1 \ 
(2, 27) x (r, 1) Vir V/s + O| sa) 
ergibt. Entsprechend folgt 
° 98 . Vi yz 1 \ 
2, 28) x (r, —1) ee + O (5). 
Aus (2, 12) folgt 


yl—# 
so daB qo (t) fiir |t 1 stetig ist und fiir t+ + 1 héchstens wie (1 — ) 
singular wird. Wir erhalten also nach Lemma | aus (2, 17) 


1 -1 


(2, 30) Vr Ug (r to) = ef i * py (1) + e~ #7 1% py (— 1) + (1). 
Es ist aber 

(2,31) P,, (2; 1) = 1 sg 
so daB 


(2, 32) Po (1) = Fa (fo); Pe(— 1) = Fe (— fp) 

wird und wir aus (2, 30) 

(2, 33) Vr U (r tq) = ef i 3 Fy (tq) + eit Fy (— £9) + 0 (1) 
erhalten 


r y . . , a . 

Zur Ubertragung dieses Ergebnisses auf mehrere Verinderliche miissen 
nun eine Reihe von Beziehungen zwischen Kugel- und Besselfunktionen 
entwickelt werden. 


§ 4. Theorie der Kugelfunktionen in p Verinderlichen. 


Es sei H, (z',..., : x”) ein homogenes Polynom vom Grade n in den karte- 
sischen Koordinaten z', das der Differentialgleichung 


(3, 1) H,, (rt) = 0 
geniigt. Mit 

(3, 2) L=P fo 
erhalten wit 

(3, 3) H,, (v fo) = 1" Ky (Lo) 


und nennen K,, (x9) eine Kugelfunktion der Ordnung n. 
Fiir verschiedene Grade n und m ergibt sich aus der GREENschen Forme! 
in tiblicher Weise durch Integration iiber die Einheitskugel Q 


(3, 4) J K,, (Xo) Re (Xp) d @ 0 
Entwickeln wir 1 


(3, 5) H,(t)= >'(2?)"-4a;(2',...,2?-!) 


j=0 
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nach Potenzen von 2”, so sind die Koeffizienten homogene Polynome vom 
Grade j in den z',...2?—1. Es wird 
n—2 
(3,6) AH, (t)= L' (x?¥ (G+ 2) G+ V) an-j-2 + A’ ay-j] = 0 
j=0 
mit 


a\2 F) 2 
(2 7 Af mum <0 « ¢ die - 
(3, 7) ras () t (5x) 


Demnach ist H, (x) durch die Koeffizienten der homogenen Polynome 
a,, (xi, ...,2?—*) und a,_, (z',..., 2? —1) eindeutig bestimmt. Ist N (p; n) die 
Anzahl der dazu verfiigbaren Koeffizienten, so gilt offenbar 

l+2 


(3, 8) daz? 


= J’ a N(p;n). 

n 

Es gibt also N (p; n), oder kurz N, linear unabhingige Kugelfunktionen der 
Ordnung n. Aus ihnen wahlen wir nach dem ProzeB der Orthogonalisierung 
ein normiertes Orthogonalsystem K,, ; (t9) aus. Dann ist mit (3, 4) 


(3, 9) f Bn, 5 (fo) Km,1 (fo) d © = On» 6,;- 
a 
Ist U eine orthogonale Matrix mit positiver Determinante, so wird 
(3, 10) H,, (Ux) = r" K,, (U Lo) 


wiederum ein homogenes harmonisches Polynom, und es ist folglich 


N 
(3, 11) Kn, (At) = SY aj Kn,« (Lo). 
1 


2 
wo die «; von U abhingen. 
Nun ist 


92 


(3, 12) f Bai (A Lo) Kn,e (UA Xo) dw = f Kn j (Lo) Kn e (Ko) dw, 
2 


da die Anwendung der Transformation Y% einen Automorphismus der Kugel 
darstellt, der das Flachenelement nicht andert. Es wird daher mit (3, 11) 

N 
(3, 13) > &% He = bj, 
s= 1] 


so daB die «; eine unitaére Matrix darstellen. 
Sind x, und ), zwei beliebige Punkte aus 22, so wird fiir alle Drehungen W 
N 


N 
(3, 14) x Ky, ; (Lo) Kn,j (Yo) 2 Ky, j (MU Lo) Kn,j (A Yo) - 
j j 
Der Ausdruck der linken Seite ist daher invariant gegeniiber Drehungen der 
Kugel und kann somit nur vom Skalarprodukt (rz, ),) abhangen, so daB 

N 
(3, 15) p> Kaj (Xo) K,, (Yo) F (Lo : Yo) 
wird. 

Zur Bestimmung dieser Funktion bilden wir die Verallgemeinerung der 
LEGENDREschen Funktionen und betrachten ein homogenes, harmonisches 
Polynom L, (r) vom Grade n, das rotationssymmetrisch beziiglich der 2? 
Achse ist und fiir 2! = 2? — --- e?-1=0; a? = 1 den Wert + 1 annimmt. Aus 
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der durch (3,6) bestimmten Rekursion der Koeffizienten a; entnimmt man, 
daB L,, (rt) auf diese Weise eindeutig bestimmt ist. Dann definieren wir durch 


(3, 16) L,, (t) = r" P, (p; 2b) 


die verallgemeinerten LEGENDREschen Polynome zur Dimension p, die reelle 
Koeffizienten besitzen. 


Aus ihrer Definition entnehmen wir 
(3, 17) P, (p;1)=1; P, (p; — 1) = (-— 1)". 


Setzen wir in (3,15) p) = (0,0,...0,1), so wird F(t.) eine Kugel- 
funktion, die rotationssymmetrisch beziiglich der x?-Achse ist. Auf Grund 
der Invarianz gegeniiber Drehungen wird daher 


N 
(3, 18) » &u,3 (Xo) Ky, j (No) c, P, (p; (Xo Yo))- 
j=1 
Zur Bestimmung von c¢, setzen wir ft, =, und finden durch Integration 
iiber (2 
ws . 

(3, 19) » J \Kn,j (ho)? do =c,fdw=ca,, 

ji-1 Q Q 


wo @, die Oberfliche der Einheitskugel in p Dimensionen darstellt. Damit 
erhalten wir aus (3,18) das Additionstheorem 


, as v N(p; 
(3, 20) >) Kn,j (fo) Kn, 5 (Yo) Ati) P,,(P; (Eo Mo))- 
j=1 Pp 
Jede Kugelfunktion K,, (r,) 1aBt sich in der Form 
N 
(3, 21) K,, (fo) » 5; Ky, ; (Lo) 
j=1 
darstellen. Es ist daher 
N 
(3, 22) [\ Ky (t)"?}do= Sb, 
Q j=1 


N 
8,23) [Ky (tol? 2° 


vt a 2 N(p; _ 
de Kn, ; (£0) ‘ iP =) K,, (fo) |? da. 
? j= 1 wo 2 


} P 


Weiterhin wird mit (3, 21) 


f P,.(P; (Lo Yo) Kn (0) d wy, f P,.(P; (Lo Y0)) Kn (Yo) d wp, 
2 


(3,24) *° . 
®) y ? 
N a Kp, j (Lo) ? 
j-- 


so daG fiir alle Kugelfunktionen der Ordnung n 


N » » 
(3, 25) ——f P,(P; (£0 Y0)) Kn (Yo) 4 wy, = Ky (Lo) 
p2 


Bezeichnet A (t) eine fiir 1 > ¢ > — 1 stetige Funktion, so stellt 
(3, 26) {4 (30 90) Pa (P; Lo Yo) dy; 32 = 4 =} 
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als Funktion von ft, betrachtet, eine Kugelfunktion der Ordnung n dar, die 
sich bei Drehungen mit 4, als Fixpunkt nicht andert. Es ist daher 
(3, 27) SA (80 90) Pn (P; (Lo Mo) 4 My, = An Pa (DP; (£0 d0)) » 

a 
wo A, nicht von g und rt, abhiangt. Multiplizieren wir beide Seiten von (3, 27) 
mit X,, (t,) und integrieren beziiglich x, iiber 2, so wird nach (3, 25) 
(3, 28) JA (30 Yo) Kn (00) d Wy, = An Ky (So), 
Q 


wobei hier 4, nicht von der Wahl der Kugelfunktion K,, (y,) abhingt. Setzen 
wir daher speziell K,, (t)) = P,, (P; 4 fo), 80 folgt 


(3, 29) Zz fA (Zo No) Pn (DP; (Lo Yo)) d @y, - 
Zur Ausfiihrung dieses Integrals setzen wir 

(3, 30) Ho = tty + V1 — # vf 

mit 

(3, 31) (o>)? = 1; ro 08 = 0, 


so daB yf die Punkte einer (p—1)-dimensionalen Einheitskugel beschreibt. 


Dann wird 
p—3 


(3, 32) dw, =(1—#) ® dtdap-1, 


wo dw, das Oberflachenelement der Einheitskugel in p Dimensionen darstellt 
Damit ergibt sich 
Lemma 2): Ist f (t) stetig fiir |t}< 1, so wird 
ff (Lo Yo) Kn (9) d wy, = An Ky (Lo) 
Q 


mit 


+1 
An * wp—1 f f(t) P,(pst)(l—#@) 2 dt. 


Fiir f (t) = 1 und n = 0 wird bekanntlich 


{1\,/[—p-1 
p—8 r(5)r( 5 


(3,33) m1 f a-e) bia wm. 
und daher mit w, = 2 
> 
(3, 34) wy - oe. 
r(3) 
§ 4. Darstellung der P,, (p; t). 


Mit Lemma 2 wird nach (3, 4) fiir n + m 
p—3 


1 
(4, 1) f Pa (p;t) Pp (p;t)(1—#) 2 dt=0. 
=f 


*) Diese Formel tritt bereits bei E. Hecke, Math. Ann. 78, 398 (1918) auf. Vgl. auch 
A. Erpetyt, Math. Ann. 115, 456 (1938). 
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Nun stellen die Ausdriicke 


EB  | d\n a42—3 
(4, 2) ae)? (pYa-#" F =p, 
Polynome vom Grade n in ¢ dar, die fiir n + m 
+1 a * 
(4, 3) JS Pn (t) Pmt) 1—#) * dt=0 
l 


erfiillen, wie man durch partielle Integration erkennt. Da P,, (p; t) durch die 
Orthogonalitatsrelationen (4,1) bis auf einen konstanten Faktor eindeutig 
bestimmt und 





hg \" “+ 2) 
9\n = 
(4, 4) Pn (1) = (— 2) P (2—1) 


r ii. I 3 - . 
(4,5) Py (pit) =)" en ee (7) a—e)" 
n+ 








ist, wird*) 





' 
“a 








i] 





9 


Fiir p = 3 ist dies die Formel von Roprigugs. Damit folgt: 
Lemma 3: Ist { (t)n mal stetig differenzierbar, so folgt 


rs | p—3 


Sf{OP.(psiQ—#) 2 dt 
‘ —] 
aye) 

2 r(n Fé p—) 
Fiir f (t) = t” wird also 


amd yt fot Se) i 
(4, 6) fe P. (p:t) (1 ats cry" 3 Pia )retn 








+1 n+ 
fm@oa-—e# 2 dt. 
—1 








Es sei nun 


- 1 
(4, 7) Se" G7"**4 yo Cp—1 


der Ortsvektor der Punkte der Einheitskugel 2,_, in (p— 1) Dimensionen. 
Stellt ¢ den Ortsvektor in p Dimensionen dar, so ist fir p > 3 


(4. 9) : f (a? 4 


@ : 
“p 1 25_) 


i(x Yo))” d My, 


ein homogenes, harmonisches Polynom vom Grade n, das sich bei Drehungen 


*) Diese Polynome stimmen daher, von einem konstanten Faktor abgesehen, mit 
den GEGENBAUERschen Polynomen iiberein. Es ist nach W. MaGnus und F. Oper- 
HETTINGER, Formeln und Siatze fiir die speziellen Funktionen der Mathematischen 
Physik, 8S. 78, 1943, 





I'(p—2)T'(n4+1) = = 
Pn (p;t) rip—2+n) Ch (t). 
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die die x?-Achse festlassen, nicht andert und fiir z} = z?=--- = g?-!= 0; 
x? = 1 den Wert + 1 annimmt. Es wird nach Lemma 2 aus (4,9) 
p—4 


@, _« aan 
(4, 10) —2—*  f (ap +ieV1— (ary (l—s*) 2? ds, 
Wy J 


so daB 
41 p—4 


(4, 11) P, (p;t)=—2= f (t+isVI-#yP(i—s) = ds 


@y—1 —1 





wird. Daraus folgt fiir l1=>t=>-—1 








o +1 Syn -—a-sa--) a 
(4, 12) | P, (p; t)| : _Op—-2 f e2 nl ( )( ) (1 — 8%) 7) * 
@y—1 —1 
und mit 
(4, 13) In [1 (1 — s?) (1 — #)] s — (1 — 8?) (1 — #) 
a. eee —= 
(4,14) |P, (p;t)| <2 e BO at) F ads. 
®py—1 0 


Durch die Substitution t = 1 — s? erhalten wir 























415 .  @&ag 8 -F0-Mr 2 4 
(4, 15) |Px (p; t)| <—— ~{e . t * (l—t) "dt 
p- ) 
und mit 0< y< 1 
y a-m: 25 
"p—2 = — —(1—t*) 
P, (p;t)|<—==*| /— : eee {a-n fdr 
Oy 4 F yl -y» J 
(4, 16) ‘(2 —2 
p—2 (1 — y) $ . 2 9 ya-My 
Op 1 p--2 v 


pa] 


so daB eine Konstante B, derart existiert, daB 





(4, 17) P,(p;t)\< : 


[n(l—#)] * 
ist. Aus (4,11) ergibt sich 


o—¢ 
@y 9 E ‘ t \/ ' - 2 
ar Pn (pit) ———-an | (1—is———)(t+ is V1-AP* (1-4) * de, 
dt Wp} J yli—# 
(4, 18) ; 
und wir erhalten 
1 —) +1) ‘ ee n yes 4 
(4, 19) -— ll (p; )| ~~ — a {f |t+isyl- | ti —s*) 2 da. 
dt c 1 ~l—# 


Wegen 
(4, 20) lt +isVI—P| <1 
wird also 

n 
— 
Die Abschatzungen (4.17) und (4.21) gelten dabei wegen (2.14) fiir alle p => 2 


(4, 21) LSP ' (p;t) 
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§ 5. Die Besselfunktionen ganzzahliger und halbzahliger Ordnung. 
Es sei wiederum fr der Ortsvektor in p Dimensionen und 4, hier der Vektor 
der Punkte der Einheitskugel 2. Dann stellt 


(5, 1) a f eb) K,, (9) d @y,= Wa () 


®, Q 


eine Lésung der Wellengleichung 


(5, 2) AYn t+ Yn = 9 
dar. Nach Lemma 2 ist 
(5, 3) Wn (£) = Cn (vr) Ku (Eo) 
mit 
oo , +1 p—3 
(5, 4) C, (r) » —— fevtP, (p;v(l—#) 2 dt. 
a» 1 
Aus 
(5,5) \ ® Ky (fo) = Ky (9) Ar” + 1” A Ky (fo) 
(5, 6) \ —), - rP 1 m=n(n + p—2)r-? 
folgt 
- _ n(n+p—2) , 
(5, 7) A Ky (tq) = — ——3—_ 4 (0) 


r2 


so daB ¢, (r) wegen (5, 2) der Differentialgleichung 














p Ln —] , . n(n + p — 2) ro 
as cc Pohe + (1 2OtP—M) 2g 
geniigt. Es ist ¢, (r) eine ganze Funktion von r, so da& 
2-—p 
(5, 9) Z.(=ar * J ; p—2 (r) 
2 
wird. Nach (4, 6) ist 
.( P) 
' I ) 
- tr\n 2 
(5, 10) t, (r) ( ; a. - 
r (» + >) 


Durch Koeffizientenvergleich folgt daher 

















_ ap 1 l +l p—3 
r 5 __ fe e—2 (r) 7 (Pat — f eirt P. (p,t)(1—#) 2% dt. 
(5, 11) = | 2 ) ime 2 
Es sei nun p= 2¢ + 2. Dann folgt aus (4, 5), daB 
d \a = int 5 
(5, 12) Gya-e FP. eo, 


von einem konstanten Faktor abgesehen, gleich 
1 


5,13 ——-P, 2;t 
( ) yi—e +a ( ) 
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ist. Es wird daher aus (5,11) durch partielle Integration fiir p = 2q + 2 


2—p +1 ; ¥ 
(5,12) r® J pug (ry =A Ff eit PL, (2; (1-8) Fat. 
n — rf = 
Mit (4, 6) wird 
(5, 13) A (n,q)=—i-* (ir-*. 


Fir p = 2q¢ + 3 folgt entsprechend 





2—?P +1 
(5, 14) red p-2(r) a J eirt P, 9 (3; t) dt 
mit : 
(5, 15) B (n, q) ae *(¢r)-¢. 


§ 6. Die asymptotische Entwicklung. 


Wir kehren nun zu unserem eingangs formulierten Problem zuriick und 
betrachten die ganzen Funktionen U (r) mit 


(6, 1) AU+U=0 

und 

(6, 2) rP-l(\U (rty)Pdwos M?. 
2 


Als ganze Lésung der Wellengleichung kann U (r) durch die in jedem endlichen 
Gebiet gleichmaBig konvergente Entwicklung 


(6, 3) U (rt) =V2a Sime = J p—2 (r) Kn (ho) 


n=O ® 5 


dargestellt werden. Setzen wir mit c, > 0 
(6, 4) c= { |Ky (to) 2d ow, 
2 


so wird fiir jedes ganze positive 7 
r 








(6, 5) M?>1r?-1(\U(rt)?@dwoS>2ar Dd |\J  p_se (r)\* ey. 
Q a=a6§ 8 
Da nach (1, 8) 

a ‘ _— —] J ] 
(6, 6) J, eae (nr)? S208 (7 — Po~a—n5)+0(5) 
ist, ergibt sich fir 
(6, 7) A Eats; ee? > ee 

. r 9 2 
(6, 8) lim 227, 5G \J »-2(7,)/2?=2 > G; 
x —> 00 n=0 si ieee a n=0 
so daB aus (6, 5) 

: ~~ 2 1 a 

(6, 9) Las 
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folgt. Nun ist nach (3, 23) 


» /N(p; 
(6, 10) Ky (to)| $ ¢m |/—E. 
Pp 
Aus (3, 8) entnehmen wir 
(6, 11) N (p; n) = O (n?-2). 
Nach Lemma 2 ist 
K YK, (9) da A, (6) K,, 
(6, 12) [ n (Xo) Jo, a (to) Wy, Ay, (0) (Xo) 
De =1 
mit 
1 _P- 3 
(6, 13) dy (6;) = py f(L—#) 2 Py (p;t)dt. 
6, 
Wegen (4, 5) wird daraus 
Pp 1 
5 Oy — a 
(6, 14) Ay (9;) aI —0;) * Py_1(p+ 2; 4). 
Nach (4, 17) wird daher mit konstantem A,>0 
- A, 2 + 
(6, 15) A, (4,)| S pie (1 — di) *, 


so daB mit ebenfalls konstantem A; > 0 
} 


(6, 16) Ay (5) Ky, (£9)! < Ane, m~* (1 — 8)? 
wird. Wegen (6, 9) ist daher 
(6, 17) D> An (4) Kn (Lo) 

n=0 


gleichmaBig konvergent und stellt eine stetige Funktion F, (x,) dar, und es 
wird 


(6, 18) [F; (£o)] 4, 2, ae (0,) An (2) Ky (Xo) = Fe (Lp). 


_ 
n=O 


Bilden wir fir p= 2q +2 


ox 


(6, 19) Po (8) adn (6,) An (52) Ky (Eo) Puag (2; 8) 

und fir p=2q+3 

(6, 20) V2 (8) Px) (81) An (42) Kn (to) Pn+e (35 8), 

so sind beide Reihen, als Funktionen von s betrachtet, fiir |s|< 1 gleichmaBig 


konvergent, und es ist wegen (4, 20), (6,15) und (6,16) mit konstantem 
A = A (4, 6.) 

dn (,) hn (dg) K,, (Xo) P;, +@ (2; 8)| = 
(6, 21) 

hu (d,) de (03) K, (Xo) P; r@ (3; 8) = 
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so daB die Reihen fiir gy, (s) und wy, (s) in 1 > s > — 1 gliedweise differenzierbar 
sind und |1 — s* 3 (s) sowie 1 — s?y3(s) im abgeschlossenen Intervall 
1>s>— 1 stetig sind. 

Aus (5, 12) folgt wegen 


p—1 


(6,22) r = Uy(r¢)=V2ar Ye An (4) An (OI = _ g(r) Ky (Ep) 
n=0 ad ae a 
fir p=2q+2 
p—1 Be +1 ~ 
(6, 23) r = U,(r te) i-@\r J e'* p(s) (1 —s*) *ds 
1 


und fir p=2q+3 
Pp l +1 
(6, 24) r * Ug(r%t)=i-t*r J ewe (s)ds. 
1 





Auf (6, 23) ist die in § 2 unter Lemma 1 benutzte Entwicklung anwendbar, 
so daB fiir r> « 


p—1 1—p p—1 
(6,25) Fy ng.) = ers F (1) $e-"" i Fg (— 1) +0(1) 
wird. Nun ist aber 
(6,26) P, (3; 1) = P, (2;1)=1; P, (3; — 1) = P, (2; — 1) =(— 1" 
und daher mit (6,18) wegen K, (— t,) = (— 1)" Ky, (tp) 
(6, 27) P2 (1) = Fe (Lo); Ye (— 1) = Fa (— &)- 


Aus (6, 24) wird durch partielle Integration 


l +1 
(6,28) rf e'’*w, (s)ds = i—1e'w,(1) + te-"y, (—1) +14 f e'’? we (8s) ds. 

1 1 
Da w(s) fiir 1 > s > — 1 stetig und von — 1 bis + 1 absolut integrierbar ist, 
wird 

, +1 . 
(6, 29) lim f e'r* we (8) ds=0. 
r-> co 1 


Wir erhalten daher 
Satz 1: Ist U (x) eine ganze Lésung der Wellengleichung 
.0+U0=0 
in p Dimensionen, die der Bedingung 


yp—l f U (rt)? dos M* 
Q 
geniigt, so besitzt U (x) die in jedem endlichen Gebiet gleichmapig konvergente 
Entwicklung 








U(rt)=V2a Si*r 2? J p_2 (r) Ku (Eo); 
n 0 at —_— 


und es ist nach zweimaliger 6-Mittelung fiir r > « 
p-—1 l—p p—l 
r 2 Ug(rt)=e't * Felt) tet 7 Fe(— ft) +0(1) 
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mit 
co 


F, (to) = X ([ Ka (to)]o,),- 


n=0 


Es sei noch bemerkt, da8 diese Entwicklung bei mehr als zweimaliger 
Mittelung offensichtlich erst recht gilt*). 


§ 7. Die asymptotische Entwicklung spezieller Lésungen der Wellengleichung. 


Wir setzen wieder 





(7, 1) U* (rt) = V2 Site = J ys (r) Ky (to) 


mit beliebigem ganzzahligen 7' und fiihren 
s 
(7, 2) F* (to) = 3) Ky (to) 
n=0 
ein. Aus 
(7, 3) Ar" Ky (fo) = Ky (fo) Ar” + 1" A K, (fo) 
folgt wegen 


. asl a. metiat 
(7, 4) Ar > © aid . n(n + p—2)r"-2 
= £ — l » 

(7, 5) K,, (Lo) a” (n + p — 2) K, (2p) 


Bezeichnen wir mit Ag den BELTRAMIschen Operator zweiter Ordnung 
auf £2, so ergibt sich aus (7, 5) fir r= 1 


(7, 6) Aa K, (fo) = — 2 (n + p — 2) K, (£0). 
Es wird daher 
T 
(7, 7) Ag F* (tq) = — 3) n(n + p— 2) Ky (fp) 
n=O 
und 
z , 
(7, 8) Ag F* (— %) = — J (—1)" n(n + p — 2) Ky (tp). 
n 0 


\2ar 21\2 
(7, 9) 2) 
ih eile. 2 | era ,) (sara) 
mit 
p— 1 \(— 2)...(2— (28 = ty 
(7, 10) (> 1) Y ry (> 5 





(v, #) = 

‘) Es wurde von G. Heraiorz bemerkt, daB die in Lemma | ausgesprochene Beziehung 
bereits gilt, wenn von f (t)in |t| < 1 lediglich Stetigkeit und beschrankte Schwankung ver- 
langt wird. Da ¢, (t) diese Eigenschaften besitzt, kann die in Satz 1 formulierte Entwicklung 
bei gerader Dimensionszahl schon nach einmaliger Mittelung bewiesen werden. 
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folgt fir » = n+ 





Ret 1 | ‘ (p — 1) (p — 3) 





+ 2x — 3) (p—2x — 
.|n (n+ p—2) , (pr 2% s x »), 


Fiihren wir daher die Operatoren 
l 

















i (p—1)(p—3) ‘ (p+2x — 3)\(p—2x —1) 
ais)?” m! 4 a a}... [4 4 —"9 
A(p;9)=1 

ein, so wird 

p—1 aie. ae 

r 2 U*(ry)=V2ar Sit  y_2 (r) Ky (Eo) 

n=0 Tr 
1—p m 1 \* y 

— 15 rs “a er - ) F* (yr 
(7, 13) i Pt: ral A (p; x) F* (2p) 

p—1 m l | 

ee i =e y - +) F* e) 4 ' 

SZ (sp) A i F* (- 2) O(a): 


§ 8. Die Polynome P,, (2,t) und P, (3, t). 


Zur Ubertragung der Entwicklung (7, 13) auf die Klasse der von uns unter- 
suchten ganzen Lésungen der Wellengleichung benétigen wir noch eine Reihe 
von meist bekannten Eigenschaften der Polynome P,, (2,t) und P,, (3, t), die 
wir hier kurz zusammenstellen wollen. 

Es war nach (2, 14) 








(8, 1) P,, (2, t) = cos (n are cos t) 
sowie nach (4, 5) 
] 
. : ] \” I =) . : d \n 2 n 
P, (2,0) = ry) e)* (ay) | 
(8, 2) I ( n . ) 
. , ~]\n l d \n an 
P, (3, t) ={ >) I (n+1) (az) re 
Aus (8,1) entnehmen wir mit t= cosg;0S gy s2 
» € » so sin  ¢ 
(8, 3) 77 P, (2,a=2 =e 
so daB fiir n l 
(8,4) —2—-P% 1 (2, t) —+--P_-1 (2, t) = 2008 p= 2 P, (2,¢) 
na - n— 
und 
n 
(8, 5) P, (2, t)=n Y(1— (— 1)"*’) P; (2,6) 
j=0 
wird. Andererseits ist fiir 7 < n 
+1 41 
(8,6) f P, (3, t) P; (3,t)dt=1—(—1)"* i. f P,, (3, t) Pj(3, t) dt. 
“1 1 


Mathematische Annalen. 124. 7 
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Hier verschwindet das Integral der rechten Seite, da P; (3, t) ein Polynom 
vom Grade j — 1 < n darstellt. Es wird daher wegen 


+1 9 
(8, 7) [ ||P; (3,0) %dt STITT 

1 “) 

: l 4 : 
(8, 8) P;, (3, t) = = 3) (27+ 1) [1 — (— 1)"*4] P, (3, t). 
“j=0 

Da 
(8, 9) P,, (p, t)| = P, (p, 1) = 1 





ist und die Koeffizienten der Entwicklungen (8, 5) und (8,8) nicht negativ 
sind, ergibt sich fiir p = 2,3 und beliebige ganze k 


(k k 
(8, 10) P,, (p, t)| =| Pa (p, 1). 
Aus den bekannten fiir 0 < r< 1 und l1<t=+1 giiltigen Entwicklungen 
l — 
> In(l — 2rt+ 7?) 5! r® P,, (2, t) 
“a —. & 
(2 | | ) n 1 
. 
(l—2rt+r?) *= JD’ r* P, (3, t) 
n 0 


wird fiir t l s l=s>0 








9 
: ~ ~ ‘ n > 
In (1 r) 5 In(1 7 >) ae P,, (2, 1 ¢) 
(8, 12) 
sre ; S* an p ¢« R 
] - —(1 (l 7 a" r. (3, 1 8). 


Durch einfache Abzahlung folgt aus (8, 5) und (8, 8) 
(8, 13) P (2,1) = 0 (n2*); P® (3, 1) = O (n24). 


Daher wird fiir 0 <r l 





(k— 1)! (2 r\' gl, P21 
ae - l r 24 ab 1 nm : “ (- . 
1 \ 
(8, 14) rk + 5) . 
2 (2 +) 
at PS yn pig, 1), 
r| } (1 r)~ n=O 


r{ : ) Ih + n) 








(k 1 \A 2 
Pp’ (2, 1) (>) 
(8, 15) m r{k4 a) Pn — k 1) 
yk) ye 1 \* r (k+n+1) 
Pn (3,1) (3) Tike+)P(n—k+)) 


folgt. Wegen des symmetrischen bzw. antisymmetrischen Verhaltens der 
Polynome wird daher fiir k => | 


PY 2, +1 pte( sj AS 
(3, 16) Z 


P® (3, 


n? [n* — 1]... [n? — (k — 1)?] 
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Hieraus folgt nach (8,10) wiederum (8,13). Wir merken aber noch an, daB 
diese Abschitzungen durch 


a n2t-1 
> wf 2 <j) 9 
(5, 17) Ps (p, t) = I wae Pp 2,3 
mit geeignetem D ersetzt werden kénnen, wenn wir in (8, 5) und (8, 8) 
; n 
(8, 18) P;, (p, t) an 


benutzen. 


§ 9. Die héheren Glieder der asymptotischen Entwicklungen. 
Nach (6, 12) ist 





(9, 1) «+ [Ky (fod), - - "J, An (01)... An (On) Ky (Lo) 
und nach (6, 15), (6, 16) mit geeignetem D > 0 
c P(h—1) 

(9, 2) An (5) « - - An (8,) Ky (Lq)! S D = n 2 
Es ist nach (7, 6) 
(9, 3) a Ky, (Xo) n(n + p— 2) K, (Xo). 
Bilden wir daher fiir p = 2 q + 2 
(9, 4) Pn (8) = D Ay (b,) . . - An (6n) Kn (£9) Paige (2, 8) 

n=0 
und fir p=2q+3 
(9, 5) Wn (8) = DY dn (0) -- - An (On) Kn (£0) Pn+a (3, 8), 

n 0 
so sind beide Funktionen wegen (8, 13) fiir 
(9, 6) belts 

Pp 
k-mal stetig differenzierbar. 
Setzen wir 
(9, 7) F, (Lo) = 3) dn (6,) .. - An (On) Kn (Lo); 
n=O 
so wird 
@, (1) = Fy, (Lo); Gn (— 1 —1)/F : 

(9, 8) Ph ( h (Lo)s Pr ) = (— 1° F, (— %) 


wn (1) = Fy (L0); wa (— 1) = (— 1) F, (— t)- 
Wegen (8, 16) und (9, 3) wird 





] 
(9,9) gf (1) =( 


9 





und 





/ a 
(9, 10) gy (—1) =(- aaa ») 
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da 
. p—2\?_ , K L@etK 
(9, 11) 3 .a| Ay (Le) = (n + Gg)? A, (Lp) 
ist. 
Es sei nun gj (s) ein Polynom, das den Bedingungen 
(9, 12) ph (4+ 1) pt (+ 1) 
fiir 
(9, 13) inte= 
P 
geniigt. Dann wird 
+1 +1 1 
f értg, ®(l—#) Ff dt= f ert gg) (L—#)* ats 
(9, 14) , 3s - 


f e'* ( , (t) — gh (t)) (1 _ #2) bat. 


Durch Deformation des Integrationsweges wird aus dem ersten Integral 


m | an 1 01 2 } 
= i { er2 (1 —2*) *(z+ 1)"dz-4 
(9, 15) n=O , 1+0-i 
9, Li 5 Ate 
ce ff erz(l—2*) *(z—1)"* dal, 
mM! 140i 





wobei die «, und #, wegen (9,12) gleich den Ableitungen von q, (t) an den 
Stellen + 1 bzw. 1 sind. Setzen wir im ersten Integral z 1+ 7t, so 
erhalten wir wie tiblich 
x 1 m 
e-irife-t(2it+ ey) *( 3 
oe n' 
0 n=0 . 


Ln 


(it) dt 


(9, 16) 


m 
s e—tr l yy An LO l )). 
| = ae rn r™ +1 


wobei die A, als Linearkombinationen der «, mit 0< 1 < n auftreten. Ent- 
sprechend erhalten wir durch z = | + it fiir das zweite Integral 


| y7 Bn ity") de 


. » t 9. 2 ? 
ser | e—™ (— Zt + &) Pe 
0 n=0 , 


Pp = Bu 
tet? l | 5 B, a @) I )); 
| > —. rn yr” +1 


wobei die B, als Linearkombinationen der £, mit 0 < 1 < n auftreten. 


(9, 17) 


Es waren die a, und /; die k-ten Ableitungen von gq, an den Stellen — 1 
bzw. + 1. Nach (9, 9) und (9, 10) folgt daher, daB A, und B, fiir n < k in der 
Form 
A, = O (p, n) Fy (— fo) 


B,, = Of) (p, n) Fy, (£9) 


(9, 18) 


dargestellt werden kénnen, wobei 0") (p, n) und O'*) (p, n) Operatoren dar- 
stellen, die als Polynome vom Grade n in Ag geschrieben werden kénnen. 
Die Berechnung dieser Operatoren fiihren wir zunichst nicht durch, sondern 
wenden uns dem zweiten Integral in (9, 14) zu. 
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Wir setzen fiir komplexe z= t+ is mit s>0 und lL>t2-— 1 
1 


(9, 19) Xo (r, 2) = eff* (1— 24) *, 


wobei das Vorzeichen der Wurzel so gewahlt sei, daB 1 — z* an der ,,Ober- 
seite“‘ der reellen Achse zwischen — 1 und + 1 nicht negativ ist. 


Durch 

(9, 20) Xe (”, 2) f m-107,04C 

definieren wir dann Funktionen ;, (r, z)s die nach (2, 22) 
1 

(9, 21) 4% (7, Z)| + or ir-| * 

geniigen. Da im Streifen |t}< 1; s=>0 

(9, 22) Vl—zi>Vs 


ist, gilt weiterhin wegen (2, 24) und (9, 21) 


Q 92 > 

(9, 25) Xx (; 2) th 

Aus (9, 20) folgt schlieBlich 

(9, 24) a tn (r, 2) = xe—1 (1, 2)- 


Damit wird durch k-malige Integration 


= | 1 


f e'? (1 — t?) * [q, (t) qh (t)] dt 


1 


(9, 25) , 
? d \F * 
(— 1 f xe (r,t) (“—) (on ® — gh) at. 

Fiir 

OL. 
(9, 26) ee pe pik a 

P 

ist wegen (8,17) die Funktion g, (s) in |t}< 1 k-mal stetig differenzierbar. 
In l>aZSt=f> 1 ist sie (k + 1)-mal stetig differenzierbar, und es existiert 


1 
” ms (b+ 
(9, 27) f oh? @ldt. 
1 
Unter der Voraussetzung (9, 26) kénnen wir daher die rechte Seite von (9, 25) 
noch einmal partiell integrieren und erhalten wegen (9, 21) und (9, 23) 
+1 


9, 28 f ert —ey7? » (t) — pa ()] dt =O ; 
( ) fe ( ) * [qp (t) — oa (4) (a7) 


Nach (5, 12) ist aber in Erweiterung von (6, 23) fiir p= 2q+ 2 
p—1 


¢ +1 i 
(9,29) ® On(rey=Vs i-eVr f ee ge (—sty fae. 
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28) werden daher die Glieder der asymptotischen Entwicklung 


Wegen (9, 2 
Pp 1 
* = U (rf) bis zur Ordnung —; einschlieBlich durch die Ausdriicke (9, 18) 
nach (9,16) und (9,17) bestimmt. Diese asymptotischen Entwickiungen gelte 
. Nach (7, 13) ist 


yon ? 

aber auch fiir die in § 7 betrachteten Funktionen U* (r x9). Nach (7 
p—t 1—p k 

; . h ad to) ; wv LG 2 tr _)" A \P Fi (Lo) ' 


? 


+ 30) 
p 


4 ir ¥ 


] k 
_ Str) A (p; n) FF ( Co) - 0(ax) 
wobei Uf (r x) und Fy (r,) durch h-fache Mittelung aus U* (r x.) und F* (r,) 

mit Hilfe von (9,16) und (9,17) gebildeten Ausdriicke fii 


entstehen. Da die 
die Funktionen U* (r x,) mit (9, 30) iibereinstimmen miissen, erhalten wir fii 


h 1+2 cet und p=2q+2 
Pp 
p— 3s =? i 1 \n 
r * U(r Zz) ; 2 ef p . } A (p; n) F, (2p) 
(9, 31) —_ “eo wei 
ae. "XI ray) Alp; m) Pi (— %) 4 o(-r) 
; a 2k+1 
2q+3 wird auch y, (s) fiir k>1+2 —" 
1)-ten Ableitungen fiu 


Im Falle ungerader Dimensionen p 
| k-mal stetig differenzierbar, wahrend die (k 





in |t}: 
alle ¢t 1 stetig sind und 
+1 
(9, 32) f wit 1) (t)\ dt 
existiert. Nach (5, 12) ist aber analog zu (6, 24 
p—1 1 
(9, 33) r * Uy(rt))=i-*r f ey, (dt, 
1 
woraus durch partielle Integration 
p .° k+1 —1\s 
yr 2 T F (r Yo) i-dr ait 5 | —} yi" 1) ( 1 J) 
R+1, ay 
QO 25 2 Gre’ i oon « s(n 1) 
(9, 35) 2 | oa } yy (— 1) 
+1 
( 1)* 24-4 k ly k { eftt (4 (t)dt 
1 
folgt. 
Es ist 
+1 
9, 36) lim f eitty(t+) (t)dt=0, 
T> x 1 
da y+" (t) fiir 1 > t 1 stetig und von — 1 bis + 1 absolut integrierbar ist 
Aus (9, 3) folgt fiir p= 2q+ 3 
No K, (fo) = —n (n+ 2q+ 1) Ky (Lo) 
)] K,, (Xo) ? 


9, 37 
' , [(n+q)(n+q+1)—q(q+ 
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so daB nach (8, 16) 


fy 1 1 l ae , , 
(9,38) wi? (1) (=) TUTE) HT ta(q+ 1) —j7 Gj — 1) — Aa) F; (to) 
j 


> 


und 


(9, 39) wy? (— 1) (+) rir 1 I (a (q+ 1) —7 (Gj — 1) — Ag] Fy (— fp) 
wird. Mit (7, 12) ist daher 
(9, 40) y (+ 1) (5) A (ps0) Fy (+ Lo) - 
Damit erhalten wir 
Satz 2: Ist U (x) eine ganze Lisung der Wellengleichung 
U+U0=0 
in p Dimensionen, die der Bedingung 


rP f/f U (r Lo) 2dw < M? 


Q 


geniigt und die die in jedem endlichen Gebiet gleichmiBig konvergente Entwicklung 


U (rt) =V2% Limy FI, pz (r) Ky (ty), 


besitzt, so ist nach h-maliger 6-Mittelung fiir 





ob. 
bak +38 
Pp 
} 1 l—p k 1\s 
) 2 + ’ 2 ir Vy _— 7 » 
U;, () Co) t € | a A (p; v) Fy (Xo) 


~~ 


; 2 e-ir yo (=) A (p; v) F, ( to) +0 (5 ). 


Y lee 


wobei F), (xo) durch (h — 1)-malige 6-Mittelung von 


F, (Xo) » [Ka (fo)] 4, 


entsteht. 


§ 10. Vorgabe des asymptotischen Verhaltens. 


Den obigen Ergebnissen wollen wir eine solche Gestalt geben, daB es auf 
einfache Art médglich wird, eine Funktion U, (rt) zu bestimmen, deren 
asymptotisches Verhalten nach Satz 1 durch vorgegebenes F, (r,) bestimmt 
wird. 

Wir untersuchen dazu den Ausdruck 

Pp 1 
] ~ . , . 

J e' (Fede) Fi (to) d Wy,) 


Q 


(10, 1) U (r fp) | 


22 


mit stetigem F (y,). Nach Lemma 2 ist 


(10, 2) f ofr. ad K,, (Yo) d Wy, An K,, (Lo) 
mit im 

+1 p-—3 
(19, 3) hy = Oyp-1 f CP, (p,t)(L—#) * dt, 


1 
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so daB 


4 +1 p—3 
(10,4) eer) — aly (p; n) P,,(p; (foo)) f ef Py, (p, th (l—#) 7 dt 
n=0 %y = 
wird. Nach (5,11) und (3, 34) ist 
+1 i » 
(10,5) mp_1 f ef P,(p;t)(l—@) * dt=i(2n)*r * J ._ g(r). 


Wegen des analytischen Verhaltens von e'’+) konvergiert die Reihe (10, 4) 
samt ihren Ableitungen gleichma6ig, und es folgt mit (10,1) 


p—l 
i > I s r oir(fede) F \ 
\r Lo) | an je tates I (No) d Myo 
(10, 6) : a 
= co 2 — Pp 
V2x DK (er 7 J »-2(r), 
n=0 n -— 
wobei 
- , Nip;n) - . 
(10, 7) Ky (0) ey | Pa(P; (Lo Yo) F (9) d mp, 
w Q 
gesetzt wurde. 
Ist wieder c, > 0 und 
(10, 8) c=f K,, (%) 2 do, 


so konvergiert »'c,, und wir kénnen die Ergebnisse von Satz 2 anwenden. 


n 0 
Sollen die dort formulierten Entwicklungen ohne Mittelung gelten, so miissen 
an F (y,) stairkere Differenzierbarkeitsforderungen gestellt werden. Bezeichnen 
wir mit 7* F'(y,) den Gradienten von F (y,) auf 2, so wird fiir stetig differen- 
zierbare F (tj) 





T 
(10, 9) J y, . F (No) * 2K, (No) 2d @ 
|= 4 as 
fp) V*F (yo)? + S' |\7* Ky (09)?|}do—-2 SY f 7* Ky (9) 7* F (0) dom, 
{2 n=O j n=02 


wenn die K,, (,) nach (10,7) definiert sind. Es ist namlich 


(10, 10) [ 7* K,, (vo) 7* Km (Yo) do =n(n+ p—2)¢ 


é 


n nm 


Andererseits wird 


(10,11) ( 7* F (yo) -7* K, (yo) do = n(n p —2){ K,, (09) F (9) do. 


{2 


Nach (10, 7) und (3, 20) ist aber 


(10, 12) {F (Yo) Ky (Yo) dw Cn 
so daB aus (10, 9) we 
r 
(10, 13) ;iV* F (9) 2dw> Py n(n+ p 2) c. 


a 
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folgt. Fiir zweimal stetig differenzierbare F (y,) wird 


(10, 14) J LF (0) 4 Kn (00) — Kn (00) A F (09) ] do = 0, 


so daB >’ n4 c, existiert. Allgemein folgt somit fiir kmal stetig differenzierbare 
n=0 


co —~ 02 8 wp: 
F (y,) die Existenz von 3’ n** c,. Es ist aber 
n 0 
: . - TN (p;n) | <T) 
(10, 15) K,, (fo) | S en ——— =¢,0\n * }. 
A Pp 

Wir erhalten somit 

Lemma 5: Ist F (1) auf der p-dimensionalen Einheitskugel 2 k-mal stetig 
differenzierbar und ist 


so konvergieren die Reihen 
oP os . 
9 (8) = © Ky (9) Pn ¢ (24) 
n 


fiir p= 2q + 2 und 
y (8) > K,, (Xo) P,, +@q (3; 8) 
n 0 
fiir p= 2q+3 in |s| <1 absolut und gleichmdfig. Die Ableitungen p(s) und 
yi) (s) sind fir ik lin \si<l stetig, wihrend gp (8) und y (8) fiir si<l 





stetig und von 1 bis + 1 absolut integrierbar sind. 
Die Behauptungen folgen aus (8, 13) und (8, 17), da fiir p = 2,3 
( + Sf— 1 
(10, 16) [Ky (Xo) PR. g(p; 8)| 5c, O\n? 
sowie 
1) c E4t<3 
(10, 17) [Kn (Xo) Paig(p; #)|< aig O(n? 
1—s* 


ist. Damit ergibt sich 
Satz 3: Ist F(y,) auf der p-dimensionalen Einheitskugel 2 k-mal stetig 
differenzierbar und ist 


80 wird 





20r 








ee . es .. ] 
i 2 ent . —— A( -y F — 4 \ 
S Gazz) 4 F(- we) + of) 
mit A(p;0)= 1 und 


A(p; v) zs II a 2j— ve aod Sad bal. 
‘j= 





j= 
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Der Beweis verliuft genau wie in § 8 unter Benutzung der partiellen Inte- 
gration, wobei die Ableitungen an den Stellen + 1 und — | durch Differentia- 
tion von F (y,) und F (— y,) ausgedriickt werden. 


§ 11. Der Satz von Maenvs. 


Aus Satz 3 entnehmen wir, daB fiir k-mal stetig differenzierbare F (y,) 
mit k>1/2p+1 








r 2 : » 
—s | etT(keDo) F (y id o) : 
(11, 1) Gs] Z ° P 


4, 2 e'’ F (x5) i 4 2 . ir Ri Io) 4 o (1) 


ist. Zu vorgegebenem asymptotischen Verhalten kann daher durch die in 
(11,1) gegebene Integraldarstellung eine ganze Lésung der Wellengleichung 
gefunden werden. 

Im folgenden wollen wir die Frage der eindeutigen Bestimmung der 
Lésungen der Wellengleichung durch ihr asymptotisches Verhalten unter- 
suchen und beweisen zunichst 


Lemma 6: Jede ganze Lésung U der Wellengleichung A U + U = 0 mit 


lim {\U(rt)*da=0 


verschwindet identisch. 


Dies ergibt sich bereits aus Untersuchungen von F. Retuicn®) und laBbt 
sich mit unseren Bezeichnungen wie folgt beweisen: 





Es ist 
—a s—? 
(11, 2) U (rt) =V2% SK, (tor 2 J p_2(r). 
n=0 iii one 
Setzen wir mit beliebigem ganzen 7’ 
T 2-2 
(11,3) U* (rt) =V2a DK, (tor 2 J p—2(r), 
n 0 a+ > 
so wird 
- » . T 9 
(11,4) r?—"/ \U(r ty) *#dw>r?-!f |U* (rz) 2?dw = 2ar AGit » (r)\? 
2 Q n=O hae 
Mit 
(11, 5) r, = p+ x— 
ist daher fiir alle 7’ 
r . ,. 
2 Dex= lim 2ar, Sca\J  »_—2 (r,)|*: 
n=O x—> n=0 did, cme 
(11, 6) . 


< lim 2! f U(r, %)*do=0, 
 —>e0 2 
so daB U identisch verschwindet. 





5) Retuicu, F., Jber. dtsch. Math.-Ver. 58, 57 (1943). 
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Von W. Macnus wurde bemerkt, da® wegen der asymptotischen Beziehung 
(11,1) dieser Eindeutigkeitssatz fiir ganze Lésungen bereits aus hinreichend 
starkem Verschwinden in einem Halbraum geschlossen werden kann. 

Wir beweisen diesen Satz auf einem anderen Wege als W. Maanus, setzen 


~ 1 p 
(11, 7) y= we, tees + PCy; To = MO t+'*' + Wey 
und bezeichnen mit 2, die Halbkugel 

2 1 
(11,8) to= 1; re. 


Dann gilt 


Satz 4: Jede ganze Lisung U der Wellengleichung 


U+0 0 
mit 


lim r?-1 [|\U (rt)? do = 0 


r—> oc Q 


und 


r—-1 0 (r to)/?d wo < M? 
verschwindet identisch. 


Zuniachst ist namlich 


p—2 


(11, 9) r % U (r Lo) y2x yi" Ky (Lo) J p 2 (r). 


Da die Voraussetzungen von § 6 erfillt sind, kénnen wir F;, (ro), ®, (8) fiir 
h=> 1 durch die gleichmaBig konvergenten Reihen 


x 


F;, (Lo) hy (0,)--. hy (0;) K,, (Lo) 
(11, 10) — 
DP, (8) Zz An (0,) eee Ay (5) K,, (Lo) P,, (p; 8) 
n 0 


definieren. Nach (5, 11) ist 

















ted os +1 p—3 
(UL.11) wr = J p—2 (7) pe mY je & (p t) (1 - t?) 2 dt. 
2 \x r{ 5 >a 
so daB aus (11, 9) 
p—2 , 4 +) 258 
(11, 12) r * U;, (r Lo) - " @ | e''! D, (t) (1 t?) 2 dt 
© =) ? 
folgt. Es ist aber 
| P 3 
(11, 13) feire ») Ky, (Yo) d Wp, 7 Ky (fo) @p 1 f e'"’ P, (p;t) (1 - #) ’ dt, 
Q 1 
so daB wit 
p—! 
poe i oe 
(11 14) FF Usrid=(aq) — fermr Fa (ta) d mp, 


Oo 
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erhalten. Aus Satz 1 folgt andererseits 
p—1l 1—p p—l f 
(11,15) r 2 U,(rx.)=i 2 ef Fa (t.) +i 2 e-‘* F,(—%)+0(I), 
wobei das Restglied gleichmaBig beziiglich aller Richtungen fiir r + oo gegen 
Null geht. 
Sind 4, und 6, die Mittelungsparameter, so folgt aus 
(11, 16) lim r?-! [ |\U (rt) ?#da=0 
roo Qs 


wegen (11, 15) 
(11,17) F(t) = far | 20] >= 6,71 — (6,)* + 6, V1 — (4, . 


Setzen wir 

1 2-2 
(11, 18) y (6) = mp_-1f(l—#) 7 dt, 
so stellt dieser Ausdruck den Flacheninhalt cer bei der Mittelung mit dem 
Parameter o jeweils iiberstrichenen Fliche auf 22 dar, und es ist wegen det 
Stetigkeit von F, (r,) und U, (r x9) gleichmaBig auf 2 


. LF, (f0)] 52 [U, (r £o)] de 





(11, 19) pene > (8) F, (Lo); ba » (bs) U, (r Xp) - 
Aus (11, 17) folgt daher 
(11, 20) F, (to) =9 fir |x| => Yl — (6,)?. 
Nun ist 
1 p—3 
y (6)=o,-1f/(l1—#) ? dt 
é 
(11, 21) 1 p—3 @ = 
opi ft(l—@) 2 dt=—9——(1 — 4)-3 
. 3 p—il 


und somit nach (6, 14) fiir | 46; < 1 
dn (8) | 
y (9) 


Daher wird mit den laufend benutzten Bezeichnungen des § 6 


(11, 22) 


2 we =~ | 4a [2 2 l 
l, 2a =_ F 2da | ¢ <—- 
( >) y (0) | Z 1 (Eo) es a=0! ? es 


gleichmaBig fiir 6|< 1. 
Wegen (11, 20) folgt daher 





1 }?, . . a l . ‘ ae 
(11, 24) ar 2 e'' (Fede) F, (9) d w * < 5 M?\w, — 2y\y1 — 5 }), 
da F, (y») nur fiir xb < V1 — & von Null verschieden ist und 
(11, 25) w, —2y(V1 — 6) 


—— 1 er , 
der Inhalt der Teilfliche ,z9| < Y1— 6? von 22 mit 


(11, 26) lim (o, - 2y (V1 — &)) = 0 
o—1 
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ist. Aus der Stetigkeit von U, (r x) folgt 


on ° [U (r te} ]s - 

9 tal MB! - 
(11, 27) bee > 18) U (r Xp) 
so daB wir nach (11, 24) und (11, 26) 

(11, 28) U (rt) = 0 


erhalten. 
§ 12. Zusammenfassung. 
Die vorstehend mitgeteilten Ergebnisse kénnen als eine Beschreibung des 
Verhaltens der ganzen Lésungen der Wellengleichung in der Umgebung der 
singuliren Stelle“ r = co aufgefaBt werden. 


Es ist ja bekannt, daB r = oo fiir die Differentialgleichung 
(12, 1) U+U 


eine andere Bedeutung hat als etwa fiir die Potentialgleichung A U = 0, und 
man kann sagen, daB die Eigenart der von G. HerGLotz und W. Macnus 
untersuchten Zusammenhiainge auf der Natur der singularen Stelle r= « 
und charakteristischen Eigenschaften der ganzen Lésungen von (12,1) beruht. 


Die verschiedenen Einfliisse lassen sich am Beispiel der Funktion 


V* (r x) yh itr F (HM 52 (r) Kn (to) +H p—2 (7) Kn (t0)) 


- n -___ an 
(12, 2) ‘ 2 


iibersehen. Hier stellt 7 eine beliebige ganze positive Zahl dar, wahrend 
1 ? 7 . : ; 
H;”’ (r) und HS” (r) die Hanxetschen Funktionen erster und zweiter Ordnung 


. . ‘ r(1) 7(2) : ° . 
bezeichnen. Die Symbole K,,’ (r,) und K;,” (x9) seien im allgemeinen verschiedene 
Kugelfunktionen der Ordnung n in p Dimensionen. 


Dann ist fiir r> 7, > 0 
(12, 3) y* V*—0 
und 
(12, 4) rP—-1 (| V*(r Lo) 2dwu M?. 
Die Funktion V* (rx) hat also in der Umgebung von » © das von uns 


verlangte Verhalten. Aus den asymptotischen Entwicklungen 








(1) 2 é(r-->-=) | 45 1_@ ») | 
H,’ (r) ¢ - 4/ | ‘ we il L)| 
125 amr anno (— 2#F) 
{l2, 0) 
H® 2 \? = z) [ a4, (v, m) l 
~~ r a = ae ee O r ' 
\ | es ln=0 (2¢7r) \ 4 


entnehmen wir dann analog zu den Betrachtungen des § 


‘ 


_ . — -]\n ast 
r ? V*(rg)=i * e'” 3 (5) Alps) FY (g) 


5) 
(12, 6) n=O -~tr 





a7 ’ l \n 
lee ese ~, b } A (P; n) F® (— Xp) + O(r ” 
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oder speziell fiir D l 


p—!l 1—p p—1 
(12,7) r 2 V*(ry,)—i 2 ef FO (+i 2 e-i PO (—y,) + 0(r-}) 


T T 
11) . pl oe > w(2) 
(12, 8) F (x5) é Ky,’ (to); F ” (Xo) d Kn’ (fo) - 
n=0 n=0 


Wahrend also fiir die ganzen Lésungen U der Wellengleichung mit 








(12, 9) rP—4 (| (rt)? do < M* 
{2 
das asymptotische Verhalten durch 
Pp 1 1 Pp Pp l 
(12,10)r * Og(rto)=t * ev Falko) +t 7 e—'* Fy (— oo) + 0 (r) 


besehrieben werden kann, ist fiir die in der Umgebung von r = co im Sinne von 
(12,3) und (12, 4) reguliren und beschrankten Funktionen ein solches Verhalten 
nicht zu erwarten, und es bleibt offen, ob die Entwicklung (12,7) im Sinne der 
in dieser Arbeit benutzten Mittelung auf die Klasse der fiir r > r, reguliiren 
und beschrinkten Lésungen der Wellengleichung iibertragen werden kann. 

Es ist V* (r ¢,) eine ganze Funktion, wenn 


(12, 11) F (x5) = F (x9) 


wird, so daB das asymptotische Verhalten (12,10) charakteristisch fiir dic 
ganzen und im Sinne von (12,9) beschrainkten Lésungen der Wellengleichung 
zu sein scheint. 


( Eingegangen am 22. Juni 1951.) 
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Ungleichungen zwischen den 
Quermafintegralen beschrankter Punktmengen. I. 


Von 


D. OHMANN in Frankfurt (Main). 


Zwischen den QuermaBintegralen W, (p = 0,1,...,) (siehe §1,1) kon- 
vexer Koérper bestehen im euklidischen R, bekanntlich die Ungleichungen: 


W> ‘=m Wr? (p,r=0,1,...,2; p>?r) 
(v, = Volumen der n-dim. Einheitskugel 2Q,). 


Eine méglichst groBe Zahl dieser Ungleichungen auf beschriinkte Mengen 
zu tibertragen, soll das Ziel einer hiermit beginnenden Reihe von Arbeiten 
sein. Da wir bei der Definition der QuermaBintegrale beliebiger Mengen auf die 
inneren und duBeren LEBEsGuEschen Mae der Normalrisse zuriickgehen, 
werden wir es danni mit inneren und auBeren QuermaBintegralen w, bzw. W,, 
zu tun haben, so daB uns als Ziel der Beweis der Ungleichungspaare : 


n—r p—r n—p rn--T p—? rn—p 
(1) Wy > Un W, W, > Un ’; - 
(p,r=0,1,...,%; p> 1) 


fiir méglichst umfassende Mengenklassen gesteckt ist. 

In dieser Arbeit beschrianken wir uns zunachst auf den Fall += 0; d. h., 

da w,(W,) mit dem inneren (iuBeren) MaB m,, (M,,) der betrachteten Menge 
0 0 n n £ 

selbst zusammenfallt, auf die Ungleichungen: 

. mn Pp n—p rh. Pp n—p 

(2) Wp — Un My WW p vn M,, 

Untersuchungen iiber das Auftreten von Gleichheit werden dabei einer 
spiiteren Arbeit vorbehalten. Dagegen wird eine Beziehung zur isoperimetri- 
schen Ungleichung: 

O \n M,\"-! 
0 (2) (8) 
@n Un 
(O= Minxowskische Oberflache; w, = Oberfliche von £2,) 


dadurch gewonnen, da8 wir zeigen, daB 
(4) O=nW, 


besteht; womit die isoperimetrische Ungleichung als Spezialfall verscharft 
in (2) enthalten ist. 

Das Haupthilfsmittel, das uns eine induktive Beweisfiihrung bei Un- 
vleichung (2) erméglicht, ist die in § 3 zu definierende Verkiirzung von abge- 
schlossenen Mengen, die eine geeignete Ubertragung der Bildung von Relativ- 
Parallelkérpern nach innen beziiglich einer Einheitsstrecke vorgegebener Rich- 
tung als Eichkérper auf abgeschiossene Mengen darstellt. Um die Bedeutung 
dieses Hilfsmittels hervorzuheben, sei bemerkt, daB uns die Verkiirzung im 
Verein mit integralgeometrischen Hilfsmitteln zu weiteren Ungleichungen (1) 
verhelfen wird, und daB sie ebenfalls zum Beweis des Brunn-Mrnkowskischen 
Satzes fiir abgeschlossene Mengen beitragen kann. 
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SchlieBiich sei noch auf die Schwierigkeit hingewiesen, die darin besteht, 
die zunichst fiir abgeschlossene Mengen bewiesenen Ungleichungen (2) auf 
das auBere MaB beliebiger Mengen zu iibertragen. Um diese Schwierigkeit 
zu umgehen, definieren wir in $1 eine verschirfende Art von Integralen als 
K-Integral (K = Konvex) und fiihren anschlieBend unsere gesamten Unter- 
suchungen fiir Querma8-K-Integrale. Die Ubertragung auf das auBere MaB 
gelingt dann mit Hilfe eines Approximationssatzes fiir Querma8-K-Integrale. 


§ 1. Vorbetrachtungen. 
1. Unter dem p-ten Normalri® A (&, . . . &,) einer beliebigen Menge A ver- 
stehen wir die durch p-dim. Ebenen vermittelte Orthogonalprojektion von .4 
auf eine zu den Richtungen §, . . . &, senkrechte (n— p)-dim. Ebene. Im Fall 
p 1 sprechen wir auch schlechthin vom NormalriB. Das innere (auBere) 
(xn — p-)dim. LenesaueEsche MaB des p-ten Normalrisses A (&, . . . ,) bezeichnen 
wir dann als inneres (auBeres) p-tes QuermafS von A mit m,_»(A; &,... &,) 
(M, (A; &...- §,))- 
SchlieBlich definieren wir das innere (auBere) p-te QuermaBintegral als 
unteres Lebesgue-Integral nach der Kusortaschen Formel: 
(5) w, (A) | __ Fw,_1(A;8)da, W,(A) 


v " 
n n lg nv, 1g 
n _ 


[ W,_1(A:£)do,, 


mithin als . "" {aches arithmetisches Mittel der (p — 1)-ten Quermab- 


n—l 
integrale der Normalrisse, wobei zur volistandigen Definition noch 
(6) wy (A) = m,, (A) W, (A) = M, {A) 
(7) w,, (A) =: U, W,. (A) = @, 


anzumerken ist. 

2. Zur Beschreibung der eingangs angekiindigten K-Integrale deuten wir 
die Funktion g (£) => 0 als Abstand von Ebenen E (£) der Normalenrichtung & 
von einem festen Ursprung 0 und bezeichnen den sicher nicht leeren und kon- 
vexen Durchschnitt der durch die E (&) definierten und 0 enthaltenden abge- 
schlossenen Halbriume als Rumpfkérper R, der Funktion g(&). Ist dann 
h (R,, £) die Stiitzfunktion von R,, so bestimmen wir das K-Integral durch: 
(8) kg (é) doa, fh (R,; €)do,. 

2 Q, 
n n 

Unmittelbar der Definition zu entnehmen sind dann die folgenden Formeln 

fiir K-Integrale: 


(a) kg (€) d Wy : fg (€) d Wy (g (é) = 0) 
2, 2, 
(b) . g (€) dw, = @, min g (€) (g (€) > 0) 
(9) My m 
(c) K > Iu (é) d On = _ £9, () d On (Gu (€) > 0) 
2, p=1 yu 12 
(a) §g(E)don— EF (E)do, = F (9 (€)—(€))do, 290 (9 (G)SNf(E)29). 
On n n 


Fiir die beziiglich ¢ monotone Funktion g (t, £) laBt sich aus (c) ableiten: 
b b 
(10) k fg(t,é)dtdo,2=f kg lt, é)da, dt (g (t, €) > 0). 


c 
2, 4@ a Qy 
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3. Ersetzen wir die unteren Lebesgue-Integrale der Formel (5) durch die 
entsprechenden K-Integrale, so wollen wir die sich daraus herleitenden GréBen 
als Querma8-K-Integrale mit w5 (W,") bezeichnen, so daB sich fiir diese ergibt : 


(5%) wf (A) =" — fw$_1(4; 8)do, Wj (4)=—-1 — § WF _1(4; 2) do, 
n—1 9, n—1G,, 
(6*) wi (A) = m, (A) Ws (A) = M,, (A) 
(7*) wp (A) = vy WR (A) = »,. 
Im folgenden werden wir nun (2) fiir Querma8-K-Integrale in der Form 
(2*) wy” >um, Ww," >v mM,” 


beweisen. 


Da aus (9 a) sofort 
(11) wes Wy WisW 


folgt, ist (2) sicher in (2*) enthalten. 


Pp 


4. Zur spaiteren Benutzung stellen wir zusammen: 
a) Aus A c B folgt fiir die Normalrisse: 


A (6,..-&)¢ B(é, ... &). 


b) Die Normalrisse einer abgeschlossenen bzw. offenen Menge sind wieder 
abgeschlossen bzw. offen. 
c) Die Querma8B-K-Integrale besitzen die schwach-additive Eigenschaft, 
da aus A Cc B folgt: 
wy (A) < wy (B) Wy (A) s We (B). 


d) Fiir abgeschlossene und offene Mengen failt das innere und duBere 
QuermaB-K-Integral zusammen. 

e) Besitzt eine beschrinkte Menge positives inneres (iiuBeres) Mab, so 
lassen sich fiir ihre inneren (fuBeren) QuermaBe und die inneren (aiuBeren) 
Querma8-K-Integrale der Menge, sowie ihrer Normalrisse positive untere 
Schranken angeben. 

Wihrend sich dabei a) und b) unmittelbar 2us der Definition der Normal- 
risse entnehmen laBt, folgt d) aus b) und c) aus a) unter Beachtung von (9d) 


durch geeignete mehrfache K-Integration der Funktion g (&,... §,) 
we(B;&,:..&)) —we(A; §&..-&) 20 baw. G(é,...§,)= Ui 9(B;€.. €,) 
— W,(A4;§,..-&) 29. 


Lassen wir zum Beweis von e) die Beschrinktheit der Menge A darin 
Ausdruck finden, daB sie ganz innerhalb einer Kugel des Radius 9 liegen soll, 
so besitzt der Durchschnitt einer beliebigen p-dim. Ebene mit A ein p-dim. 
aiuBeres MaB, das nicht gréBer als v, o? ausfallen kann. Da wir dann aber mit 


S 


Mn (A; &...&) v, 0? (Mn—pl(A; & .- - &p) tp”) eine obere Schranke fiir 
das innere (auBere) MaB von A angeben kénnen, ergibt sich: 
“ x my (A) 5 r M,, (A) 
My —p (A; &-.. 5) p Myn—p(As&,---S)< 
Up 0 Up @ 


und daraus durch mehrfache K-Integration unter Beachtung von (9b) die 
Richtigkeit unserer simtlichen Aussagen. 
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§ 2. Der Approximationssatz. 

Fiir QuermaB-K-Integrale laBt sich folgender Approximationssatz aus- 
sprechen: 

Jede beschriinkte Menge A positiven auBeren MaBes laBt sich derart durch 
offene Mengen A’ > A approximieren, daB das auBere p-te QuermaB-K-Integral 
W,* (A) beliebig genau durch die QuermaB-K-Integrale W,*(A’) angeniahert 
wird. 

Zum Beweis benétigen wir einen Hilfssatz, den wir, wenn wir die zur 
Konstruktion des Rumpfkoérpers R, der Funktion g (€) > 0 in § 1,2 benutzten 
Ebenen £ (&) als ,.erzeugeride Ebenen*‘ bezeichnen, so formulieren kénnen: 

Der Rumpfkérper einer Funktion g (€) > 0 laBt sich beliebig genau durch 
konvexe Polyeder approximieren, deren Seitenflichen in erzeugenden Ebenen 
liegen. 

1. Beweis des Hilfssatzes: Wir bezeichnen mit die Menge der — offenbar 
den Rumpfkérper R, von g (€) > 0 enthaltenden — konvexen Polyeder, deren 
Seitenflachen in erzeugenden Ebenen von R, liegen, und mit S (é) den durch 
die erzeugenden Ebenen EF (£) und E (— &) begrenzten Parallelstreifen. Weiter 
sei PS (€) der Durchschnitt des Polyeders P¢ 8% mit S(&) und » (P) das 
Minimum des Breitenintegrals von PS (&) bei variablem & und festem P. 
Alsdann werde die Folge von konvexen Polyedern P;¢ $ (j = 6,1, 2,...) 
dadurch definiert, da®, von einem Grundpolyeder P, ¢ $8 ausgehend, P 

P. S (€,) statthabe, wobei é; jedesmal derart gewahlt sei, daB 

U (P,) —U (P41) = 4 (U (P) — pn (P)) 
(U (P;) = Breitenintegral von P, fh(P;;&) do, 


h(P ,, €) Stiitzfunktion von P,). a 

Die P; konvergieren dann gegen ihren konvexen Durchschnitt P*, der, wie 
der Konstruktion zu entnehmen ist, von keiner erzeugenden Ebene mehr ge- 
schnitten werden kann und daher mit dem Rumpfkérper R; identisch sein 
mu8B. Aus dieser Konvergenz der P.¢ $ gegen R, folgt jedoch schon die 
tichtigkeit des Hilfssatzes. 

2. Beweis des Approximationssatzes: Wir machen zur Induktionsvoraus- 
setzung, da der Approximationssatz fiir jedes p’ < p Giiltigkeit habe. Da 
er zudem im Fall p = 0 wegen Wi M,, richtig ist, bleibt zu zeigen, daB er 
fiir p’ = p seine Giiltigkeit behilt. 

esitzt die Menge A positives iuBeres MaB, so folgt aus § !,4¢ die Existenz 
einer positiven unteren Schranke fiir W,'_, (A; &). Daraus Jit sich aber 
wieder schlieBen, daB der Rumpfkérper Ry von W,*_, (A, &) innere Punkte 
besitzen muB. 

Nun approximieren wir Ry unserem Hilfssatz entsprechend durch ein kon- 
vexes Polyeder P,,, dessen Seitenflichen F,, (4 = 1,2...m), die die Nor- 
malenrichtungen &, haben mégen, in erzeugenden Ebenen liegen; so daB also 
fiir die Stiitzfunktion von P,,: 


(12) h (P.,; &.) = Wp-1 (A; &,) 

gilt, wihrend sich P,, derart wenig von Ry unterscheide, da 
~ > e Y% 1 

(13 h (Py: €) —h (Ry: &)< , 2 


bei vorgegebenem ¢ > 0 bestehe. 
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Die Normalrisse A (&,) lassen sich dann gema8 Induktionsvoraussetzung 
durch in gleicher (nm — 1)-dim. Ebene liegende offenen Mengen Ai, >A (&,) 
derart approximieren, daB 


(14) We_1(A;,) — We_1 (A; §,) < 6 
bei noch naher zu bestimmendem 6> 0 statthat. Fiir den sicher offenen 


Durchschnitt A’ der auf den A’, in der jeweiligen Richtung &, zu errichtenden 
offenen Zylindermengen gilt damit: 


A'2QA A (E,,) A’ (&,,) A, 
so daB sich wegen (14) ergibt: 
(15) Wy 1 (A’; &,) ¥.- l (A; &,) - dO. 


Ist schlieBlich P), aus P,, dadurch hervorgegangen, da man alle Seiten- 
flichen von P,, um 6 in ihrer Normalenrichtung nach auBen verschoben hat, 


m 


so ist der Rumpfk6rper Rjy zu W,*_ ,(A’; &) wegen (12) und (15) in P%, enthalten: 
(16) h (Rw; &)s h (Py; &). 


Nun kénnen wir aber dem Umstand, daB Ry und damit auch P,, innere Punkte 
hesitzt, entnehmen, da8 sich die Stiitzfunktionen von P;, und P,,, um héchstens 
eine GréBe 6x (P,,) unterscheiden, wobei x (P,,) = 1 ein lediglich von der 
Gestalt von P,, abhangiger Faktor ist. Indem wir iiber 6 durch 

as Sa. 
2x ( P=) Un 
verfiigen, ergibt sich also: 


h (Pm; §) h(P,;®)s ; . ad I 


2 Vy 
Damit folgt ans (13) und (16): 
(17) h (Ri; £) —h (Ry 38) Se- 2. 
Hat man aus (8) und (5*) noch ; 
Wt (A) -—+— [ h (Ry; &) do, 
n—1! 


n 





nett [fh (Rw: &) do, 


Q 
n 1 2, 


Wp (A’) 


nv 


erschlossen, so liefert Integration von (17): 


Ws (A’) — Wt (A) 


vD 


§ 3. Die Verkiirzung abgeschlossener Mengen. 


Die als Verkiirzung zu bezeichnende Abanderung abgeschlossener Mengen 
beschreiben wir zuniachst fiir lineare Mengen: Ist A’ eine lineare abgeschlossene 
Menge und (PQ) ein Intervall, das A’ enthalt, so laBt sich bei vorgegebenem 
t>0O im Falle M,(A’) >t der Punkt X auf (PQ) durch die Forderung fest- 
legen, daB das lineare MaB des Durchschnitts von A’ mit (X Q) um 7 geringet 


sein soll als das von A’: M,(A’(XQ)) = M,(A’) wahrend die Linge von (XQ) 


~ 


unter dieser Voraussetzung maximal ausfalle. Gibt & dabei die Richtung von PQ 
an, so bezeichnen wir den Durchschnitt A’ (X Q) der Menge A’ mit dem abge- 
schlossenen Intervall (X Q) mit A’(é't) und sagen, er sei durch Verkiirzung um tr 


1R* 
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in der Richtung & aus A’ hervorgegangen. Im Falle M,(A’)<t verabreden wir 
noch, daB A’ (é|r) leer sein s 1 und lassen dann bei einer beliebigen abgeschlos- 
senen Menge A des euklidischen Raumes die verkiirzte Menge A (&|r) dadurch 
aus A hervorgehen, daB wir alle linearen Durchschnitte von A mit den Geraden 
der festen Richtung £ um rt in dieser Richtung verkiirzen. 

Fiir die Verkiirzung einer abgeschlossenen Menge lassen sich folgende 
Eigenschaften angeben : 

1. Durch Verkiirzung einer abgeschlossenen Menge entsteht wieder eine 
abgeschlossene Menge. 

2. Bei aufeinanderfolgentler Verkiirzung in gleicher Richtung gilt: 

(18) A (&/t,; &/t,) = A (&/t, + T). 

3. Sind &, & und &, linear abhingige Einheitsvektoren, und ist &, | & und 
£, &, > 0, so enthalt der um 1, = Ty &, &) verkiirzte NormalriB A (&; &,/7,) den 
NormalriB A (&,/t,; &) von A (&/T9): 

(19) A (&; &,/t,) 2A (&/t 9; ). 

1. Fiir die Abnahme des Mafes gilt: 


(20) M, (A) — M,(A (E/x)) = f My—1(A (&/t; &)) dt. 
Im Falle n= 1 ist dabei M,_,(A (é&/t; &)) = 1 und A (é/r) als nicht leer vor 
auszusetzen. 


5. Fiir die Abnahme der Querma8-K-Integrale gilt bei nicht leerem A (é\7): 


Ma 





(21) Wt (A) — W,* (A (E/x)) >— f W;* (A (E/t; &)) dt. 

Nun zu den Beweisen: 

1. Wir haben zu zeigen: Wenn A abgeschlossen ist, gehért kein Haufungs- 
punkt von A (&/t) zu A’ = A — A (€/t). Dazu mégen die Punkte P; ¢ A (&/r) 
(j= 1,2...) eine gegen P* konvergente Folge bilden. Die Geraden G; der 
tichtung € durch P; konvergieren dann gegen die Gerade G* gleicher Richtung 
durch P*. Die Punkte P; trennen auf den Geraden G; jeweils eine Untermenge 
2; des Durchschnitts AG; ab, die den Durchschnitt A’G, enthalt und daher 
ein lineares MaB besitzt, das nicht geringer als t sein kann. Da die P; gegen P* 
konvergieren, hiiufen sich die linearen Mengen «; wegen der Abgeschlossenheit 
von A in der durch P* auf G* von A G* abgetrennten Untermenge «*. Wir 
diirfen daher bekanntlich folgern, daB auch das lineare MaB von «* nicht 
geringer als t ausfallen kann, womit sich P* aber gemaB der Konstruktion 
der Verkiirzung als zur Menge A (é/t) gehérig erweist. 

2. Die Richtigkeit von (18) folgt unmittelbar aus der Definition der Ver- 
kiirzung. 

3. (19) ist erwiesen, wenn wir zeigen, daB jede A (é,/7,) treffende Pro- 
jektionsgerade der Richtung € auch mit A (&; &,/t,) einen Punkt gemeinsam 
haben muB. ( sei eine solche Projektionsgerade und treffe A (&/17,) in P und 
A (&) im Punkt Q. Ist dann H, (Hg) die von P (Q) ausgehende Halbgerade der 
Richtung — & (— &), so ist wegen P € A (&,/t,): 

m, (A H,) = T, 
und da A (£) Hg die Projektion von A H, in der Richtung é enthiilt: 
Mm, (A (€) Hg) = To & & = 7, 


wodurch aber schon Q ¢€ A (&; &,/1,) erwiesen ist. 








bh. et hw 
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4.Zum Beweis von (20) unterteilen wir das Intervall (0,1) durch die 
N — 1 Aquidistanten Teilpunkte t, (¢,,, —t,=7/N) und erhalten dann durch 
Verkiirzung von A (é/t,) um t/N wegen der monotonen Abnahme von 
M,,_1(A (&/t; &)) jeweils: 

M,,_1(A( 


t 1; &)): M,,(A (€ t,)) - M,,(A (&/t, 1)) : a Mn 1(A (&/t,; €)), 


woraus durch Summation bei beliebig wachsendem N sofort (20) flieBt. 


Jr 


5. Wir erbringen den Beweis fiir Ungleichung (21) durch vollstandige In- 
duktion, indem wir voraussetzen, daB sie fiir jedes p’ < p richtig sei. Da sie 
fir p= 0 in (20) iibergeht, ist nur nétig, unter dieser Voraussetzung ihre 
Giltigkeit fiir p’ = p nachzuweisen. 

(21) fiir p’ = p — 1 auf die Normalrisse A (£) der abgeschlossenen Menge A 
angewendet, ergibt: 

n Pp 
n l 





{ We_1(A (6; &/4; €,)) dt. 


0 


(22) W,_1(A (&)) — Wy_1 (ACE; €,/7,)) 


Dabei sei bei vorgegebenem &, und é die Richtung &, von &, und é linear ab- 
hangig gewahlt und durch &, | & sowie &, &, > 0 bestimmt. Wegen (19) haben 
wir nun mit tT, = t & & und t, = t & &;: 


Wp—1(A (€9/t; €)) S Wo 1 (A (8; €4/t,)) 
Wy 1 (A (E5/t; &, &)) S We_1 (A (E; &/t,; &)), 
so daB (22) ibergeht in 
n 


Wt 1(A (&)) — W312 (A (Eo/t; €)) > —-f We-1 (A (Ents &, 


n 0 


Str 
rr 


)) 06, dt. 


Durch beiderseitige K-Integration iiber 2, erhalten wir dann unter Benutzung 
von (9d) und (10): 


N Vy 1(W,* (A) Wy (A (& T))) 
(23) - eo a I ae 
+ | & Wi 1 (A (Eo/ts &, &)) So Fd ond t. 
0 2Qy 


Wird ») von & und & linear abhingig angenommen und durch 7 | & und 
n & > 0 bestimmt, so spannen 7 tind &, die gleiche zweidimensionale Ebene 
auf wie £ und &,, und es gilt mithin 
A (&,/t; €, &) = A (o/t; &o, )- 
Mit der Abkiirzung 
ge (n) = We_1(A (Eo/t; &o, )) 
hat man dann 
(24) kW; 1 (A (& t;&;&,))& &,d Wn Kge (ym) FH dw,. 
i2n 2» 

Nun bezeichne h, (7) die Stiitzfunktion des (n — 1)-dim. Rumpfkorpers R, der 
Funktion g, (7) in seiner zu &, senkrechten (nm — 1)-dim. Ebene, so daB also 
K Gt (7) d Wn —1 j h, (9) d Wn —1 

) 2 
““n—1 n—1 


besteht, wenn 2,,_,; hier in der gleichen Ebene wie R, liegt. 
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h® (n) = he (n) & 1 stellt dann offenbar die Stiitzfunktion von R, im n-dim. 
Einbettungsraum dar. Da wegen h, (y) S g (y): 


hé (n) & ge (n) & 4 


besteht, ist R, damit im Rumpfkérper zur Funktion g, (7) & enthalten, so 
daB wir 


(25) €g. (n) Ende, = f hy (yn) Endo, 
Q»y 2n 
notieren kénnen. 
Dem rechts stehenden Riremann-Integral geben wir jetzt dadurch, daB 
wir € durch 7 | & und den Erhebungswinkel p = arc cos & » ersetzen, die Gestalt 


+ 2/2 
Shi (mn) Endo, f cos*-'@o f hy(yn)dan_idg. 
2, n/ Qn-1 


rw 





+7 
Unter Beriicksichtigung von { cos"~' dq 
. 


9 


w 
n—1 . ° a 
—ergibt sich also aus (25) 
wt 
n—2 


v 
c n 1 - 

kge (ny) Ey dw, a K 9 (yn) day l- 

2 n—2 Qy 1 


—. 
Wenn wir hierin g, (n) wieder durch W,"_ ; (A (&,/t; &o, 7)) ersetzen und (24) sowie 
, l ¢ » » 
W 1 (A (E g/t; &9)) =——————_ SOW 1 (A (Eg its So, 9)) d rns 
(a —1)9,, 3 
beachten, erhalt (23) nach Division durch n v,_ , damit gerade die gewiinschte 
Form (21). 


§ 4. Die Ungleichungen (2*) fiir abgeschlossene Mengen. 


Zur Vereinfachung der Formeln (20) und (21) fiihren wir fiir das beliebige 
Funktional F (A) die folgenden Abkiirzungen ein: 
F (rt) = F(A (&/t)); F(t; &) = F(A (&/t; &)) 
\ F =F (A)—-F(A (é/t)), 
so daB (20) und (21) die Gestalt 


(20*) A M, = f Ma_,(t; &) dt 


Tt 0 
(21*) N We>-—? (we@eadt 
T 0 
annehmen. 


Bei Verkiirzung einer abgeschlossenen Menge entnehmen wir dann aus 
(20*) fiir die Abnahme des Funktionals 


Pp n 
| ® =v") Wye?) 
die Abschatzung Yn vs tn 
ne 2 = Ss 
(26) \D2v, o—? A W* ——— t M,. 1 (&) 
t tT 


und, indem wir noch (21*) zu Hilfe ziehen: 


Pp 
. |) (Wp (t)\” ’ 
(27) A®2f [a2 ” W(t, &)— Ma_i(t,é) at. 


t 
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Zum Beweis der Ungleichung (2*) machen wir nun die Induktionsvoraus- 
setzung, da sie fiir abgeschlossene Mengen in den euklidischen Raumen ge- 
ringer als n-ter Dimension richtig sei, so da® fiir abgeschlossene Mengen 





Pp n p—1 
(28) We (t; &) > 0" : M,,_1 (t; €) *-? 
statthat und sich (27) damit zu 
| wou > = tet aw & 
(29) A®>/ |{-2”) v®—) Mn_i(t,&) "-! — Mn_i(t,&)| dt 


t Un 


ri) 
umformt. Da (2*) sonst trivialerweise erfiillt ist, konnen wir das MaB der be- 
trachteten abgeschlossenen Mengen noch als positiv voraussetzen, um aus 
§ 1,4e bei geeignetem a > 0 


(30) We (€) =a>0O 


fiir jede beliebige Richtung & zu folgern. 
Wahlen wir &, schlieBlich derart, daB bei vorgegebenem ¢ > 0 

,* ,* ~ 
W Pp u p—l (&o) 

Un Un 1 
besteht, was wegen (30) unter Beriicksichtigung von (9b) und (5*) méglich 

ist, so laBt sich daraus vermége (28) 

n Pp 
We (M1 0 


(31) -— (1 &) 


Un v, 1 ] 
gewinne?. 
Bei fest vorgegebenem t> 0 lassen sich jetzt die beiden Fiille unter- 
scheiden: 
n p 


a) JS teeta 4 _ M,,—1 (&4) 


n Pp 
b) W, o—? T ve P M, 1 (& 5) : 
T 


Im Fall a) ergibt sich wegen (26) A®=0. Im Fall b) finden wir wegen 

















tT 
p n 
Ws A Ws *-9 W*"-? unter Benutzung von (31) mit e < 1/2 
T T 
n Pp 
i | p—1 
Lo) as Un—1 n—1 
Wp < 21—— M,,—1(&) i 
t Un Un 
Unter Beachtung von (31) folgern wir daraus fiir ¢ < Tt: 
Pp p n p 
.— % ~{t = @ p al p—1 
Wp (t)\"~? M,_,(&)\ *—! = ° eae . eae 
(—220) (—-—— (1 —e) *-? —21——~— My _1(é,) *-', 
Un = Un 
so daB sich durch Einsetzen in (29) 
[ n Pp 
. Pp t n l n—2 
- ‘ n—1 aa 
PD | M, 1 (&) (I . (J a >) +2r - My, 1 (E>) ™ Li dt 
n 
t L 
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ergibt und daraus mit der Abkiirzung 





Pp PY os  S=—8 
(32) g (t,e) (, — (l- “=> ) we. if 271-—_-M* - 


(Mn —1 max M, _,(&)) 
die fiir den Fall a) und b) giiltige Ungleichung entsteht: 
(33) \@®@>-—rTg(t,e). 
tT 
Bei dieser Ungleichung kénnen wir die in § 3, 5. angegebene Bedingung, daB 
A (&/r) nicht leer sein darf, fallen lassen. 

Nun bestimmen wir, von einer abgeschlossenen Menge A, positiven MaBes 
ausgehend, die Folge abgeschlossener Mengen A, durch die Festsetzung, da® 
A,,, aus A, durch Verkiirzung um t> 0 in der Richtung & 
weils derart zu wihlen ist, daB bei festem ¢ (0 < ¢ < 1/2) 


(34) \ ® (A,) > — tg (A,:; 7, €) 


entstehe, die je- 


¥ 


fiir jedes »< N bestehe. Hierbei sei N durch M, (A,) > 0 fiir » << N und 
M,, (Ay) = 0 definiert. Beachten wir, daB aus der Definition (32) fiir A, Cc Ay 
die Ungleichung g (A,; t, €) < g (Ag; Tt, €) folgt und M,, (Ay) = 0 die Richtig- 
keit von ® (Ay) => 0 sicherstellt, so finden wir aus (34): 


(35) ® (A,) => —t Ng (Aq; T, €). 


Zur Elimination von N verfolgen wir die Abnahme von W,¥_,, die sich aus 

(21*) und (7*) zu 
Wr_1(A,) >T ta—1 
t 
ergibt. Da aus M,(Ay_,)>0 wegen § 1.4e auch W,*_;(Ay_1)>0 folgt, 
haben wir 
Wir (Ag) = (N — 1) te p_1, 

so daB (35) iibergeht in 
Wa—1 


2 
n 


® (A,) = t) 9 (Ag; T, €), 


was mit e + 0 und t + O gerade die Ungleichung (2*) ergibt. 

Die Bemerkung, daB wir zur Durchfiihrung der obigen Entwicklungen 
im Fall n = 2 die Induktionsvoraussetzung nicht bendtigen, geniigt schlieBlich 
zur Vervolistandigung unseres Beweises. 


§ 5. Ubertragung auf beliebige Mengen. 
1. Das innere Ma8: Wir approximieren die beliebige Menge A derart durch 

eine abgeschlossene Menge A’ c A, daB 
(36) m, (A) — M, (A’) <eé 
bei vorgegebenem ¢ > 0 ausfallt. Da zudem 

ws (A) = Wf (4’) 
besteht und gemaB § 4 Ungleichung (2*) fiir A’ gilt, ergibt sich 

ws (A)" = wh (my (A) — e)*-?. 


e + 0 liefert dann gerade Ungleichung (2*) fiir das innere MaB von A. 
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2. Das auBere MaB: Nach dem Approximationssatz von § 2 laBt sich die 
beliebige Menge 4 derart durch eine offene Menge A’ > A approximieren, daB 
bei vorgegebenem ¢ > 0 


(37) W,* (A’) — Wy (A) <e 
statt hat. Wenn wir nun noch 
M,, (A’) = M, (A) 
notieren und beachten, daB aus Abschnitt 1. die Giiltigkeit von 2* fiir A’ folgt, 
finden wir: 


(W,* (A) + e)" = vp M, (A)"-?, 


was mit e¢ + 0 in Ungleichung (2*) fiir das iuBere MaB von A iibergeht. 


§ 6. Die Ungleichung 02> nW,,. 

Zum Beweis der Ungleichung (4) benédtigen wir einige Vorbereitungen: 

Durchlaufen die Ortsvektoren 1, (r,) die Punkte der Menge A, (A,), so 
verstehen wir unter der Linearkombination A, = A, A, + A, Ag (A,; A, > 0) 
in gewohnter Weise die Gesamtheit der Punkte r, = 2, 1, + 2. 2. Die spe- 
zielle Linearkombination 

A,=A+T7Q, 

bezeichnen wir dann als AuBenmenge zu A im Abstand tr und definieren die 
Mrinxowskische Oberfliche wie iiblich durch den Grenzwert 


(38) 0 = lim | (M, (A,) — M, (A)). 


tO 





Da A, fiir t > 0 nach F. BEHREND') Jordan-meBbar ist, haben wir uns dabei 
auf das auBere MaB bezogen, um 0 méglichst klein und damit (5) méglichst 
scharf zu machen. 

Nun definieren wir eine zur Verkiirzung inverse Operation als Verlangerung 
in folgender Weise: Ist GA der Durchschnitt der abgeschlossenen Menge A 
mit der beliebigen Geraden G der festen Richtung &, so soll zur verlingerten 
Menge A (é/— tr) von @ aufer GA auch die dem extremen Punkt von G A 
in der Richtung & anzufiigende Strecke der Liinge t gehiren. Mit A ist dann 
sicher auch A (&/— t) abgeschlossen, und es gilt, da M,_—,(A (&/—; &)) 
auf (0, tr) konstant bleibt: 


(39) M,, (A (&/ — t)) — My (A) = t Mn_1 (A (6)). 
Alsdann approximieren wir die Einheitskugel 22, durch die sich aus den 


Einheitsstrecken EH, der jeweiligen Richtung &,(y=1...N) aufbauenden 


Linearkom bination 
N 


L=tDAE,, 


ae 


v=1 
derart, dafB bei beliebig vorgegebenem e > 0 
(40) 12, °C £,c (1 +e) 12, 


N 
bestehe. Um hierfiir >° A, auszurechnen, beachten wir, daB die Breite von 
y=1 


1) BEHREND, F.: Bemerkung zur Inhaltstheorie. Math. Ann. 111, 289—292. 
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N 
L, in der Richtung & durch t 3 A, | &, &| gegeben ist und daher 


” 1 


N 
2trstDAalééla(l+e)2t 
r=1 
statthat. Integration iiber Q, liefert: 
N 
(41) Oy, \ Un—1 Ps A, < (1 t £) Wy. 
1 
Ist dann A, die abgeschlossene Hiille der beliebigen Menge A, so wihlen 
wir die £,(yv=1...N) durch geeignete Drehung von L, derart, daS 
N 
> 4, My—1 (Ag; §,) den Mittelwert 
v=] 
l , FA J " ~~ a 
—- | A, Mn—1 (Ag; &) do, =—— W,, (Ay) A, 
Om Go v=) Un y= 
— 


nicht unterschreitet und sich mit Hilfe von (41) ergibt: 


(42) aA 


’ 1 


M,,—1 (Ag; &,) => n W, (Ag). 

Durch aufeinanderfolgende Verlangerungen werden nun nacheinander die 
abgeschlossenen Mengen A, = Ag (&,/— A, tT); Ag = A, (€2/— A, T)..- - Ay 

Ay_— 1 (Ex/— Ay t) gebildet, fiir die wegen A, Cc A, aus (39) jeweils 

M,, (A,) — M, (A, 41) => 7A, Mun_-1 (Ag; &) (y= 1...N) 

folgt, so daB wir wegen (42) 
(43) M,, (Ay) — M, (Ag) = nt W, (Ag) 
erhalten. 

Da wir der Konstruktion der Verlingerung jedoch 
A 


entnehmen diirfen und daraus 


int Ayaittd, E, 


Ay Ay T L 

folgt, erschlieBen wir aus (40) 
(44) Ay C Ag+ (lL +) 7tQ,. 
Nun ist noch zu beachten, daB die durch AbschlieBung von A gewonnene 
Menge A, sicher in der Menge A + e t 22, enthalten ist, so da® (44) in 

AyC A+ (14+ 2e)7tQ, 
iibergeht und sich (43) wegen A,2 A umformen l4Bt zu 

* [M, (A +1 (1 +2) Q,) — M, (A)] = 2 W, (A). 

t+ 0 liefert dann: (1 + 22) 02> n W,; d.h. wegen der Beliebigkeit von ¢ > 0 
gerade Ungleichung (4). 


(Eingegangen am 12. Juli 1951.) 
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Uber das Anwachsen 
der Lésungen linearer Differentialgleichungen. 


Von 
Hans Wirricn in Karlsruhe. 


In der linearen homogenen Differentialgleichung m-ter Ordnung 
ur™) - Am 1 (z) wim 2 J: «3s ff a, (z) w’ \ a, (z) w 0 


seien die Koeffizienten a, (z) = A, 2» +--+ Polynome vom Grade «,. Es 
sei ad, (z) +0, da sonst die Ordnung der Differentialgleichung erniedrigt 
werden kann. Nach dem Existenzsatz gibt es ein Fundamentalsystem 
w, (z), We (Zz), ..., Wm (z) von ganzen Lésungen, und mindestens eine der Fun- 
damentallésungen w; (z) ist ganz transzendent. Im folgenden wird durchweg 
angenommen, daB jedes w;(z) eine ganze transzendente Funktion ist. Uber 
die Ordnungen der Funktionen w,; (z) sollen einige Aussagen gemacht werden. 
Im AnschluB daran werden Wertverteilungseigenschaften der in |z| < oo ein- 
deutigen analytischen Lésungen der Riccatischen Differentialgleichung 
w’ = a(z) + 6 (z) w + w*, a (z) und b (z) Polvnome, untersucht. 

l. Es ist zweckmaBig, die gegebene Differentialgleichung in die Normal- 
form von FROBENIUS iiberzufiihren 
(1) z™ y™) 1 zm—1e, 4 (z) w™-D4+---+4+ 20, (z) w+ oo (z) w= 0, 
wobei ¢;(z) = 2"—/a,;(z) = A;z/+--- ein Polynom vom Grade g;= m+ a; —j 

m 1 

ist. Mit g = Max g; gilt also 
j 0 


C;(z) = cot cgizt:+++cjg2%, 7=90,1....,.m—1 und ec, (z)=l1. 


Zur Lésung von (1) macht man den Ansatz w(z)= 3’ D,z*. In den Re- 
0 
kursionsformeln fiir die Berechnung der Koeffizienten D,, treten die GroBen 
f, (x) mit folgender Bedeutung auf 
fy, (2) = Con t+ Cin © + Cone (2 —1) 4+°+++ Oma x(x l)...(a@—m™ l). 


Aus der Definition der c,,, folgt 


(2) c.,=90 fir w=0,1,...,.m—(k+1) und h=0,1,...,.m—1, 
also f, (x) = 0 fiir a= 0,1,...,.m—(h+1) undh=0,1,...,m l. 
Danach sind die ersten m Gleichungen 
Do fo (0) 0, Dy fy (1) T Dof, (0) 0,...,Dm ifg(m ap +***4 Doim 1(0)=90, 
die bei dem Lésungsverfahren von FROBENIUs auftreten, fiir beliebige Wahl 
der Dg, ..., Dm—1 von selber erfillt. Die naichsten Gleichungen 
(3) Dy, fy (nm) + Da—1 fy (nm Dy fn (0) = 0 


werden fiir n = m, m + 1, ,g betrachtet. Wegen f, (x) + 0 berechnen sich 
daraus D,,, Du +1,---,D, eindeutig als lineare und Dh Funktionen der 
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Anfangskoeffizienten Dy, ..., Dm—1- Die verbleibenden Gleichungen fir die 
Koeffizienten sind von der Form 

(4) Dy+ofo(¥ +9) + De+orh(e+9—-—) 4 etn, D, f, (v) = 9, vol. 
In (4) ist fiir alle » > N f, (v) + 0 (und auch f, (v + g) + 0) erfiillt. Beschrankt 
man sich auf diese vy > N, so liegt in (4) eine Differenzengleichung vor, die 
von O. Perron’) eingehend behandelt worden ist. Der genaue Grad von f, (x) 





sei m,, also Cm, in der Zahlenreihe con, C1, - - «> Cmh Aie letzte von Null ver- 
schiedene Zahl. In einer s, t-Ebene wird zu den Punkten P, = (s = h, t = mj), 
h=0,1,...,g, das nach der positiven t-Achse hin konvexe PutsEu xsche 
Polygon $ mit den Ecken P,= Py,, Pe,,---, Pe, = Py konstruiert. Nach 
O. Perron hat (4) ein Fundamentalsystem von g Lésungen, die in genau 
o Klassen zerfallen. Zur (o —j)-ten Klasse, j= 9 — 1,0 —2,...,0, gehdren genau 
‘ . . ; ; — log |D, 
€;4, — ¢, Lésungen, deren Verhalten. bei y + co durch lim “Tie — q; 
’ > oO 
Mes. 1 m, ; , — i . 
/ gegeben ist. Das gilt fiir jedes Lésungssystem und die daraus 
é ée 
j+1 


gewonnenen Linearkombinationen der (9 —j)-ten Klasse. Danach kommen fiir 
die Ordnungen 2 der ganzen transzendenten Lésungen w (z) = 3’ D, z’ von (1) 


0 
— log |D, 





I . , ‘ . 
wegen— — lim nur die Zahlen — 1/q¢,, — 1/q,....,— 1/¢, 1 in Frage, 
7 > los » 4 Jo hh Je £ 


yo 

und héchstens (e;,;—e;) linear unabhangige Integrale von (1) kénnen die 
Ordnung 4 = — 1/qg; haben. Da ein Fundamentalsystem von (4) i. a. nicht 
das volistiindige Gleichungssystem von FRoBENiIvsS lést, weiB man nach der 
angegebenen Konstruktion nur, daB A eine der Zahlen — 1/q; ist und héchstens 
mit der Vielfachheit e;,, — e; auftreten kann. 


2. Eine etwas andere Bestimmung der méglichen Ordnungen ist nach 


WIMAN-VALTRON?) auf dem Wege iiber den Zentralindex einer ganzen trans- 
zendenten Funktion w (z) méglich. Der Zentralindex n (r) ist bei gegebenem 
n 7?" = u(r) = Max D, r’ gilt. Ist ¢ 


s 


r= iz| der gréBte Index n, fiir den |D 


v 0 
so gewahlt, daB | w (Z) M (r) = Max | w (z)| erfiillt ist, dann lassen sich die 
2 r 
Ableitungen w(¢) durch w(t) und den Zentralindex n(r) ausdriicken: 


wi) (f) (“2 y w(C)(1+e;(¢)). Diese Beziehung gilt bei j = 1, 2,...,m 





fiir alle r, die nicht einer Ausnahmemenge A von héchstens endlichem loga- 
rithmischen MaB angehéren. Weiter ist e;(C) + 0 bei zulassigen ¢ mit |¢ + o 
erfiillt. 

Es sei nun die ganze transzendente Funktion w= w(z) Lésung von (1). 
Mit 2 = 1/z, y = 1/n(r) geht dann (1) iiber in 


(1 + O,, (x)) + Am—1 2°” ™—-1 y (1+ Om 1 (x)) ae 
+ Ay x?—% y™(1 + O,(x)) = 0, 


1) Perron,O.: Uber lineare Differenzengleichungen. Acta Math. 34, 109—137(1910). Uber 
lineare Differentialgleichungen mit rationalen Koeffizienten. Acta Math. 34, 139—163 (1910). 


*) Wray, A.: Acta Math. 41, (1916). — Vaxtron, G.: Lectures on the general 
theory of integral functions. Toulouse 1923. 
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giiltig fiir alle z, die nicht einer Ausnahmemenge 4, angehéren, 0; (x) > 0 bei 
r +0. Setzt man O; (x) = 0 und betrachtet 


. 9-9 
(5) M+ Ayn 12 m—lyt--+-+ Ap g—te y™ — 0 


fiir alle x, so wird durch diese Beziehung eine algebraische Funktion y = y (x) 
erklart, deren Zweige sich aus dem zu den Punkten Q; = (u=j, v= g — gm—j), 
j= 0,1,..., m, gehérigen Puiseux-Diagramm © in der w, v-Ebene bestimmen 
lassen. Da man hier nur ganze transzendente Lésungen w = w (z) betrachtet, 
interessieren zufolge des Zusammenhanges zwischen x, y und €, n (r) nur die- 
jenigen Lésungen, die der Bedingung y (x) +0 bei «> 0 geniigen, also die 
Lésungen y (x) = a x!" (1+ h(x)), a+ 0, 8 eine ganze Zahl > 0 und h (x) + 0 
bei «> 0. Nach G. Vatrrow gilt dann, wenn, wie angenommen, w (z) eine 
ganze transzendente Lésung von (1) ist. 


log M (r)= Arl™(14- H (l/r), O0< A<o, H(lr)>+0 bei r>-a, 


also A= s/m. Nur diese Zahlen s/m => 1/m kommen fiir die Ordnungen der ganzen 
transzendenten Lésungen von (1) in Betracht. Nach Definition der Zahl g 
gibt es mindestens‘einen auf der u-Achse gelegenen Eckpunkt Q, von © mit 
o =m. Hier interessiert nur der absteigende Teil Q,...@Q, des Strecken- 
zuges 2). 

3. Zwischen den beiden Diagrammen $§ und Q besteht ein einfacher Zu- 
sammenhang. Durch u = m — t, v = g — s entsteht aus §% ein Streckenzug © 
der u, v-Ebene, der nach unten konvex ist. P,, geht iiber in Q.; (m — m,,, 
gy —e;). Nach Definition von m, und nach Konstruktion von $ ist der Grad 
VON Cm, (2) gleich e;. Die Punkte Q., kommen also unter den nach 2. zu kon- 
struierenden Punkten Q, vor, d.h. die Eckpunkte Q., von © sind gewisse 
der Punkte Q,. Nach Definition der Zahlen m, in 1. gilt my= m, my, _, 
m l,m gx mM — 2,.. ., My, el Die Punkte (s g;,t 7) liegen also 


Im 


nicht oberhalb % und ihre wu, v-Bilder nicht unterhalb 9, d.h. die Punkte 
(); = (m — j, 9 — g;) liegen nicht unterhalb 2. Mit diesen Punkten Q; werden 


aber alle Punkte Q,, wie sie in 2. konstruiert wurden, erschépft. 0 ist also 
ein nach unten konvexer, die Punkte Q, Q, verbindender Streckenzug mit 
ler Kigenschaft, da keiner der Punkte Q; unterhalb dieses Streckenzuges 


liegt. © fallt mithin mit dem absteigenden Teil Q, . . . Q, des Streckenzuges © 
zusammen. Sind die Koordinaten der Ecken von © u = wu., v == v,, so sind die 
° v v; 1 ° . 
zulaissigen Ordnungen gegeben durch ———_, j =: 0, 1, .... 0 — ], und ihre 
u u z r 


j+ 

Vielfachheit ist héchstens v; — vj,,. Damit gilt der 

Satz: Geht man von der Differentialgleichung (1) zu der Beziehung (5) 
iiber und betrachtet von dem zu den Punkten Q; = (j:9 — 9m—j) gehdrenden 
Puiseux-Diagramm © den absteigenden Teil Q,...@Q,, so ergeben sich fiir die 
ganzen transzendenten Lésungen von (1) folgende Aussagen: Sind u,, v; die 
Eckpunktskoordinaten von ©, so fallt die Ordnung / einer ganzen trans- 

v.—v 
‘ j+1 

zendenten Lésung von (1) mit einer der o Zahlen ~’ zusammen, und es 
™ Uu u 


j ; 
gibt héchstens Vv; — Uj+1 linear unabhangige Liésungen dieser Ordnung 7. 








Z 
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Fig. 1 bzw. Fig. 2 zeigt das O-Diagramm fiir die Differentialgleichungen 


(1) w® + 22 w’”’ w’’ + (22+ 2z)w’—w=0 £db2w. 


(I) w 24 wht + 26 ay’ + 23 wy’ 3w' +2w=—d0. 

Beide Differentialgleichungen haben mindestens zwei Integrale der maxi- 
malen Ordnung A; = 3 bzw. Ay = 5. Da (I) keine Polynomlésungen besitzi 
und A; = 3 héchstens die Vielfachheit 3 hat, gibt es mindestens ein Integral 
von der Ordnung 2 = 1. 





7 























Ist die u-Koordinate von Q, gleich p S m, so sind fiir p = 1 alle Ordnungen 
der transzendenten Lésungen von (1) gleich g. Fiir p > 1 ist die kleinste még- 
‘ i al 

] l 


—— —, Maz 
p—l m ] 





liche Ordnung, die iiberhaupt vorkommen kann, 2 


. l . . 
DaB die Ordnung 2 = — : auch tatsichlich angenommen werden kann, zeigt 
m 


die Differentialgleichung 


yy™) (A,, , zm oe +) wim 1) 
<m 2 noe ,/ ’ 4 
Am —2 A, u A, w = 0, Ag + 0. 
Es gilt dafiir: ¢ m—j, fir 7=0,1],...,™m 2 und ¢ m 1, also 
dj m l 


J == Jy =m. Die Eckpunkte von & sind (up, v,) = (0, m), (u,, v,) = (1, 1) und 


. l J 
(%>, Vo) = (m, 0). A, = m | kann héchstens (m 1)-mal, A. a hdchstens 
ns . - mm - 


l-mal angenommen werden. Da jede Lésung w (z) = 0 dieser Differential- 

gleichung eine ganze Transzendente ist, gibt es genau (m 1) linear unab- 

haingige Lésungen der Ordnung m— 1 und genau eine Lésung der Ordnung 
l 

ry . ie Viale wd - .f > 9 1c » ¢ é 

| Fiir die Gleichung u Zu (z— 1) w = 0 ist g, = 2, 9 = 3, g=3 


und p= m= 2. Die kleinste Ordnung 2 = 1 wird auch hier angenommen, 
aaa (2 
wie man aus dem allgemeinen Integral w (z) = C, e + C, exp | > -2t)dt 


ersieht. 
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+. (1) besitze ein Fundamentalsystem von ganzen Transzendenten w, (z),... 
W», (z) mit den Ordnungen A,, A,, . . ., 2,,- Polynomlésungen sind ausgeschlossen, 
. ee * oy . . v bay v 

so daB also jede Lésung w (z) + 0 ganz transzendent ist. 1, ist gleich 


u == @ 
u+ 


w+ 
> 
2 ‘ ] “ 
und héchstens (v, v, +1) Funktionen des Fundamentalsystems haben diese 
m 


Ordnung. Die Summe 3’ erhilt von 7, héchstens den Betrag u, 41 — u 


7 — e=3 
Mithin gilt » ; 


»2 ut1— Uy) = Ue— Uy =u, Sm. Daraus folgt nach 
l } u=O 


Q 


m m 
dem Satz vom arithmetischen und harmonischen Mittel m< m?/ /°.—< ¥’j.: 
a7 an Aj 
1 4 I 
ep m gilt dann und nur dann, wenn alle 7. gleich sind, also 7 1 zutrifft. 
—_ j 76 j 
1 
Weiter ist dann wu, = m erfillt. Das Diagramm © mubB eine Strecke der 
Steigung | enthalten, da sonst 4; = 1 nicht méglich wire. Die Endpunkte 
dieser Strecke es sind Eckpunkte von © — seien (u;, v;) und (uj41, %41). 


Da es m-Lésungen mit der Ordnung | gibt, mul} v-—Vj41=>™ erfiillt sein. 
hi ? 1 
Wegen— 1 gilt also 
u u 
m v Vis] Uj sy usm oder ui, —U m. 


j 


© fallt also mit der Verbindungslinie der einzigen Eckpunkte A = (0, m) und 


; m zusammen. Nach Konstruktion von © ist fiir jedes wu ut, 
B= (m, 0) Nach K trukt § ef jed 
. erfillt. Es zieht also 


u 1,2 ,m, m “s9—-Jm—n m u Sins 


m 
die Voraussetzung »* 7 m a,=0 fir u=0,1,...,m—1 nach sich. Um- 


) 


gekehrt ist bei Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten fiir jedes 
Fundamentalsvstem A; = 1 erfiillt. 


Satz: In der Differentialgleichung 


w™ 4 ay _ (z) wD 4. +++ + 4+ a, (z) w’ + ag (z) w = 0 


m 


/ 


seien die Koeffizienten Polynome. Jede Lésung w = w (z) = 0 sei ganz trans- 
\ 5 \ 


zendent. Dann gilt fiir jedes Fundamentalsystem w, (z),..., w,,(z) von 
Lésungen mit den Ordnungen 2,, . . ., A», 
m 
(6) m : = A;. 
i 
m 
» ne m gilt dann und nur dann, wenn die Differentialgleichung konstante 


Koeffizienten hat 
Fiir w’ + a(z)w 0, a(z) {2*+---, ist n(r) cr! */2(] : h (r)) oder 
log M (r) = Cr'**? (14+ H(r)), also 2, + A, = 2+ a. Die Summe der Ord- 


nungen .**4. kann durch passende Wahl der Koeffizienten beliebig gro8 ge- 
i 
nacht werden. 


5. In der Riccatischen Differentialgleichung 


w a(z)+b(z} w + wv 
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seien die Koeffizienten Polynome: a (z) = ay z* +--+, b (z) = bg 2 
Jede Lésung von (7) ist in |z| < co eindeutig analytisch*). Sie hat, wenn sie 
nicht rational ist. unendlich viele Pole. Hatte nimlich w (z) nur endlich viele 
Pole, so wiirde bei passend gewahltem Polynom p (z) die ganze transzendente 
Funktion g (z) = p (z) w (z) eine Lésung der Differentialgleichung p (z) g 
p (z) g = a(z) p® (z) 4+- 6 (z) p(z)g +g" sein. Das ist aber nicht médglich, 
da in dieser Gleichung nur ein Glied mit der maximalen Dimension 2 auftritt. 
Alle Pole sind einfache Pole mit dem Residuum 1. Die ganze transzendente 
Funktion « = e*@ mit h (z) fw (z) dz, also w u'lu. geniigt der Diffe- 
rentialgleichung 


(8) u’ —bi(z)u’+a(z)u 0. 


Da jede Lésung u(z) von (8) von endlicher Ordnung / ist, folgt wegen 


w u’/u,daB auch jede Lésung w(z) von (7) von endlicher Wachstumsordnung 
Ps log T' (r, w) - 
A= lim ——— L ist*). 

ays iog Tr 


Ohne tieferes Eindringen in die Integrationstheorie von (7) bzw. (8) lassen 
ich Anssagen iiber die Wertverteilungseigenschaften der Lésungen von (7) 
machen. Dabei darf man annehmen, daB w (z) nicht rational ist. 





a ; b? (z) b’ (z) ‘ 
Mit v w +- b/2 geht (7) iiber in v a(z) 7 A n= = A(z)+ v* 
vv > ° . 
Aus x A (z) + —— folet, da auch viz) von endlicher Ordnung ist 
= 


0< m(r, v) < C logr oder m (r, w) = 0 (log r), giiltig fiir alle ry. Nun sei c eine 
beliebige endliche komplexe Zahl. Aus (7) erhaélt man w’ = a (z) + cb (z) 











w’ D (z) , 
c (aw c) (we c) b (z) (w c) oder - — b (z) w c¢ mit 
mw c w c 
D (z) = a (z) + eb (z) + c®. Zuniichst wird der Fall D (z) = 0 betrachtet. Wegen 
w’ l . 
m\r. 0 (log r) erhalt man m (r,w) < m{ _——} C, log r und 
w c u c 
| 
entsprechend m \r,——— } m (r, w) + C, log r oder 
u ¢ = 
] ] 
(9 m\1 —} = m (r, w) O(logr) dh. m{r,———) 0 (log r) 
w Cc w Cc 
giiltig fiir alle r und alle komplexen Zahlen c, sofern D (z) + 0 ist. Sind a und b 
a +b, zwei beliebige komplexe Zahlen, so gilt nach dem ersten Hauptsatz 
N (r, a) m (7. a) V (rv, b) m (r, b) + 0 (1) N (7, c) 0 (log r) und zu 
folge (9) N (r, a) + 0 (log r) = N (r, b) + @ (log r) = N (r, ©) + O(logr). Da 
0 (log r) : : : . . N {7, a) 
bei nicht rationalem w(z) —————— > 0 beir— ~ erfiillt ist. gilt also lim ———— 
N (r, co) vucnien  oe 
: — n(r,a) —— Nir.a 
1. Daraus findet man unter Beachtung von lim ——— lim ———— 
: n (r, b) a ee b) 

— nir.a , . n (r, a) . : 
i lim ™\"@) lim 1. Im Falle D(z) = © ist also 

> x n (r,b —> n (r, b) r n (r, b) 


Thi w (z) frei von defekten Werten: 6 (c) = 0 fiir alle c 


) ScuLesincer, L.: Theorie der gewéhnlichen Differentialgleichungen auf funktionen 
theoretischer Grundlage, 8S. 62—66. Berlin 1922. 

‘) Fiir Bezeichnungen und Ergebnisse vergleiche man NEVANLINNA, R.: Eindeutigs 
analytische Funktionen. Berlin 1936. Uniricu, E.: Uber die Ableitung einer mero 
morphen Funktion. Sitzgsber. preuB. Akad. Wiss., Physik.-math. KI]. 1929, 592—60s8. 
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D (z) = 0 ist nur fiir « = £ méglich. Ist « = 6 = 0, also a (z 
B, so erhailt man, wenn ¢,,c, die Wurzeln von A + ¢ B+ 


) = A und 6 (z) 
c? = 0 sind, 
(10) w' = (w—¢,)(w—e¢,) bzw. w'=(w—c)® bei c,=¢,=c¢ 

mit dem allgemeinen Integral 

€, — ¢, C exp (c, — c,) z cz+(cC—1) 


bzw. w (z) — se 


(10’) w (z) 





1 — C exp (c, — ¢,)z 


jedes nichtkonstante Integral (C + 0, ©) von (10) hat bei c,+ c¢, die beiden 
PicarDschen Ausnahmewerte c, und ¢,: 6 (c,) = d(c¢,)=1. Fir «= 6 +0 
kann bei D (z) = 0 wegen (c, — ¢.) b (z) 4 c—a=0 ¢, +c, nicht zutreffen. 
(7) hat die Form 

(11) w’=(w—c)(w+e+b) oder W'=W(W+2c+b) = W* + 0 (z)W, 
W = w—c und oe (z) = b(z)+ 2c. Mit W=— y’'/y erhilt man y” = 0 (z) y’ 
und daraus das allgemeine Integral von (11) in der Form 


(11’) 0) = ¢ —__ ae. 





C+ fexp (p (t)) dt . 
0 

Jede nichtkonstante Lésung von (11’) hat den Picarpschen Ausnahme- 
wert c: 6(c) = 1. Diese Tatsachen folgen im iibrigen auch direkt aus (10) und 
(11) ohne Bezugnahme auf die Ausdriicke (10’) und (11’). Nach dem Eindeutig- 
keitssatz fiir gewdhnliche Differentialgleichungen ist jede Lésung von (10), 
die ¢,,¢, bzw. c in einem endlichen Punkte der z-Ebene annimmt, identisch 
mit einer Konstanten (w = c, oder w= c, oder w=c). Jede nichtkonstante 
Lésung von (10) laBt also die Werte c, und c, aus bzw. nimmt den Wert c 
nur in z © an. Entsprechend sieht man bei (11), daB w (z) den Wert ¢ nicht 
annimmt. 

Es sei nun c ein Wert, der von einer Lésung w (z) der Gleichung (7) ange- 
nommen wird. Sind die ¢-Stellen z;, so gilt wegen w’ (z;) = a (z;) 4 cb(z,)+e¢ 

D (z;), daB im Falle D(z)+0O die Gleichung w (z)—c-=0 héchstens 
endlich viele mehrfache Wurzeln haben kann, was auch fiir 1/w (z) = 0 richtig 
ist. Es gilt also fiir alle c, die D (z) = 0 bedingen, 

N (r, c) 


(12) N,(r,c)=O(logr) oder #(c) lim 7a 





Toco 


Danach gilt fiir D(z) + 0)>°6(c) +3) 8 (c) = 0 und fiir D(z) =0 bei c, + 
tC, S(¢,) + db (c,) = 2, bei = c,=c¢ Jd (c) +38 (c) = 1. 

6. Die Tatsache, daB alle transzendenten Lésungen von (7) eine genaue 
Defektrelation erfiillen, 14Bt sich ebenfalls unmittelbar aus der Differential- 
gleichung ablesen. Fiir (10) ist das wegen 4 (c,) + 4 (c,) = 2 klar. 

Da alle Polstellen von w (z) einfach sind, gilt N (r, w’) = 2 N (r, w). Aus (7) 
folgt unmittelbar m (r, w’) = 0 (logr), also T (r, w’) = 2 N (r, w) + 0 (log r) 

2 T (r, w) + 0 (log r) oder 

‘ . T (r, w’) i 


T— oO 
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Zur Abschatzung von m (r, 1/w’) wird (7) n-mal nach z differenziert und durch 
w’ dividiert: 








n+1) n 1, 
—— - Sato 5 'F (\une + $ (9. 
, - r) T Zz r - - 
w w — Ww w —_ us w’ w 
# l u=0 


Daraus folgt 





(n) 1 Bi) i 
m (,, th bn Ak s (n+ 1) m(r, w) + C log r = 0 (log r) 


; 


w 
oder 
(m) , (nm) 
: a” + Ow l 
m (r, 1/w’) : m(r,>—1 7 | -m |r, ———— | + 0 (1) 
w a™ + A w 
p I -- 0 (log 
m ("aT He) * OMB), 


wobei a (z) + b™ (z) w+ 0 sein soll. Ist D(z) +0, so findet man daraus 
mit n = Max (a, 8) > 1 m (r, 1/w’) = 0 (log r). Fiir D (z) = 0, aber a= B21. 


folgt wegen a™ + b™ (w — c+ c) = D™ (z) + (w —c) ™ fiir n a 
m (r, Uw’) < mir a Se - 0 (log r) = m (r _*_| + 0 (log r) 
“ns \” a (w —e) ” { w=e7" 


Ist schlieBlich «= 8 =0 und ¢,+c, (nur dieser Fall interessiert, da sonst 
w (z) nach (10’) linear ist), so folgt aus (10) 


1» ] , l . 
m (r,1/w’) s m(r, =—x)+ m(r.———) + O(1). 





Wegen m (r, 1/w’) > m (r, ¢,) + m (r, c.) + 0 (log r) erhalt man also 
(14) m (r, 1/w’) = m (r, ¢,) + m (r, c,) + 0 (log r), 


giltig fiir alle r und jede nichtkonstante Lésung von (7). Daraus folgt wegen 
N (r, 1/w’) + m (r, 1/w’) + 0 (1) = T(r, w’) = 2 T(r, w) + 0 (log r) die Giiltig- 
keit von 


(15) N (r, 1/w’) + m (r, ¢) + m (r, ¢.) = 2 T (r, w) + 0 (log r) 
N, (r) + m (r, ¢,) -+ m (r, €9), 


weil hier N, (r) = N (r, 1/w’) + 2 N (r, w) — N (r, w’) = N (zr, 1/w’) erfiillt ist. 
Aus (15) erhalt man im Falle D (z) = 0 


N, {r) 





N (r, L/w’) s 
—————— Pa lim 
T (r, w) ?, T (r, w) 


r-ax 


DP 


to 


lim 

ro 
Fiir D (z) = 0,« — BP > 0 gilt wegen 6 (c)= 1 ®, = ® = 1. SchlieBlich ergibt 
sich fir « = 6 = 0 und ¢,+c, ®, = 0. Jede nichtrationale Lésung von (7) 
erfiillt also eine genaue Defektrelation 


®, + 


>” 6 (a,) = 2. 


os 
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Wegen N (r, 0) = N (r, ©) = T (r, w) 4 0 (log r) ist die Verzweigtheit O (x) 
der Stellensorte w= oo O(cwo)=1- lim an 0, also auch die Defekt- 
relation ®, + 3’ 6 (a,) + O (cc) = 2 erfilllt. Daraus folgt nach E. ULLRICH) 
fiir den Defekt 6’ (0) der Ableitung w’ (z) 6’ (0) St) Fe) also 6’ (0) = 0 
fir D(z)+ 0, & (0) = 1/2 fiir die Lésungen von (11) ‘und 6’ (0) = 1 fiir die 


Lésungen von (10) bei c, + c.. ZusammengefaBt gilt der 


Satz: Jede transzendente Lésung von (7) nimmt i. a. jeden beliebigen 


Wert a unendlich oft an, und zwar gleich oft in dem Sinne, daB fiir beliebige 
n (r, a) 





a und 6b gilt lim - 


p—>ar 
die der Bedingung D (z) == a (z) + cb (z) + c? = 0 geniigen. Nur die Lésungen 
der Differentialgleichung w’ = (w — ¢,) (w — ¢g), ¢, + Cg, haben zwei Picarp- 
sche Ausnahmewerte c, und c, und nur die Lésungen von w’ = (w —c) x 

(w+ c+ 6(z)) haben den Prcarpschen Ausnahmewert c. Sind a und 6 von den 
n (r, a) 


a rb) 1. Ausnahmewerte sind allein diejenigen c-Werte, 
r,0 


Ausnahmewerten verschieden, so gilt auch hier lim 
liebige a und b. Jede transzendente Lésung von (7) erfiillt eine genaue 
Defektrelation ©, + >’ 6(a,) = 2, und in allen Fallen gilt fir beliebige a 
? (a) 0). 


n (r, b) 1 fiir sonst be- 
, 4) 


Jede Lésung von w’ = a (z) 4+- w? mit « = 2 4 + 1 ist, wie man leicht nach- 
rechnet, transzendent. Da stets D (z) + 0 ist, hat jedes Integral w = w (z, C), 
unabhaingig von der Wahl der Integrationskonstanten C, die Eigenschaft 

n (r, a) n . . ‘ oan 
lim 7b) 1. Fiir jede Lésung u(z) +0 der zugeordneten linearen Diffe- 
nm (7T, 0 





rentialgleichung wu’’+a(z)u=0 gilt log M (r) = Cr+? (1+ A (1/r)) 
C 2+ (1+ H(1/r)). u(z) gestattet die Darstellung u (z) = e? ® g (z), wo- 

bei g (z) ein kanonisches Produkt und P (z) ein Polynom vom Grade h < 1 + 1 

ist. Mit g(z) hat auch n (r, 1/g) die Ordnung 3/2 + mw, und wegen n (r, 1/9) 
n(r,1/u)=n(r,w) < T(er,w)+0(1) folgt, zusammen mit 7 (r, w) - 
pii2+eu+e fiir 7 R (e), 


P —— log T(r, w) 3 
A lim, --——-— 


log r 2 


und zwar unabhangig von der Wahl der Integrationskonstanten C. 


x 


6. Fir lineare Differentialgleichungen w™ +- a, _; (z) w™- 

a; (z) w’ + dy (z) w = 0, a, (z) = 0, mit rationalen Koeffizienten erhilt man 
in den Lésungen, sofern sie in |z © eindeutig analytisch sind, Funktionen 
fiir welche die Ungleichung des zweiten Hauptsatzes von R. NevANLINNA in 
eine Gleichheit tibergeht. Da die eindeutigen Lésungen w = w (z) nur endlich 
viele Pole haben kénnen, gilt eine Darstellung der Form w = g (z)/P (z) 
g (z) eine ganze Funktion und P (z) ein Polynom ist. Mit g (z) ist dann auch 
w(z) von endlicher rationaler Ordnung. Ist c eine beliebige, von 0 und oo ver 
schiedene, komplexe Zahl und w= w (z) eine eindentige Lésung der Diffe- 
rentialgleichung, so folgt aus 


, wobei 





5) Vgl. Utiricn, E.: 1. c. *), 8. 603 Satz 4. 


19* 
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¢ a, (z) fm) 5 \ a uv 
<A = — a, (z) — * “(ow 


w c w c 





l ] 
m r,- clogr, also m (r, — ) 0 (log r) 
w—c w—c ‘ 


und daher bei 0 (log r)/T (r, w)>0 fiir r+co d(c)=0 fiir alle c+0,00. Da 
der Wert w= oo héchstens endlich oft angenommen wird, ist 6 (co) = 1. 
Aus WN (r,a) + 0 (logr) = N (r, b) + 0 (logr) = T (r,w) + 0(1) erhalt man 
: N (r, a) , n (r, a) 
lim ——— = lim ——— 
Pea (Yee ys 
Weiter findet man aus der Differentialgleichung nach Division durch w’ und 
Ubergang zur Schmiegungsfunktion m (r, w/w’) = 0 (log r). Aus m (r, 1/w’) - 

m (r, w/w’) + m (r, 1/w) + 0 (1) und m (r, 1/w) S m (r, w'/w) + m (r, L/w’) 4 
+ 0 (1) folgt zusammen mit m (r, w’/w) 0 (log r) 





1 fiir beliebige, von 0 und oo verschiedene, a und b. 


m (r, 1/w’) = m (r, 1/w) + 0 (log r) 


und ganz entsprechend 


m (r, w’) = m (r, w) + 0 (log r). 


Es ist also 6’ (0) = 6 (0), woraus sich wegen 6'(0)>6(0)+ > 6(c) auch 
c+ 0,co 


6 (c) = 0 fiir alle c+ 0, «© ergibt. Aus 


N (r, 1/w’) + m (r, 1/w’) = N (r, 1/w’) + m (r 1/w) + 0 (log r) = T (r, w’) 4 


j 


+ 0 (log r) = m (r, w’) + 0 (log r) = m (r, w) + 0 (log r) = T (r, w) + 0 (log r) 


folgt 
N (r, 1/w’) + m (r, 1/w) + m (r, w) = 2 T (r, w) + 0 (log r), 


giiltig fiir alle r. Dafiir kann man wegen 2 N (r, w) — N (r, w’) = 0 (log r) auch 
schreiben 


N, (r) + m (r, 0) + m (r, co) = 2 T (r, w) + 0 (log r). 











Daraus gewinnt man mit Hilfe des Valirondefektes A (0) = lim mie) wegen 
r—rco 2 (7, w) 
N{r, =) + m(r, . )4 0 (log r) 
®, + A(0) < lim | ~—*+—_ = 1 
ae Pues T (r, w) 
Nir, ‘| 1m (r, . ) + 0 log (r) 
lim |\—__* vs ). ®, + A (0) 
ae T (r, w) ——= ‘ 


die genaue Defektrelation 


®,+A(0)+A(w~)=2 oder +A (0)+ d(w)=2 
und ©, + 5(0) + 4d(«) =2 
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. 1 
Nir, — 
° - a w - ° ° . . . 
mit ®,= lim Tira)’ Fiir lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
rT, Ww 
rT--> @ ? 


mit rationalen Koeffizienten war die Tatsache 6 (c)=0 fiir alle c+0,« 
nach W MetueErR®) bekannt. Da jede in |z| <  eindeutige analytische Lésung 
w = w (z) der inhomogenen linearen Differentialgleichung w™ + -- ++ a, (z)w 

r (z), r (z) = 0 eine rationale Funktion, ebenfalls von endlicher Wachstums- 
ordnung ist, folgt aus der Differentialgleichung m (r, 1/w) < C logr, also 
6(0,w)=0. Fir die Gleichung w”’ — zw’ + (z—1l)w=0 ist g= 9, =3, 
gy, = 2. Danach kommen fiir die Lésungen w(z)+#0O nur die Ordnungs- 
zahlen A, = 1 und A, = 2 in Frage. Da die Funktionen w, (z) = e?, wz, (z) 


e* - { (exp (#?/2 — 2 t)dt ein Fundamentalsystem der gegebenen Gleichung 
0 


bilden, werden die méglichen Ordnungen auch tatsichlich angenommen. Die 
Berechnung der Schmiegungsfunktionen erledigt sich in einfacher Weise, 
wenn man von den asymptotischen Entwicklungen der Funktion g (z) 


“6 


| exp (@/2 — 2t)dt ausgeht. Bezeichnet W, den Winkelraum (2 « — 1) 2/4 


0 
arg z< (24+ 1) 2/4, n= 9, 1, 2, 3, so gilt in Wy und W, 


exp (4-22) exp (= —2z) 


g (2) =——_— % (1 + e(r)) “(1+ e(r)),e(r) +0 
fiir 7 Z\> x 
in W, 
exp | 4 22} 
g (z) = a, +-———_ (1 + € (r)) 
und in W, 
exp ( A — 22) 
g (z) = a, ——$—_———— (1 + e (r)) 
Es ist’) a a, ’| exp (— 2° 2) cos2adzx ’ | -e* und a. a, a 
0 - 
In Wy, Wy, Wi: a/4<argz<2a/4 und Wy: 62/4 < argz<72/4 gilt 
, : . r? (2 2)r 
W, (z) + co bei z +o. Der zweite Summand in m(r, w,) - 
- an 22% 
0 (1) gibt den Beitrag an, der von Wj und Wg herriihrt. In den Winkei 
raumen Wj W,— Wi und Wy’ W, — W3 strebt 1/\w, (z)! gegen oc, in allen 
6) Vgl. ULiricn E.: Flichenbau und Wertverteilung. Congr. Math. a Helsingfors 1938 
’) Zur Berechnung des Integrales setze man z. B. F (t) f exp ( x?/2) costada 
iF f 2/9 
und differenziere nach ¢. Aus oe ~—tF erhalt man F (t) . e “/, Entspre 
c 


chend findet man G (7) exp (— 27/2) sintzadzx=0. 
: P \ 
6 
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- . : . l P l ‘ _ 
anderen Winkelriumen gegen Null. Wegen e~?—____—_. in Wj’ und 
. Ws a, + €(r) 
I : l ‘ one a 
en W;’ ist aber dort das Anwachsen von 1/|w, (z)| so schwach, 
uw. 4,7 €(F 


ro] 


> _ 
daB m (7, 1/we) s —r-+ 0(1) keinen positiven Defekt fiir w,=0 bewirken 


kann. Die Funktion y, (z) = a w, (z) — w,(z) strebt in W, gegen Null und 


2xp (z?/2 — z) 
zwar nach y, (z) Se + e(r)) so stark, daB wegen m (r, 1/y,) 
2 
= (1 + e) 6(0, y,) = 1/4 wird. Entsprechend gilt fir y,= —avw, 


w, (0, y,) = 1/4. Fiir jede andere Lésung w = w(z) = ¢,w, — ¢.W2= € CU, 


> 22/9 9 
- Cy Wy = Cy (e—g (2) = cy e* (ce — a, — APPR =29)) (1 + 6 (x), 2 + 0, 
giltig fir ~=1 bzw. «= 3 in W, baw. W,, ist bei c+ a,5(0,w)=9. Die 
Lésungen w = ¢, w, + ¢,w, von w’ —zw’ + (z—1)w=O0 zeigen also hin- 
sichtlich des Wertes w = 0 folgendes Verhalten: Fiir c, = 0 ist 6 (0, w (z; ¢,, 0)) 
= 1, fir c,+0, c, =a, Cy und «= 1,3 ist 6(0, w (z; a, cy, c. + 0)) = 1/4. 
In allen anderen Fillen gilt 5 (0, w (z; ¢,, c.)) = 0. 


(Eingegangen am 5. September 1951.) 
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Uber die Zwischenkérper 
einfacher algebraischer Erweiterungen. 
Von 


P. WiiKer in Bern (Schweiz). 


Vorbemerkung: In der algebraischen Theorie der Kérper sind die beiden 
folgenden Satze wohlbekannt: 

Satz I. Zwischen einem Korper K und einem Erweiterungskérper L liegen 
dann und nur dann nur endlich viele Zwischenkérper, wenn L iiber K einfach 


algebraisch ist. 
Satz II. Ist L 
Zwischenkérper 
STErmnitz [1] (§§ 11, 
unter Heranziehung der GaLoiIsschen Gruppe von ZL und des 
fiir sich behandelt. Erweiterungen 
wobei diejenige von Satz I 


iiber K einfach algebraisch, so gilt dasselbe von jedem 


13, 14; auch Haupt [2] 23.4) beweist diese beiden 


Satze, indem er 
AneLschen Satzes Erweiterungen 1. Art 
Art bendtigen eine spezielle Beweisfiihrung 


rangehen muB 


Dazu ist zweierlei zu bemerken. Die endliche Anzahl der Zwischenkérpet 

e Satz I sie formuliert. ist eine notwendige Voraussetzung fiir die gewéhn- 
liche Galois-Theorie (Zuordnung der Zwischenkérper zu den Untergruppen 
ier endlichen Gruppe.) Es mag daher wiinschenswert erscheinen, den Satz 
Vorbereitung zu dieser Theorie, ohne Heranziehung der GALorIsschen Gruppe 


1 beweisen. Die recht komplizierten Schliisse verdecken zudem den elemen- 


iren Charakter der beiden Satze, insbesondere da die getrennte Behandlung 
Erweiterungen 1. und 2. Art im Wortlaut der Satze durchaus nicht zum 
Ausdruck kommt Die nachstehend durchgefiihrten Beweise sollen diesen 
Bemerkungen Rechnung tragen. 
Sei Z einfache algebraische Erweiterung iiber K, L K (a), vom Korper 


ad (L: K) n; A(x) sei das in K [x] irreduzible Polynom vom Grade n 
nit der Wurzel a. Es sei weiter die Zahl r ein Teiler von n 
Mit Z werde ein Zwischenkérper, Kc Zc L, bezeichnet, welcher 
Dann gilt 


etwa 7 ? 


erade den Grad r haben mig 


| rschiedene Zwischenkorper Z 


Satz 1. Zu jedem r gibt es nur endli 


B s. 1. Aus (L: kf L:Z)(Z:K) folet (L:Z und da sicherlich 

L Z (a). auch (a:Z s. a geniigt daher einem in Z [2] irreduziblen Poly- 
P (x) vom Grade und es muB P (x) ein Teiler von A (2x) sein. (Der 

chste Koeffizient von P (x) werde gleich e gewahlt 

2. Sind zwei Zwischenk6érper Z, und Z,, beid m Grad iber A gleicl 

s ic! e zugehorigen Polyn me P, ind P. Denn sie sind 

7 Z eduzibel und haben di | Wurzel a. Ist umgekehrt 

f P, (: so ist ich Z, Z Den rs P P liegt dann schon 
J D | nit Z,,2 lort irreduzib Es 


Z,, also L=Z,(a) und aus (L:K 
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3. Da nun zwei verschiedenen Zwischenkérpern vom Grade r zwei ver- 
schiedene Teiler von A (x) entsprechen und umgekehrt, und da es iiberhaupt 
nur endlich viele Teiler von A (x) in L [zx] gibt, ist Satz 1 bewiesen. 

Beriicksichtigt man, daB der Grad jedes Zwischenkérpers iiber K ein 
Teiler von » sein muB, so folgt unmittelbar 

Satz 2. Ist L einfache algebraische Erweiterung von K, so gibt es zwischen 
Lund K nur endlich viele Zwischenkérper. 

Saiz 3. Liegen zwischen einem Kérper K und seinem Erweiterungs- 
kérper L nur endlich viele Zwischenkérper, so ist L endlich iiber K. 

Beweis (nach Srerirz [1] § 11, 3). L ist iiber K algebraisch, da ein trans- 
zendentes Element x zu den unendlich vielen verschiedenen Zwischenkérpern 
K (x), K (a*), K (x),... AnlaB geben wiirde. Z ist sogar endlich algebraisch 
iiber K; denn der Korperturm K (a,), K (a,, a,),...K (a,,...@,),..., Wo 
stets a, K (a, ...,@;—1), muB nach endlich vielen Schritten abbrechen, so 
daB L = K (a,,..., @,,) wird. 

Der nichste Satz bringt die Umkehrung von Satz 2. Es muB8 aber an 
dieser Stelle verlangt werden, daB der Grundkérper K unendlich viele Ele- 
mente enthalt. (Der Beweis fiir endliche Kérper verlaiuft anders.) 

Satz 4. Liegen zwischen K und L nur endlich viele Zwischenkérper, so 
ist L einfach algebraisch iiber K. 

Beweis. Es geniigt nach Satz 3, L = K (a,b), d.h. zweifach algebraisch 
iiber K zu wihlen; der allgemeine Fall folgt dann durch Induktion. 

Es werden die Elemente f = a + kb, kc K und die zugehérigen Zwischen- 
kérper K (f) betrachtet. Aus den Voraussetzungen folgt unmittelbar die 
Existenz zweier Elemente k, und k, aus K mit folgenden Eigenschaften: 

k, + ky; fp =~ a+ kh, b, fp =a+ kb; K (f,) = K (f,.) = Z. 
Mit f, und f, enthalt Z auch die beiden Elemente 
ke fi — kis h | how hs . 
ey ry © 
es gilt daher K (a ,b) c Z, also L = Z = K (f,). 

Satz 2 und 4 bilden zusammen den vollstandigen Satz I. Der Beweis von 
Satz II ist nun fast trivial. Zwischen K und der einfachen algebraischen Er- 
weiterung ZL liegen nur endlich viele Kérper, und dies gilt auch fiir einen be- 
liebigen dieser Zwischenkérper. Dann ist er aber nach Satz I ebenfalls einfach 
algebraisch iiber K. 
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On the independence of a postulate system 
for the distributive lattices. 


By 
G. SzAsz in Szeged (Hungary). 

Let A denote a set for which there are defined two operations x * y and 
xO y which obey the following rules: 
(1) w*2=2 forallz 

(2) zxol=TI 
(2) foz=1 
(3) zel=2 


(3’) Iex=z2 


| for some J 
and all x 





and 

(4) w*(yoz)=(x* y)O (xz) 

(4’) (yoz)*x2=(y*2z)O(z# x) 
for all z, y and z. It is obvious that these assumptions hold in every dis- 
tributive lattice which has a greatest element J. In this case, x * y corresponds 
to the lattice-meet of 2, y and x0 y to the join of the same elements. 

Conversely, G. BrrkHorr has shown’) that the conditions (1)—(4’) form a 
postulate system for the distributive lattices with J; i.e. if A satisfies these 
postulates, then A is a distributive lattice having a greatest element J. Brrx 
HOFF does not treat the problem of the independence of this postulate system, 
but proposes to prove or disprove it”). . 

In this paper we prove that the seven postulates of the system (1)—(4’) 
are independent. To show this, we exhibit, in the case of each postulate a 
system A over which the operations + and o are defined satisfying all the 
other postulates, but not the one in question. Then this postulate cannot 
be a consequence of the others. 

In order to facilitate the proof, let us observe the following symmetry 
property of the postulate system. If we interchange on the left side of all 
postulates the first term by the second, the system will be transformed into 
itself. More precisely, (1) go into itself, while (2), (3) and (4) go resp. into 
(2’), (3’) and (4’), and conversely. Hence, the independence examples for the 
postulates (2), (3) and (4) give also by using the above interchange — the 
independence of (2’), (3’) and (4’), respectively. Thus it is sufficient to show 
the independence of (1), (2), (3) and (4). 

For our constructions is very important the following 

Lemma. Postulates (2), (3) and (4) imply xo x = 2 for all x). 

1) Brrxuorr, G.: Lattice Theory. Amer. Math. Soc. Coll. Publ. 24, 135—137. Revised 
Ed. New York 1948. 

2) Op. cit. p. 139. 

*) We remark that in the proof of the statement xOxr = x BiIrKHOFF use also (1). By 
the lemma it is not necessary. 
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Proof. Using (3), (2), (4) and (3) again, we have 

z2=a2elT=2e(I[ol)=(zrelho(z*el=2z02. 

By the symmetry, xo z= 2 follows also from the postulates (2’), (3’) 
and (4’). But, in our discussion all algebraic systems must satisfy either (2), 
(3), (4) or (2’), (3), (4’). It is therefore necessary to take x0 x = 2 in all 
following cases. 

Henceforth we always suppose 
(E) ZO0Of=£ 


for all x. Further, the letters x, y and z mean arbitrary elements of the follow- 
ing sets in question. 

Independence of (1). Let A, be the set of elements 0, a and J for which 
the operations « and o are defined by the rules below: 





a 
I 
We show that A, satisfies all postulates except only (1). 

Proof. Postulate (1) fails by a « a = 0. 

Further, the commutativity of A, for both operations suffice to verify 
for example — (2), (3) and (4). 

Postulates (2) and (3) hold by definition. 

For (4) we distinguish four cases. 

1) Let x = 0, then 

O*(yoz)=0 and (O# y/o (0+z)=000=0. 


2) Let x = J, then 


I 
I 
I 
1 


Ie(yoz)=yoz and ([*y)o(I[*#z)=yoz. 
3) Let x = a and y= I. Then, by yoz = J and a+ y= a, we have 
a*(yoOz)=a 
nd 
{aoa=a f z=Il 


a*y)0(a*z)=a0(aez 
(a+ yo ( | ao0=a if z+TJ/. 

If x = a and z = J, then we get the same results, similarly. 

4) Let x=a and y,z+J. Then yoz=0 or a, and at y=a*z=0. 
Thus we obtain 

a*(yoz)=0 and (a*y)o(a*z)=000=0. 

By 1)—4), A, satisfies also (4), completing the proof of our statement for A,. 

Independence of (2). Let A, be the set of the elements a and J with the 
following rules for the operations * and o : 


ejal * al 


a ada a aa 
Ijal Ij iil 
We show that all postulates except (2) hold in A,. 
Postulate (2) does not hold by aol = a. 
Postulates (1), (2’), (3) and (3’) hold by definition. 
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Further, observe that always xo y= x. Then (4) follows by 
we(yOoz)=axaey and (re y)o(xez)=—arey, 
while (4’) follows from (4), by the commutativity of the *-operation. 


Independence of (3). Let A, be the set of a and J with the rules of the 
operations * and © as follows: 


«lal olal 
ajal ajlal 
Iial eee 


We prove that this system satisfies the postulates except only (3). 
Postulate (3) does not hold by a+ JZ = J. 
Postulates (1)—(2’) and (3’) hold by definition. 
For (4), being obviously x * y = y, we have 
ze(yoz)=yoz and (r*y)o(x*2z)= yoz; 
finally, for (4’), using also (EF), we get 
(yoz)*zxz=—2 and (y*#z)o(z*z)=zx0r=2, 
so that also (4) and (4’) are true in Ag. 
Independence of (4). Let A, be the set of the elements a, b and J, and let 





alaba 
blabb 
Iiabl 


I 
I 
We state that A, satisfies all postulates except (4). 
The postulates (1)—(3’) hold by definition. Postulate (4’) also hold in 
A,. Namely, for x + J, being in this case y « x = x, we obtain (partly by (E)) 
(yoz)*x=2 and (y*2)o(z* 2) xO2z x: 
further, for « = I, we get 
(yoz)*eZ=yoz and (y*#I)o(z*#I)=yoz. 
But (4) fails in A,, since 
a+*(boa)=a+l=a, 
while 
(a*b)o(axa)=boa=T, 
giving the independence of (4). 
In summary, we have proved the following 
Theorem. The postulate system (1)—(4’) is independent. 


(Eingegangen am 28. September 1951.) 








Math. Annalen, Bd. 124, S. 294—297 (1952). 


Uber Wurzeln von Gruppenpolynomen. 
Von 
Hans Konrap Scuurr in Kéln. 


Ein dem Srernirzschen entsprechender Satz gilt in der Gruppentheorie 
nicht, da es hier nichtkonstante Polynome gibt, die keine Wurzeln haben 
kénnen. Die Existenz von Wurzeln ist fiir Polynome der Form az" von B. H. 
NeuMANN?’) bewiesen worden. Es soll nun hier fiir weitere Polynome die 
Existenz von Wurzeln nachgewiesen werden. 

Es sei & eine Gruppe. 2, 2, ..., Z, seien n verschiedene nicht in & ent- 
haltene Denkobjekte. Dann kann man itiber & eine Polynomgruppe (Be- 
zeichnung & [z,,..., %,]) bilden®). Jedes Element von @ [2,,..., z,] laBt 
sich dabei eindeutig in der Form f (2, . - ., %,) = «, %... &,, darstellen, wobei 
die «, Zeichen fiir Elemente aus & sowie fiir x, oder z, * sind, und far m - 
gilt: 

1. Ist ~<_m, so tritt keiner der folgenden Fille ein: a, = 2,, a, 41 = 2% . 
a, = 2, ri t+1= %; a = 4, o,41,= 5 mit a, be. 

2. Kein «, ist Zeichen fiir die Einheit e von &. Diese Darstellung heiBe 
Hauptformeldarstellung des Polynoms f (2, . . ., Z,). 

Ist f (21, . . ., L,) = % H... a, ein Polynom aus & [z,, . . ., x, ] und G* > & 
eine Obergruppe von & sowie aj, dp, . . ., a, ein n-Tupel von Elementen aus @*, 
so versteht man unter der Spezialisierung f (@,, ..., @n) von f (x,,..., 2) das 
Element , f,... 8, von &*, fiir das gilt: Ist «, € G, so ist «, = f, und ist 


a 


a, = 2, bzw. a x. ' so ist B,, =a, bzw. B, =a, ' Man sagt bekanntlich, 
daB ein Polynom f (2, .. ., x,) in &* eine Wurzel habe, wenn es eine Speziali- 
sierung f (a,,...,@,) =e von f(%,..., 3 r,) in &* gibt. GemaiB einem Satz 
von B. H. Neumann’) hat nun ein Polynom dann und nur dann eine Wurzel, 
wenn fiir die kleinste, f (z,, . . ., z,) enthaltende invariante Untergruppe § (/) 
von & [z,, ..:, r,] gilt: GAS (f) = fe} 


f- 


Hilfssatz 1: $Y (f) ist die Menge aller Polynome g (x,,..., x,), die sich in 


ni? 


der Form A, f* A,...f'™ A, darstellen lassen, wobei pw, . . . 4, ganze Zahlen 
m 1 
und die A,, Polynome aus & [2,, . . ., x, ] sind, fiir die IT A, = e gilt. 


Me l 
Beweis: Bezeichnet man mit 9%, die Menge aller Polynome A f’ A~! 
A€@ [x,...,% r, | sowie mit Pt, , , die Menge aller Polynome Ag, g, A~'!, wo- 


ei Ji, Jo < Mt, sind, so folgt, daB ¥” M, eine invariante Untergruppe bildet, 

o=1 

die in jeder invarianten Untergruppe $ => {f} enthalten ist. D.h., es ist 

+ M, =Jl(f). Jedes Polynom aus >» M, hat aber ersichtlich die in der 
e=1 


') Neumann, B. H.: Adjunction of elements to groups, J. London Math. Soc. 18, 
4—ll1. 


_*) Vgl. K. Dérce: Bemerkungen iiber Elimination in beliebigen Mengen mit Ope- 
rationen, Math. Nachr. 4, 281—297. 
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m+1 

}chauptung geforderte Form. Ist ferner P= A, jf“: A,...f*™Am4, und J] A, 
7] 1 

e, so ist fir m=1: PEM,. Ist fir mam, P€Y(f) bewiesen, so sind: 


P, = A, ft Ag... Am, Am, +1 80Wie P= Aj,,’, 3 f’™ Am,+1, also auch P= P, P, 
Elemente von & (f). 

Sind f, (24, . . -» Lg) = Oy hg -- - Oye fe (24,---, In) = B, Bg... B, zwei Poly- 
nome, so erhalt man die Hauptformeldarstellung von f, f, = % .. - %& B,.-- B, 


-1 1 
5 m z,, B, wy, oder Xm % ; B, = @, 
oder «,, = a€ &, 8, =a" lasse man diese beiden Zeichen weg, und fir «,,, 


wie folgt: Fiir m oder r>1 und « 


‘ ‘ —_ : / t 
, €@ mit a, + 6; ersetze man sie durch das Element «,,- £, € G. Dies 
wiederhole man, solange die Anzahl der verbleibenden Elemente > 2 ist 
. ° mes 4 ' — . 1 
und einer der obigen 4 Fille eintritt. Fir m = r= 1 und a,,=2,, B,= 2, 


is : ; ' 
oder « x, , B,= x, ersetze man diese beiden Zeichen durch das eine 


Zeichen e. Fir %X»> Bb, © & ersetze man sie durch das Element «,, /,. 

let f (ae, .. «5 3 r,) € & [a,,..., ,], 80 bezeichnen wir mit a, (f) die Anzahl 
der in der Hauptformeldarstellung von f auftretenden Zeichen z,. Mit b, (f) 
bezeichnen wir die entsprechende Anzahl der Zeichen z, 


Hilfssatz 2: Sind f,,4—=1,...,m, Polynome aus @ [2,,..., 2%], so gilt 


m m m 
¥ (a, (f.) — 6, (t.)} = 0,( IT f,) —6,( HT fn): 

1 u l / u 1 

Beweis: Fiir m = 2 folgt nach den Regeln, nach denen man die Haunt 

, . . . x 

formeldarstellung von f, f. erhalt, daB sich ein x, nur gegen ein x,  ,,weghebt". 
D.h., falls dies eintritt, ,,vermindert“ sich stets die Anzahl der x, und der z, 
gleichzeitig um 1. Also ist: 


a, (f:) + a, (fe) — b, (f,) — By (fe) = Oy (A fe) — 8, (A fe)- 


Durch vollstaindige Induktion folgt dann der Satz fiir beliebiges m. 

Es hat sich somit herausgestellt, daB a, (f) — b, (f) eine Zahl ist, die von 
der Darstellung von f als Produkt von Polynomen nicht abhingt. GemaB 
den Multiplikationsregeln fiir Polynome folgt noch: 


m 
Hilfssatz 3: Ist 1 f,,= a€ G&, so ist das Produkt der Koeffizienten aus den 
p= 


m 
/,, in der durch Il f,, gegebenen Reihenfolge gleich a. 
p=l1 
m 
Daraus folgt speziell: Ist J7 f, =a +e, so ist auch das Produkt der Koeffi- 
w= 
zienten gleich a+e. Das Koeffizientenprodukt ist natiirlich von der Dar- 
stellung der f,, unabhingig. Es folgt nun der Satz: 
Es sei f (x,...,%,) ein Polynom aus & [x%,..., x,] mit den folgenden 
beiden Eigenschaften: 
1. Es gibt ein vy < n, so daB a, (f) — b, (f) + 0 ist. 
2. Das Produkt der Koeffizienten von f in der durch f gegebenen Reihenfolge 
ist Element des Zentrums von &. 
Dann gibt es eine Obergruppe von &, in der f (x,,..., %,) eine Lésung hat. 
Beweis: Es sei P = A, f“ a,... f"" A, ein Polynom aus $ (f), wobei dic 
fy. ++ My, ganze Zahlen sind. 








296 Hans Konrap ScHvurFr: 


a) Es sei }’ wu, +0. Dann folgt aus Hilfssatz 2: 


e 1 
r+1 r 
a, (P) — 6, (P) = X {a, (A,) — 6, (A,)} + DY {a, (fe) — b, (f*e)}. 
o 1 e 1 


+1 
Wegen /] A, = e folgt aus Hilfssatz 2 weiter: 
o=1 


l 
» {a, (A,) — 6, (A,)} = 0. 


Ferner ist 
a, (fe) — b, (fe) = a, (a, (f) — 6, (f). 


Daher gilt 
a, (P) — b, (P) = (a, (f) — 6, (f)) DY uw, + 9. 
Also folgt sicher P + a € &. 


' 

b) Es sei }’ «4, = 0. Dann ist P = e oder P ist kein Element aus ©; denn 
e=1 

wegen f- “e=e und da das Produkt der Koeffizienten von f (a, ..., x,) 

im Zentrum von @ liegt, ist das Produkt der Koeffizienten von P gleich e. 

Also kann gemaB Hilfssatz 3 das Polynom P nicht ein Element a¢ @& mit 

a+esein. Daraus folgt ¥ (f) 1G = {e 


Bei der hier gegebenen Beweismethode ist es wesentlich, daB fiir a, (P) 
b, (P ) der EinfluB der x, vernachlassigt werden kann. Man betrachtet die 
gleichsam als Elemente, die mit allen Elementen aus & vertauschbar sind 
Die Grenze dieser Beweismethode zeigt sich in der Bedingung 2 des Satzes. 
Als Erlauterung hierzu mag folgendes dienen. Es gilt zunachst trivialerweise 
[st das Produkt der Koeffizienten eines Polynoms e, so hat das Polynom die 


Lésung 4, do, . a, mit a, =e. Daraus folgt z. B., daB alle Polynome de1 
Form az,a — . wobei a ein belie bige S Element = € aus (% bedeutet eine 
gemeinsame Lésung haben. Daher gilt fiir die durch diese Polynome erzeugte 
invariante Untergruppe von & [2,, ..., 2] 

¥ (4 azx,a~\z AG = {e} 


Es folgt also 


Die durch die Festsetzung ax, = x,a,vy =1,2...n, fiir alle a€ © erzeugt 
engste neutrale Zerschlagung*) von & [x, .» Xn | enthélt in jeder Klasse hichstens 
ein Element aus &. 

Wir bezeichnen diese Zerschlagung mit @ (2,, ..., x,), ihre Klassen mit &, 
& (f) oder ahnlich. Betrachtet man nun fiir ein Polynom f aus & [z,, ..., x,] 
die engste invariante Untergruppe & (f) von @ (2,,..., x,), die & (f) enthilt, 
so folgt: 

Ist f (2,,..., £,) ein Polynom, dessen Koeffizient nprodukt von e verschieden 

t und das die Bedingung 1 des Satzes erfiillt, so folgt: Es ist dann und nur dann 
SUN. + «EM ow ot {St (e)}, wenn f die Bedingung 2 des Satzes erfiillt. 
Dabei bedeute & (a) die Klasse von & (2,,..., : r,), die das Element a¢ & 
enthalt. {...§ (a) ...} ist die Menge aller dieser Klassen. 


*) Val. die oben zitierte Arbeit von Dérae. 
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Beweis: Da die & (2), ..., z,) erzeugende invariante Untergruppe § ({. . ., 
ax,a~'x~',...}) von & [2,,..., 2] nur Polynome mit a, (P) — 6, (P) = 0 
enthalt und fir jedes Polynom P gilt: R(P)= P-3({...,a%,a—! a, ...}), 


so folgt: Sind P,, P,€ R ¢ G (x,. .. ., 2), 80 ist: 
a, (P,) — 6, (P,) = a, (P,)— 6, (P,) fir »=1,2,...,2. 


Ferner folgt, ¥ (f) besteht aus genau allen Klassen, die durch die Polynome 
aus & ({) vermittelt werden, wenn man in diesen a durch § (a), x, durch & (z,) 
und z—' durch & (2—) ersetzt. 

Erfillt daher f die Bedingung 2 des Satzes 1, so vermittelt keines dieser 
Polynome eine Klasse & (a) mit @ +e, wie man durch Benutzung der beim 
Beweis des Satzes verwandten Fallunterscheidung leicht erkennt. 

Erfiillt f die Bedingung 2 nicht und ist das Koeffizientenprodukt von f 
gleich b sowie fiir ein a € G: ab + ba, so folgt: 


J (f) S K (a) K (f) R (a—") K (f-1) = K (aba-* bb) + Ke). 
Da man bei der Annahme az,= 2,a nur aus & | SA 2 Pe 
{RX (e)} auf ¥(f) \G = {e} schlieBen kann, gelangt man hiermit also nur mit 
Hilfe der Bedingung 2 zum Ziel. 


(Eingegangen am 17. Juni 1951.) 
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Zur Konvergenz von Mengenfolgen. 
Von 
Hans Rourpacu und Bopo VoLKMANN in Mainz. 


1. Einleitung. H.H.Ostmann hat im Zusammenhang mit Struktur- 
untersuchungen iiber Summenmengen in der additiven Zahlentheorie Folgen 
{W,,} von Mengen %,, W,, ...,U,,... nichtnegativer ganzer Zahlen betrachtet 
und hierfiir Konvergenz und Grenzmenge folgendermaBen definiert') : 

Definition 1. Die Mengenfolge {%,} heiBt konvergent, wenn es zu jeder 
natiirlichen Zahl z einen Index k = k (x) so gibt, daB fiir alle n > k 


(1) %,, (0, 2] = UN [0, 2] 


gilt, anderenfalls divergent. Ist {%,,} konvergent, so wird unter der Grenz- 


menge UA = lim A, die Vereinigungsmenge aller Durchschnitte U,-)- [0, x] ver- 
n—> CO 
standen: 


(2) lim ») U (Merry \ (0, z]). 
n—+ x z=1 

Hierbei bedeutet [0, x] den Abschnitt 0,1, ..., x der Menge 8 aller nicht- 
negativen ganzen Zahlen. Ist beispielsweise 


a) U, = [0, n], b) U, die Zahl n, 
c) U,, die Menge der a => 0, a = r (mod n), r fest, 


so hat man jeweils eine konvergente Mengenfolge. Im Beispiel a) bzw. b) setze 
man k(x) = x bzw. = x + 1, im Beispiel c) dagegen k(x) = x + 1 bzw. =r+l, 
je nachdem xz => r bzw. x < rist. Die Grenzmenge ist im Falle a) die Menge 3, 
im Falle b) die leere Menge, im Falle c) die aus der Zahl r bestehende Menge. 

Die Ostmannsche Definition ist wegen der in (1) benutzten Durchschnitts- 
bildung auf Mengen von ganzen Zahlen zugeschnitten. Man kennt aber auch 
einen, beliebige Mengen zulassenden Konvergenzbegriff fiir Mengenfolgen, der 
auf E. Boret zuriickgeht und von F. Hausporrr wie folgt formuliert wurde’): 

Definition 2. Fiir eine Mengenfolge {%,} sei lim U, die Menge derjenigen 
Elemente, die in fast allen (d. h. mit Ausnahme von endlich vielen) %,, vor- 
kommen, lim %, die Menge derjenigen Elemente, die in unendlich vielen %,, 
vorkommen. Dann heiBt {%,,} konvergent, wenn 


(3) lim Y,, lim YW, 


ist, anderenfalls divergent. Die hierdurch im Falle der Konvergenz bestimmte 
Menge heiBt Grenzmenge der Folge {%,,} und wird mit lim %, bezeichnet. 


ma—> oO 


1) Ostmann H. H.: Untersuchungen iiber den Summenbegriff in der additiven Zahlen- 
theorie. Math. Ann. 120, 165—196 (1948): insbes. § 3. 

*) Hausporrr F.: Grundziige der Mengenlehre. Leipzig 1914; vgl. auch Tornrer E.: 
Wabrscheinlichkeitsrechnung und allgemeine Integrationstheorie § 1. Leipzig u. Berlin 1936. 
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Zu beachten ist, daB die Gleichheit (3) dadurch erfiillt werden kann, daB 
lim %,, und lim YW, beide leer sind. Dies zeigt das obige Beispiel b). Man spricht 
auch dann von Konvergenz und schreibt lim UY, = 0; entsprechend im Falle 


m—> oo 
(2). Doch handelt es sich dabei, wie Ostmann bemerkt*), um ein Analogon 
zur bestimmten Divergenz einer reellen Zahlenfolge gegen + oo, so daB es 
zweckmaBig erscheint, die leere Menge hier die Rolle eines unendlichen 
Elements spielen zu lassen (vgl. auch Satz 2). 

Im folgenden soll nun gezeigt werden, daB die Definitionen 1 und 2 fiir 
Mengen nichtnegativer ganzer Zahlen aquivalent sind, daB sich also die Ost- 
mMANNsche Definition 1 eriibrigt. Da iiberdies die allgemeinere Definition 2 
handlicher ist, ergeben sich vereinfachte Beweise fiir die von OstTMann auf- 
gestellten Satze iiber Mengenfolgen. 


2. Nachweis der Aquivalenz. Die Elemente der Mengen %, seien nicht- 
negative ganze Zahlen, und es sei A; (x) die Anzahl*) der Elemente < x von W,. 
Die Konvergenz im Sinne von OsTMANN soll als O-Konvergenz, die im Sinne 
von Hausporr¥ als H-Konvergenz bezeichnet werden. 

I. Die Folge {%,} sei H-konvergent. Dann gehért jedes Element, das in 
unendlich vielen WU, enthalten ist, zu fast allen W,,. Zum Nachweis der O-Kon- 
vergenz geniigt es daher zu zeigen: Es gibt zu jedem z ein k (x) derart, daB 
alle YU, mit m > k(x) im Abschnitt [0, x] dieselben Zahlen enthalten, d. h. daB 


(4) A, (y) = Akrz (y) far y= 0,1, 2,...,2 


und alle n> k(z) gilt. DaB (4) zutrifft, erkennt man folgendermaBen: Es 
sei 2 vorgegeben und y eine der Zahlen 0, 1,..., z. Dann gehdrt y entweder 
a) zu unendlich vielen (also fast allen) H,, oder b) zu héchstens endlich vielen Y,,. 
Im Falle a) gibt es einen Index hy so, daB y € U, ist fiir alle m > hy. Im Falle b) 
gibt es einen Index — er soll ebenfalls hy heiBen — derart, daB y ¢ U,, ist fiir 
alle n > hy. Setzt man daher 


k (x) = max (ho, hy, . . ., he), 


so gilt offenbar (4) und damit auch (1). Die Folge {Y,,} ist also auch O-kon- 
vergent. 

II. Die Folge {W,,} sei O-konvergent und z eine in unendlich vielen %, ent- 
haltene Zahl. Dann gehért x zu fast allen Y,. Denn nach (1) stimmen alle W,, 
mit n > k(x) im Abschnitt [0, 7] iiberein, also ist 2 € %, fiir alle n => k (zx). 
Folglich ist {%,,} auch H-konvergent. 


III. Fiir eine konvergente Folge gilt 


(5) H-lim Y,, = O-lim Y,,. 


n—-+ ox n— 


Ist naimlich 2¢€ H-lim Y,, so gehért x fast allen U, an. Daher gibt es ein 
n— x 


i (insbesondere ein i > x) derart, daB x ¢ U,, ist fiir alle n = k (¢). Mithin ist 
3) Man kann auch mit der Anzahlfunktion A,» (x) arbeiten, d. h. mit der Anzahl der 
positiven Elemente < x von Up. Doch hat man dann dic 0 gesondert zu betrachten, was 
bei Verwendung von A? (zx) iiberfliissig ist. 
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2% € Ur) [0,4] und daher x € O-lim YU, nach (2). Ist umgekehrt x ¢ O-lim Y,, 
n—> CO n—> oo 
so ist x € U, fiir alle n => k (x), also auch x¢ H-lim &,. Dahergilt (5) und damit 
N—> co 
die Aquivalenz beider Konvergenzbegriffe. Man braucht also zwischen O- 
Konvergenz und H-Konvergenz nicht mehr zu unterscheiden. 

3. Beliebige Mengen. OsTMANN hat fiir die Anwendung bei seinen Struktur- 
untersuchungen Sitze tiber konvergente Mengenfolgen aufgestellt, die sich 
mittels Definition 2 einfacher beweisen lassen. Zunichst ist‘), wie auch aus 
Definition 1, leicht ersichtlich, daB Abanderung einer Folge an endlich vielen 
Stellen keinen Einflu8 auf das Konvergenzverhalten der Folge hat und daB 
jede Teilfolge einer konvergenten Mengenfolge ebenfalls konvergent ist und 
dieselbe Grenzmenge besitzt wie die ganze Folge. Weiterhin gilt‘): 





Satz 1. Eine absteigende bzw. aufsteigende Mengenfolge ist stets konvergent 
und die Grenzmenge ist der Durchschnitt bzw. die Vereinigung aller Mengen der 
Folge, in Zeichen: Fiir 

W, A, 2 Bip > A, Pra bzw. ». & CM, at ~U.S°-°: 
ist lim U,, = U vorhanden, und es ist 
oe oo x 
A= 1 A, bew. A= U A,. 
n=1 n=1 

Beweis. 1. Ist x in unendlich vielen UY, enthalten, so gehért es im ersten 
Fall, wenn zu einem Y,, dann auch zu allen vorangehenden Y, (n < k). Da 
es nach Voraussetzung kein letztes U, gibt, dem x angehdrt, so ist x in allen Y,, 
enthalten, und die Grenzmenge ist genau der Durchschnitt aller Y,. 

2. Im zweiten Fall gehért jedes x. das auch nur einem WY, angehért, zu 
allen spiteren U,, (n > k). Die Folge ist also gewiB konvergent und die Grenz- 
menge die Vereinigung aller Y,,. 

4. Spezielle Mengen. Die %, seien jetzt wieder Mengen nichtnegativer 
ganzer Zahlen. Dann verstehe man unter der Summenmenge 
(6) SG. =%,+%+ -°'+% (k endlich) 
die Menge der Zahlen 
(7) = a,+4,+°°++ aq mit a, 6 U, (x= 1,2,...,&). 


Diese Definition la8t sich auf Grund des nachfolgenden Satzes auch auf eine 
unendliche Anzahl von Summanden iibertragen, also zum Begriff der Mengen- 
rethe erweitern®). 

Satz 2. Fiir jede solche Mengenfolge {%,,} ist 


k 
(8) lim J aU= A4,=S 
ko n=1 n=1 

vorhanden. Die Summenmenge © ist leer, wenn die Null in unendlich vielen A, 
nicht enthalten ist. 

Beweis. Man nenne ©, in (6) die k-te Partialsumme der unendlichen 
Mengenreihe (8). Ist x € G,, so gibt es nach (6) eine Darstellung (7). Es sei 
8, das kleinste Element von G,. Dann bildet fiir k + oo die Folge der s, eine 





*) Vgl. OsTMANN, a. a. O.*), Satze 17 u. 18. 
5) Vgl. Ostmann, a. a. O.*), Satze 19 u. 20. 
*) Vgl. OstmMany, a. a. O.'), Satz 21. 
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monoton nicht abnehmende Folge ganzer Zahlen, die von einer Stelle an konstant 
bleibt oder jede Schranke iibersteigt, je nachdem die 0 in héchstens endlich 
vielen oder in unendlich vielen Y, nicht enthalten ist. Im ersten Fall ist 


jedes x, das unendlich vielen Partialsummen angehért, in fast allen G,, ent- 
halten, da man Summanden 0 nach Bedarf hinzufiigen kann, also lim ©, 

ko 
vorhanden. Im zweiten Fall gibt es fiir jedes « einen Index k mit x < 4, 
so, daB x ¢ G, ist fiir n => k. Folglich ist dann lim G,, leer, also erst recht lim G,, 
leer, mithin lim ©, vorhanden, aber leer. 


n—> co 


Wie bei Ostmann’) folgt hieraus, daB jede unendliche Mengenreihe un- 
bedingt konvergent ist, da >’ YU, entweder leer ist (die Eigenschaft, da8 un- 


n=1 
endlich viele Mengen Y,, die 0 nicht enthalten, ist gegeniiber Umordnungen 


invariant) oder bei der Bildung der Elemente von 3” %,, nur aus endlich vielen 
n=1 

Summanden von 0 verschiedene Elemente genommen werden diirfen. Das 

Auftreten der leeren Menge als Grenzmenge im Falle s, > oo zeigt wieder, daB 

es zweckmiBig ist, die leere Menge als Analogon zum Element + co anzusehen. 

Satz 3°). Sind {U,} und {%,} konvergente Mengenfolgen, so existiert 
lim (A, + B,,), und es ist 
(9) lim A, + lim $B, = lim (YW, + B,). 

nx n—-> x nx 
Allgemein gilt fiir jedes endliche k 
(10) > lim&,, = lim ) &,,, 
” lnc nm—+>©o x 1 
falls die k Einzel-Limites auf der linken Seite existieren. 

Beweis. Da (10) sich durch mehrmalige Anwendung von (9) ergibt, darf 
man sich auf den Fall k = 2 beschriinken. Ist dann z ein Element, das un- 
endlich vielen W,, + %, angehért, so gibt es fiir unendlich viele n eine Dar- 
stellung 

z2=a,+b6, mit a,€Un, 5, €B, 


Da hierbei a, nur einen der Werte 0,1,..., x haben kann, muB mindestens 
einer dieser Werte, etwa a, unendlich oft angenommen werden. Folglich ge- 
hért @ zu unendlich vielen Y,,, wegen der Konvergenz von {%,} also zu fast 
allen Y,,, etwa zu allen YU, mit n >i. Ebenso erkennt man, daB b= x —a zu 
fast alien $,, gehdrt, etwa zu allen 8, mit n >j7. Somit ist 


x€U, + Bn fiir alle n > max (i,j), 


d. h. x ist in fast allen %,, + %, enthalten, die Folge {%, + %,} also konvergent. 
Ist x € lim (A, + %,), so ist, wie eben gezeigt, x = a+b mit a€¢ lim U,, 
b¢€lim%, und daher auch 2z¢ lim W, + lim%,. Trifft umgekehrt dies zu, 
so ist « = a* + b*, wo a* fast allen Y,, 6* fast allen &,, angehért. Folglich 
ist 2 auch in fast allen Y,, + %,, enthalten, d.h. in lim (AM, + %,). Damit 
ist (9) bewiesen. 
7) A. a. O. *), Satz 22. 


8) A.a. 0.1), Satz 23. 
20* 
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5. Bemerkung. Die Ostmannschen Sitze haben ihre Bedeutung in erster 
Linie fiir die durch (6) und (7) definierte Addition von Mengen nichtnegativer 
ganzer Zahlen. Legt man statt dessen die andere, fiir solche Mengen gebriuch 
liche Summenbildung (6) zugrunde, bei der (7) durch die Vorschrift 

zx &, ; &o 4, indie: ey Y 

k 
(11) : , 
: mit a,¢€U,; ¢ 0 oder | b e +0, 
x=1 
zu ersetzen ist, so wird z. B. (8) evident. Wird nimlich die Summe (6) nach (11) 
rebildet, so ist jeder Summand Y, in ©, enthalten. Daher ist auch S.C Sp +1 
(k 1, 2,...), so daB lim ©, nach Satz 1 existiert. Entsprechendes gilt fiu 
k-> co 

undere Siitze, bei denen die Frage, ob die Null zu fast allen Mengen gehért 
oder nicht, eine Roile spielt®). 

Wird statt der Summenbildung nach (7) oder (11) das Bilden der Ver- 
einigung genommen, so ist ebenfalls jedes ©, in Sz.) enthalten und (8) nach 
Satz 1 erledigt, sogar fiir beliebige Mengen. 


Zusatz bei der Korrektur (26. Januar 1952): Nach einer brieflichen Mitteilung von Herrn 
OsTMANN l4Bt sich eine dritte Konvergenzdefinition fiir Mengen nichtnegativer ganzer 
Zahlen mittels einer geeigneten Topologie in der Gesamtheit aller solchen Mengen angeben 
Versteht man unter dem Abstand |H&%, 8) der Mengen W% und &, falls 0 Ar) B ist 
die Zahl 

9 | 9 [ } 
12) 1. B ] —— ju [0, 1} 8 [O, n 1}. 
n {n ¢ W Bn>1, 
so nenne man die Mengenfolge {M,} konvergent gegen die Grenzmenge A, wenn 
W,,Al<e fir n> ny = ng(e) 


ist fiir vorgegebenes ¢ > 0. Die Aquivalenz dieser Definition mit (1) ist wie unter Nr. 2. 
[ und II, leicht einzusehen. Die Metrik (12) ist nicht-archimedisch, denn es gilt offenbar 


A,B) < max (/A, € |, |B, €)). 


*) Vgl. z. B. Ostmann, a. a. O.'), Satz 24. 


( Eingegangen am 11. August 1951.) 
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Uber die Fortsetzung von 
Verteilungen meromorpher Ortsfunktionen im R,. 


Von 


Wotreane Rornustrer in Marburg (Lahn). 


In einer friiheren Arbeit!) habe ich erwaihnt, daB die dort fiir Verteilungen 
reguliarer Ortsfunktionen abgeleiteten Siatze auch fiir Verteilungen mero- 
morpher Ortsfunktionen gelten. Das soll hier gezeigt werden. Dazu ist zu- 
nichst festzustellen, daB die in der Arbeit I angegebenen Definitionen iiber- 
nommen werden kénnen, wenn nur statt der Vertriglichkeitsbedingungen in 
bezug auf Division diejenigen in bezug auf Subtraktion zugrunde gelegt 
werden : gp, gg meromorph in Up, Ug; gp — gg regular in Up Ug. Dann bleibt 
Satz 1 mit seinen Folgerungen offenbar bestehen. Der Beweis von Satz 2 er- 
fordert besondere Uberlegungen. Er folgt am SchluB der Arbeit. Mit den 
Satzen 1 und 2 ist die Grundlage gesichert, auf der alles andere ebenso wie 
in der Arbeit 1 beruht. Fast alle Satze gelten dann auch fiir Verteilungen 
erster Art und werden wie friiher bewiesen. Eine Ausnahme machen nur jene 
Verallgemeinerungen, zu deren Beweis der R, herangezogen wurde. Darauf 
will ich jedoch nicht eingehen. Hier mégen nur die Aussagen ausfiihrlich an- 
gegeben werden, aus denen Folgerungen gezogen werden. 

Satz I: Jede in einer Kugelschale zulissige Verteilung kann auf genau eine 
Weise in das Innere der Kugel fortgesetzt werden. 

Satz III: V set zuldssig in der Vereinigung der Gebiete 
8. = {|\z,| <e; |zg/?@+ !2,/®#< 1} und R= {\z,| <1; 1, <\2,|? +\2|? < 1}. 
Dann gibt es genau eine Fortsetzung in das Innere von 

8 = {|z| < 1; |2,|? + |z,|*? < 1}. 
Aus Satz IIT folgt der Kontinuitatssatz, der hier nicht wiederholt wird. Aus 
ihm ergibt sich der 

Satz : }? sei ein zweidimensionales analytisches Flichenstiick in 3 = {\z,| <1; 
Ze} <1; |z,|< 1} und @ das Restgebiet {3 —%*}; ferner sei V in @ zuléssig 
und in wenigstens einem Punkte von %* singulér. Dann ist V in allen Punkten 
von %* singuldr. 

Zum Beweis bemerke man zuniachst, da8 die nicht-gewdhnlichen Punkte 

von %? isoliert liegen. Isolierte Singularititen von V gibt es dagegen nicht 
(Satz I). Ist der Satz falsch, so muB es infolgedessen auf %? eine Punktfolge 
P,,> Q mit folgender Eigenschaft geben: 1. Q ist gew6hnlicher Punkt von 
und Singularitét von V. 2. V ist in allen P,, zulissig. Nun bilde man §? in 
einer Umgebung von Q auf z, = z. = Oab. Q gehe in (0, 0, 0) und P, in (0, 0, ¢,,) 
iiber. Wendet man schlieBlich den Kontinuititssatz auf die Ebenenfolge 
23 = Cn an, so ergibt sich unmittelbar ein Widerspruch. 
1) Rotustern, W.: Die Fortsetzung vier- und héberdimensionaler analytischer Flachen 
des Ry» (n => 3). (Coustnsche Verteilungen 2. Art). Math. Ann. 121, 340—355 (1950); 
im folgenden zitiert als Arbeit I. — Auch die Satze der vorliegenden Arbeit gelten im 
Rin, wenn n= 3 ist. 
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Hieraus und aus dem bekannten Satz von P. THuLLEn?) folgt: Wenn die 
Verteilung erster Art V in der Umgebung eines vierdimensionalen analyti- 
schen Flachenstiicks }* zulissig ist, so gibt es nur drei Méglichkeiten: 1. V 
bleibt auf %* zulassig. 2. V ist in allen Punkten von #* singular. Das ist der 
Fall, wenn eine Polflache dort singular wird. 3. V ist singular auf gewissen 
nicht notwendig allen — der zweidimensionalen Schnitte von }* mit den Pol 
flichen, sonst auf %* zulassig. 

In der Einleitung zu der Arbeit I wurde schon erwaihnt, daB V in einem 
Punkte P auf drei wesentlich verschiedene Arten singuliir werden kann. 
Erstens kann P eine Singularitaét der Polflachen sein. Wenn das nicht der 
Fall ist und g = 0 eine in P regulire Darstellung der Polflichen, so kénnen die 





Ortsfunktionen in die Form —° gesetzt werden. Dann definieren die hg auf 


jeder Komponente von g = 0 eine eindeutige regulire Funktion W. Nun kann 
zweitens eine der Funktionen W in P singular werden. Ist auch das nicht det 
Fall, so besteht drittens noch die Méglichkeit, daB es keine in P regulire 
Funktion H (z,, 22, 23) gibt, welche auf g = 0 mit den W iibereinstimmt. Auch 
die Singularitaten der dritten Art kénnen nicht isoliert liegen, sondern miissen 
nach dem obigen Satz zweidimensionale analytische Flachen erfiillen. 

Ist andererseits auf einer irreduziblen Flache y 0 eine eindeutige Funk- 
tion W gegeben, so besitzt W auBer auf y = y,,=0 sicher eine regulire 


Darstellung W — ea Es ist méglich, daB solche auch auf y = y,, = 0 
12; \“19 “29 “3 

noch existieren. Zerfaillt y=0 in Q in mehrere Teile, so werden jedoch 
den verschiedenen Elementen von W im allgemeinen auch verschiedene re 
gulire Darstellungen entsprechen. Sie mégen Darstellungen i. w. S. genannt 
werden. Gibt es dagegen eine in Q regulire Funktion Hg, welche auf allen 
Komponenten von y= 0 mit den zugehérigen Elementen von W iiberein- 


stimmt, so mége Hg eine Darstellung i. ¢. S. heiBen. In diesem Falle ist die 


: H ' . ‘ : 
Verteilung {gg =e falls Q auf yw = 0; gg = 1, falls Q nicht auf y = 0} zu- 
lassig in der Umgebung von y = 0 iiberall auBer auf y = y,, = 0, und auBer- 


dem in allen Punkten Q von y = yz, = 0, in denen eine Darstellung i. e. 8. 
Hg existiert. Auf jeder Komponente von y = y,, = 0 ist sie entweder iiberall 
zulissig oder iiberall singulair. Also ist die Existenz einer Darstellung i. e. S 
von W in allen Punkten einer Komponente von w = yz, = 0 gesichert, wenn sie 
auch nur in einem einzigen dieser Punkte feststeht. 

Die Beschrinkung auf Darstellungen i. e. S. ist notwendig. Darstellungen 
i. w. 8S. kénnen auf y= y.,,=0 mit Ausnahme eines einzigen Punktes 
existieren. Es sei z. B. y = w*— u®?- v = (w+ u Vv) (w—u Vv). Die Funktion 
W = \)v ist auf y = 0 regular und eindeutig. Sie gestattet iiberall auf y = 0 


, ‘ " w 
auBer in (0, 0, 0) Darstellungen i. w. 8. Fiir «+ 0 setze man W . Fir 
u 


u— 0; v+ 0 dagegen nehme man den beiden Komponenten entsprechend 
in die y = 0 dort zerfallt die beiden Zweige W, = (\v), und W, = (\v), 


der /v. Im Ursprung kann es natiirlich keine Darstellung H geben. Denn als 
eindeutige Funktion kann H auf w = u = 0 mit den verschiedenen Funktionen 
W, und W, nicht iibereinstimmen. 


*) THuLLEN, P.: Uber die wesentlichen Singularitaten analytischer Funktionen und 
Flachen im Raume von n komplexen Veranderlichen. Math. Ann. 111, 137—157 (1935). 
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Sobald wie schon in der Arbeit I — Verteilungen im projektiv abge- 
schlossenen Raum betrachtet werden, erweist sich die tibliche Definition der 
Verteilungen als zu eng. Es geniigt sie folgendermaBen zu erweitern. Eine 
feste analytische Ebene € wird ausgezeichnet. Auf ihr und nur auf ihr diirfen 
die sonst als regulir vorausgesetzten Funktionen auBerwesentlich singular 
werden. Das gilt also fiir die Ortsfunktionen bei Verteilungen zweiter Art und 
fiir Nenner- und Zahlerfunktionen bei Verteilungen erster Art. Die Vertrig- 
lichkeitsbedingungen lauten im ersten Fall: gp: gg und gg: gp in Up Uy 


regulir bis auf Pole auf ©. Im zweiten Fall heiBen sie: (72 —<2| regular 
Q 
auBerhalb ©, auf € héchstens auBerwesentlich singulir. — Man tiberzeugt 


sich leicht, daB fiir die so erklirten Verteilungen alle Sitze erhalten bleiben. 
Auch fiir Verteilungen erster Art folgt aus Satz I 


Satz II: Ist V in allen Punkten einer abgeschlossenen analytischen Ebene &* 
des projektiv abgeschlossenen R, zulissig, so ist V in den abgeschlossenen R, 
fortsetzbar. 

Diese Aussage kann noch ergiinzt werden. Im R, definieren die Nenner- 
funktionen endlich viele algebraische Flachen &,, deren jede — wenn es nicht 
gerade die uneigentliche Ebene ist — einer Gleichung P,; (z,, 22, z,;) = 0 mit 
einem irreduziblen Polynom P, geniigt. Die Ortsfunktionen von V kann man 
ay, schreiben. Sie definieren auf jeder Flaiche U; eine eindeutige meromorphe 
Funktion W;. Nach einer projektiven Transformation ist U; darstellbar durch 
z, = A; (%, Z,) mit einer algebraischen Funktion A;. Dann ist auch W, eine 
algebraische Funktion B; (z,, z,), die auf MU; eindeutig ist. Da ein irreduzibles 
Polynom durch seine Nullstellen eindeutig gegeben ist, bestimmt V die P. 
und die W;. Sieht man projektive Transformationen als unwesentlich an, so 
kann man also sagen: Hine im abgeschlossenen R, zulissige Verteilung erster Art 
definiert eindeutig algebraische FlichenX , und zu ihnen gehérige algebraische Funk- 
tionen W;. In passenden Koordinaten wird U; definiert durch z,= A; (%, 29), 
die zugehorige Funktion W, = B; (z,, z_) ist auf U, eindeutig. 

Wenn nun auch nicht umgekehrt jedes derartige Paar A, B AnlaB zu einer 
in allen Punkten des R, zuliissigen Verteilung gibt, wie man wieder an dem 
Beispiel z, = A = z, /z,; B =z, erkennt, so doch zu einer héchstens auf zwei- 
dimensionalen analytischen Flichen singuliren, sonst iiberall zulissigen Ver- 
teilung. Durch diese ist es dann vollstandig definiert. Man braucht nur z, = A 
durch P (z,, 2, z,) = 0 darzustellen. Auf P=0 erklirt B die eindeutige 
Funktion W; und W besitzt sicher in allen Punkten Q, die nicht auf 
P,, = P,,= Pz, = 0 liegen, eine regulire Darstellung i.e. 8. Hg. Die Vertei- 
lung | 9 “2, falls P (Q)=0; gg=1, falis P (Q) + 0} leistet das Ver- 
langte. Es gilt also: 

Sind endlich viele Paare (A;, B;), A; + Ax, algebraischer Funktionen von 
zwei Verinderlichen (z,, 2.) gegeben, wobei B; eindeutig auf z,= A; ist, so 
entspricht ihnen eine Verteilung V erster Art, welche im abgeschlossenen R, 
héchstens Singularitaéten dritter Art hat. Sie kénnen nur auf den Schnitt- 
oP; OP; oP; 
Om Of Of, 
liegen. Entweder sind es isolierte Punkte oder zweidimensionale analytische 
Flaichen. Umgekehrt definiert jede Verteilung des R,, welche nur Singu- 





flachen der P; = 0 oder auf den Mannigfaltigkeiten P, 0 
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laritaten dritter Art besitzt, eindeutig endlich viele Paare (A;, B;) algebraischer 
Funktionen von zwei Veranderlichen. 

Zum SchluB folge der 

Satz 2. a) Es seien: & das Kugeliiufere {q Z|? + |zq\? + |2,|2 > 1}, Rein 
Punkt auf p =1; U eine Kugel um R und U= UN. Ist dann V zuléissig 
in Ul, so auch in R. Es gibt also eine Lokalfortsetzung (Up, g,) von V, so dap 
Jp und V in Up dquivalent sind. 

Analog: b) Es seien: § das Gebiet {yw = |z,|?— B (\z,|* + |z|*) < 1}, 
(B > 0); R ein Punkt auf p 1, U eine Kugel um RundU= UN. Ist dann 
V zuléissig in Ul, so auch in R. 

Beweis zu a) (Der Beweis zu b) ist analog): 

1. Die meromorphen Ortsfunktionen seien in der Form fg = hg: gg gegeben 
wo h’g und go in Ug regular und in gemeinsamen Nullstellen teilerfremd sind. 
Offenbar bilden dann die gg eine zulissige Verteilung regularer Ortsfunktionen, 
welche die Polstellen von V darstellen. Sie kann nach Satz 2 der Arbeit I 
in den Punkt R fortgesetzt werden. Man darf infolgedessen von vornherein 
die Ortsfunktionen in die Form fg = hk: 9, setzen, mit derselben Nenner- 
funktion fiir alle Q. g, ist in einer Umgebung von R — auf die wir alle Be- 
trachtungen beschrainken — regular und hi ist in gemeinsamen Nullstellen zu 
g, teilerfremd. 

2. Man kann sich weiter auf Verteilungen der Form fg = hg : g beschrinken, 
wobei g = 0 in R irreduzibel ist. Das folgt durch Induktion aus dem 

Hilfssatz: Es seien: R Randpunkt des Gebietes U1; U1, eine Umgebung von 
R; y und x in UW WU, regulire Funktionen. Ferner mége sich jede in Ul zu- 
lassige Verteilung der Form hg: y nach R fortsetzen lassen; dasselbe sei fiir 
alle Verteilungen der Form h§: y der Fall. Dann ist auch jede in Ul zulissige 
Verteilung der Form hg: (y - x) nach R fortsetzbar. 

Beweis: Die Ortsfunktionen fg = hg: y - x sind in Ul erklart und geniigen 
den Vertraglichkeitsbedingungen: 

fp—fo=4pe; @pq regular in Up Up. 
Fiir die Ortsfunktionen gg = y - fg gilt also: 
Ip—GJqg=Y'Apq=bpg; bpg regulér in Up Ug. 


Laut Voraussetzung gibt es eine Umgebung 8% von R und eine dort mero- 
morphe Funktion F,, so daB 


F—gg=¢g; ¢g regular in Ugh. 
Die Funktionen cg : y bilden nun wieder eine in der einseitigen Nachbarschaft 
B= U8 von R zulassige Verteilung. Auch sie kann laut Voraussetzung 
nach R fortgesetzt werden. Also gibt es eine Umgebung % von R und eine 
c 
dort meromorphe Funktion G, so daB @——% dy in Wr\ Ug regular ist. 
¥ A 


— , F es . > rT : 
Die Funktion 7 G ist dann die gesuchte Fortsetzung der Verteilung 
lo = he: (px). In der Tat ist 


a % ,%@ ¢ g 
-4-8-0E+ $-3-4- 9-4 
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3. Fortsetzung einer Verteilung hg: g, wobei g = 0 in R regular und irre- 

duzibel ist. 
Es sei R = (1, 0,0). Wie in der Arbeit I zeigt man: Es gibt beliebig kleine 
positive Zahlen 4,, 6,,d,e und eine in R ein-eindeutige analytische Trans- 
3 


formation 7’: w’ = 23; 21 = z,— 1+ A, 2%; 2% = 2+ AZ, welche das vor- 
liege as Problem auf das folgende abbildet: 

A perpen ery ny von { | 21 |? + |29|* << 6,, HR (z1) > 0} und { 4, < | 2) |? 4 

z3|\2< de; d < Rt (zi) < +d}; ferner sei My { w'| <e; (z’) aus 8}. Die 

Regularitatshiille von 8 ist © (3) = {)z1|* + |22*< 6,:; R (zi) > — d}; die Hiille 


von $ ist § (8) = {| w’ ; (2') aus  (8)}. 
(2) R ist in (0, 0, 0) pds g = 0 wird abgebildet auf eine Flache 
y= w'™ + EF, (zi, 2) w'™—-14---+ E, (zj, 2) = 0. 


y 0 ist in 0 irreduzibel, die EZ sind in § (8) regular. Uber § (3) schneidet 


y 0 die Flache | w’ e nicht. Wenn also (z’) in § (8) liegt, so gilt fiir alle 
Wurzeln von y = 0 die Ungleichung  w’ é. 


(3) V geht in eine Verteilung V’ iiber, welche in $ zulassig ist. Wegen (2) 
kénnen ihre Ortsfunktionen in die Form hg: y gesetzt werden. Diese Ver 
teilung V' ist in den Punkt 0 fortzusetzen. 

Nun ergibt die Vertraglichkeitsbedingung: 

hg—hp=y-a; a regular in Up Ug. 
\uf y = 0 stimmen hp und hg also iiberein. Die Zahlerfunktionen hg defi 
nieren infolgedessen auf y = 0 eine eindeutige und regulire Funktion W der 
Flachenpunkte. 

3. 1. W bleibt auch in 0 noch regular. Dazu ist lediglich nachzuweisen, daB 
iV einer algebraischen Gleichung 


We + A, (zi, 22) W*-14+--- A,, (z1, 2) = 0 


geniigt, deren Koeffizienten A in § (8) regulir sind. Das zeigt man auf dem 

iiblichen Wege: D (z}, 25) sei die Diskriminante von y= 0. Aus 8 entferne 

man die Flichen D = 0. Das Restgebiet heiBe 8,. Uber allen Punkten von 8, 

liegen gleichviel Funktionselemente W,, . W,,. Die symmetrischen Grund 

funktionen A,, ..., A, der W,,..., W,, sind in 8, regular und eindeutig, ferner 

stetig in 3. Sie sind folglich in 8 regular und bleiben es in der Hiille § (3). 
2. Da W in 0 regular ist, gilt eine Gleichung 


W -— G (w’, 21, 22) = 0 
cw 
identisch in (zj, 2), wenn (w’, 2}, 22) auf y = 0 liegt*). @ ist eine in 0 regulare 
Funktion. 
3.21. Ist nun—> (0) + 0, so hat man fiir W eine regulire Darstellung 
VW G:y, und die Funktion G:(y y,’) ist bereits die gesuchte Fort 
setzung von V’ nach 0. 
cy , . ’ 
3. 22. Ist dagegen—- (0 0, so ist G :y,, in 0 meromorph und G: (yy 
Cw 
noch nicht die Fortsetzung von V’. In diesem Falle betrachte man die 
Funktionen be (hg * Pu’ G): yw. Der Ziahler cg = hg yy — & vers hwindet 


3) Vel. Osc oop, W. F.: Lehrbuch der Funktionentheorie II, 1, 8. 116, 2. Aufl. Leipzig 
PR. G. Teubner 1929. 
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auf y= 0 identisch. Infolgedessen ist cg in allen Punkten von yp = 0; 
y. +0 durch y teilbar. Daher ist bg innerhalb Ug in allen den Punkten 
regulir, die nicht auf y = y, = 0 liegen. Da y = y, = 0 zweidimensional 
ist, muB bg iiberall in Ug regular sein. Die Ortsfunktionen bg : y,, definieren 
offenbar in $ eine zulissige Verteilung V’’ meromorpher Funktionen. Ge- 
setzt, V’’ sei nach 0 fortsetzbar. Dann existiert also eine Funktion B, welche 
in einer Umgebung 8 von 0 meromorph ist, so daB B- 8 = dg in UgnB 
Iw’ 
regular ist. Daraus folgt jedoch: 
| G 
Y* Pw’ 


\ he G ba hg 
+ B)—~ = -+ d, + —+— —= d. 
"1 an Q 





Also ist die Verteilung V’ fortsetzbar, wenn V”’ es ist. Es geniigt infolgedessen 
nachzuweisen, daB alle in $ zulissigen Verteilungen der Form hg: y, nach 0 
fortsetzbar sind. 

Man beachte nun, daB y,, und seine Primfaktoren 7 in 0 Polynome der 
gleichen Art wie wy selbst sind. Die y haben héchstens den Grad m— 1. Auf 
Grund des Hilfssatzes reduziert sich das Problem daher auf die Fortsetzung 
von Verteilungen der Form hg : 7, wobei x ein Polynom wie y, aber héchstens 
vom Grade m—1 ist. Diese Verteilungen behandelt man wie hy: y und 
kommt zu Verteilungen der Form hg: p, wobei g ein Polynom wie y, aber 
héchstens vom Grade m — 2 ist. Setzt man dies Verfahren fort, so gelangt man 
spitestens nach m 1 Schritten zu Verteilungen der Form hg: & mit & 


, cae eg . ; : ; 
w’ + C (z\, 2), also —- = 1. Solche Verteilungen sind nach 0 fortsetzbar, wie 
cw 


unter 3.21 gezeigt wurde. Daraus folgt endlich, daB auch die urspriingliche 
Verteilung hg: y nach 0 fortsetzbar ist. 


(Eingegangen am 15. September 1951.) 
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Schwach distributive Pseudoverbiinde. 
Von 
Fritz KLEemn-BARMEN in Wuppertal. 


Einleitung. 


Der Begriff des Verbandes kann auf doppelte Weise axiomatisiert werden : 
Erstens relationstheoretisch vermittels einer Ordnungsrelation 2; zweitens ver- 
kniipfungstheoretisch vermittels zweier binarer Operationen\) und/\. Verein, 
Gefiige und Gewebe) sind auf relationstheoretischem Boden entwickelte Ver- 
allgemeinerungen des Verbandsbegriffes; der Pseudoverband?*) ist eine Verall- 
gemeinerung verknipfungstheoretischen Ursprungs. Der verkniipfungstheo- 
retischen Sparte gehéren auch die als Halbverband*) und Holoid*) bezeichneten 
Konstruktionen an, bei denen es sich um Operationsbereiche mit nur einer 
Elementverkniipfung handelt. 

Gegenstand der. vorliegenden Arbeit ist ein verkniipfungstheoretisches 
Problem. D. Exxis hat Bedingungen angegeben, die notwendig und hinreichend 
dafiir sind, daB ein distributiver Pseudoverband zugleich ein distributiver 
Verband ist®). Ich nehme eine Verbreiterung der Basis vor, indem ich die 
von EL.is studierten Axiome der Distributivitét durch schwiichere Forde- 
rungen ersetze. Wie bei jeder Umgestaltung eines Axiomensystems dringen 
sich auch hier zahlreiche Fragen auf. Ich beschrinke mich darauf, die Trag- 
weite der einzelnen Axiome und die logischen Zusammenhinge, die zwischen 
den Axiomen bestehen, zu untersuchen. Dabei spielt die Reduktion des Be- 
griffs der Idempotentivitét eine Rolle. Anders als ELLIs operiere ich nicht mit 
finitpotenten, sondern mit potenzgebundenen und eng gebundenen Elementen. 

Ein wichtiger Hilfsbegriff, der bei verkniipfungstheoretischen Unter- 
suchungen nicht entbehrt werden kann, ist das Assoziativ®). Die Begriffs- 
bildungen und Satze aus der Theorie der kommutativen Assoziative, die im 
Verlauf der Arbeit bendtigt werden, sind in § 1 zusammengestellt’). 

Im folgenden werde unter M stets die als Grundgegebenheit fungierende 
Menge verstanden. Wo nichts anderes bemerkt ist, kann M endlich oder un- 
endlich sein. Die Elemente von M werden mit kleinen lateinischen Buchstaben 

1) Naheres iiber diese Begriffsbildungen in [H. 2], [H. 3] und [G. 1]. 

*) Vgl. Exxis [2]. 

) Vel. [H/S. 1], [H/S. 2] und Exxas [1]. 

‘) Vgl. [H/S. 3). 

5) Vgl. Exxis [2], S. 208. 

6) Vgl. [H/S. 1], S. 275 ff. 

7) Die Terminologie wird leider nicht einheitlich gehandhabt. Zur Bequemlichkeit 
fiir den Leser fiige ich eine Liste der Bezeichnungen der Operationsbereiche bei; links 
stehen die in dieser Arbeit verwendeten, rechts die von ELLIs gebrauchten Termini: 


Assoziativ semigroup 
Halbverband semilattice 
Holoid — 
Pseudoverband pseudolattice 
Semigruppe - 
Verband lattice 


— groupoid 
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bezeichnet, auBer mit m und n. Kleine griechische Buchstaben sowie m und n 
sollen natiirliche Zahlen bedeuten. 


§ 1. Das Assoziatiy. 

1. Die Elemente von M seien einer durch o symbolisierten Verkniipfung 
fihig. M heiBe ein Assoziativ in bezug auf o, wenn die beiden folgenden 
Axiome in Kraft sind: 

I. Zu jedem geordneten Paar (zx, y) gibt es ein einziges z derart, dab 
roy z ist. 

II. Fir alle x, y, z ist 

(zo y)oz = zo(yoz). 
Ein Assoziativ heiBe endlich oder unendlich, je nachdem endlich oder unendlich 
viele Elemente vorhanden sind. Unter der Ordnung eines endlichen Asso 
ziativs werde die Anzahl der Elemente verstanden, aus denen das Assoziati 


besteht. Ist M ein Assoziativ in bezug auf so heiBe eine Teilmenge von M 
die ebenfalls ein Assoziativ in bezug auf o ist, ein T'etlassoziativ von M. 
2. Es sei M ein Assoziativ in bezug aufo. Setzt man 
Hz=2z, He=zollz, 
l z+1 x 
so gilt fiir die so definierten Potenzen von x 
(1) MHzollx=Mzxollx Il z, 
x B B 1 a+, 
(2) WMe=jTix=Ile. 
a Bp 6 «@ ap 
Ein Element z heiBe potenzgebunden, wenn es zwei Zahlen «, 8 gibt derart, daB 
(3) ix= zx 
st. = 
Mit (3) gilt 
IT x IT x (2 1,2 
a a ¥p 


und umgekehrt. Jedes Element eines endlichen Assoziativs ist potenzgebunden. 
Insbesondere heiBe x eng gebunden, wenn es ein « gibt derart, daB 
(4) IT x IT x 
a+l1 
ist. Ist 2 eng gebunden, so gibt es ein kleinstes « derart, daB (4) gilt. Dieses 
eindeutig bestimmte « mdge als die Potenzhéhe von x bezeichnet werden. 
3. Das Assoziativ M heiBe kommutativ, wenn gilt: 
Ill. Fir alle x, y ist 


Neben (1) und (2) gilt in einem kommutativen Assoziativ 
(5) Hxeolly=IIl(xoy). 
x a a 

Ist M ein beliebiges Assoziativ, so bilden die Potenzen eines jeden Elements 
von M ein kommutatives Teilassoziativ von M. 

Es sei M ein kommutatives Assoziativ. Ein Element f derart, daB fii 
jedes x 

zof=foz=f 


ist, heiBe ein ausgezeichnetes Element oder ein Hauptelement von M 
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Satz 1. Hin kommutatives Assoziativ hat hichstens ein Hawptelement*). 
Satz 2. Rin kommutatives Assoziativ, das iiberdies endlich ist und dessen 
Elemente stimtlich eng gebunden sind, hat ein Hauptelement. 


Beweis. Besteht M aus den m Elementen 2,,..., ,,, 80 gibt es m Zahlen 
Ly, + + +» &p, derart, daB 
IT x, Il x, (= 1, . .., m) 
x a +1 
“ m7 
ist. Alsdann ist 
in,0 ...08 & 
My a 


m 
das Hauptelement von M. 


§ 2. Der Pseudoverband. 

i. Die Elemente von M seien zweier durch und /\ symbolisierter Ver- 
kniipfungen fihig. M heiBe ein Pseudoverband in bezug auf VW und ™\, wenn M 
ein kommutatives Assoziativ sowohl in bezug auf \ als auch in bezug auf 
ist und ferner das nachstehende Axiom erfiillt wird: 

[V. Fiir alle x, y ist mit x y = x auch xy = y und umgekehrt 


3ei einem Pseudoverband ist zwischen // x und // x zu unterscheiden, 


x a 
ebenso zwischen ,,potenzgebunden in bezug auf“ und ,,potenzgebunden in 
bezug auf /\ “‘; entsprechend fir ,,eng gebunden™. 
Ein Pseudoverband, der einem der nachstehenden Axiome geniigt, werde 
ils schwach distributiv bezeichnet : 
Fiir jedes x und alle «, f, y ist 


V. 1. ee 2) = Thx Mt 2; 

V.2 Ix ite (ix Ih») Ux x); 
V.1 hx Ue IT x) ite I] x; | 
V. 2. li x A r (ix tie Ux Ii zx). 


Die Axiome V.1 und YV.1 sind dual zueinander, ebenso V.2 und V. 2. 
Fiir einen gew6hnlichen Verband sind alle vier Axiome in Kraft. 
Auf Grund des assoziativen Gesetzes gilt mit V. 2 
w] *) w] Vv uv — 
Tx Il xz =(HMaenila2)vu...u(de«ni2), 
« Bi 4 ooo +B, a Ay « By 
insbesondere 


(6) 2a =H (x2); 
n n 
ebenso dual. 


In bezug auf das System der Axiome I—IV ist V. 1 mit der folgenden Aus- 
sage gleichwertig: 
Fiir jedes x und alle £, + ist 


euManiix) = Ten Hl x; 
8 * 


*) Vgl. [H/S. 1], 8. 277. 
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ebenso dual. Das ergibt sich vermittels vollstandiger Induktion: 
Heo Men 2) = 20 (HM 20 I x) 
B Y +B «+y 


a+1 a 


il «x ii 2. 
a+f+1 a+y+i1 
2. Weiterhin sei M ein Pseudoverband. In diesem und den niichsten Ab- 
schnitten werden die Axiome der schwachen Distributivitat auf ihre Leistungs- 
fahigkeit hin gepriift. Zu jedem der folgenden Siatze gibt es einen dualen 
Satz, der aber nicht eigens formuliert werden wird. 


Satz 3. Mit V.1 und 


(7) x= x 
a a+, 

gilt 

(8) He= Il x. 
a a+1 


Beweis. Aus (7) folgt nach IV 
Heolie« Ix, 
a B 8 
IIx WMenllx)= x= x. 
Nach V. 1 und (7) ist ; , ‘in 
Beene) =en He=enlc. 
1 1 B 2a a+ 2a 2 


Somit ist 


He =Heolic, 


also nach IV 


(9) He =I. 
Wegen (7) ist ra 

He= Il «x (u = 1) 
und wegen (9) : vor 

He =x (y > 2). 


Fir « = « und y = § + 1 erhilt man 
(10) He =Tiz. 
Nach IV folgt : 5 
Hianli« = Iiz, 
2u(T2nll 2) = Ii x 


- a+l1 
und daraus nach V.1 und IV 


i i a+l1 , &il 
«=I. 
2a+2 a+l1 
Wegen (10) ist somit 
Ii«=Ii x; 
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also ist auch 


(11) 


Aus (10) und (11) folgt (8). 
Satz 4. Mit V.1 gilt: Dann und nur dann hat x die Potenzhihe x, wenn 


IT x. 


a 1 


— 
R helC 
8 


te 


die Potenzen 
z,liz,...iz 
2 a 
alle voneinander verschieden und die Potenzen 
8, iF B25. 
a aevri1i 
alle einander gleich sind. 
Beweis. Die Behauptung ist ersichtlich richtig fir « = 1. Sei also « > 1. 
DaB dafiir die angegebene Bedingung hinreichend ist, ist klar. DaB sie not- 
wendig ist, ergibt sich so: Es seien «’ und «”’ zwei Zahlen mit 


lse«<a m. 
Ware nun 
Ile=-Ilz, 
so miiBte nach Satz 3 
Ilex=- Il x 
a” a’+1 


sein im Widerspruch mit der Voraussetzung, wonach x die Potenzhohe « hat. 
3. Aus Griinden der Dualitét braucht V.1 nicht betrachtet zu werden. 
Von den beiden noch ausstehenden Axiomen werde V. 2 genommen. 


Satz 5. Mit V.2 und 


(12) He = Il x, (22x) = Il (x02) 
x a+1 B pB+1 

gilt. 

(13) x LU 2. 


Beweis. Wegen der ersten Gleichung (12) ist nach IV 
ell x= 2x; 
also ist nach der auf V. 2 beruhenden Gleichung (6) 
Il (x-\x) = 


und weiter 


IT (ar\x) = 2U 2. 


9 


“@ 
Da ohne wesentliche Beschrinkung der Allgemeinheit 6 = « angenommen 
werden kann, gilt nach der zweiten Gleichung (12) 
H (xx) = Ul (xr\2). 
a 2a 
Aus den drei letzten Gleichungen folgt (13). 
4. Die Zusammenfassung der Satze 3 und 5liefert das nachstehende Kriterium 
Satz 6. Ein Pseudoverband M ist dann und nur dann ein Verband, wenn 
die Elemente von M potenzgebunden in bezug auf U und die Axiome V.1 und 


V. 2 in Kraft sind. 
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Beweis. Die Bedingungen sind hinreichend: Aus der Potenzgebundenheit 
von x folgt nach Satz 3 die enge Gebundenheit, daraus nach Satz 5 die Idem- 
potenz in bezug auf und daraus nach IV die Idempotenz in bezug auf 
Die Notwendigkeit der Bedingungen ist sofort zu ersehen. 

Satz 7. Ein endlicher Pseudoverband M ist dann und nur dann ein Vei 
band, wenn V.1 und V. 2 in Kraft sind. 

Beweis. Die Elemente von M sind potenzgebunden. 

5. Die beiden folgenden Satze kliren weitgehend, wenn auch nicht voll- 
stindig, das zwischen den Axiomen der schwachen Distributivitét bestehende 
logische Verhiltnis. 

Satz 8. Gelten in einem endlichen Pseudoverband M die Axiome V.1 und 
V. 2, so auch V.1 und V. 2. 

Beweis. Nach Satz 7 ist M ein Verband; fiir einen solchen sind alle schwach 
distributiven Axiome in Kraft. 

Satz 9. Es gibt sowohl endliche als auch unendliche Pseudoverbinde, fii: 
die V.1 und V. 2 in Kraft sind, aber weder V.2 noch V. 1. 

Beweis. Die Behauptung besteht in einer Existentialaussage. Wie immer 
in derartigen Fallen wird der Beweis durch Aufweisung eines Modells erbracht 
Es sei M eine Menge von komplexen Zahlen, die alle vom absoluten Betrag | 
sind. Weiter sei M eine Gruppe in bezug auf die gewohnliche Multiplikation. 
Infolge der Gruppeneigenschaft gehért 1 zu den Elementen von M. Man stellt 
ohne Schwierigkeit fest, da8 M ein Pseudoverband in bezug auf die dadurch 
erklirten Verkniipfungen und / ist, daB fiir alle x, y 


esy=1, rAy=ry 


sein soll®). Bei dieser Interpretation gehen die fiir die schwache Distributivitat 
charakteristischen Gleichungen in Abschnitt 1 tiber in: 


V.1. es 
V. 2. ix=1, 
v.1 fix=1, 
V. 2. bed, 


woraus hervorgeht, daB V.1 und V.2 in M identisch gelten, waihrend V.2 


und V. 1, sofern M aus mindestens zwei Elementen besteht, fiir 


a=l, zs] 
nicht erfillt sind. 

Nunmehr werde M spezialisiert. Nimmt man fiir M die Menge der w-ten 
Einheitswurzeln (w > 2), so bekommt man einen Pseudoverband w-ter Ord- 
nung!®). Ist M dagegen die Menge aller komplexen Zahlen vom absoluten 
Betrag 1, so ergibt sich ein unendlicher Pseudoverband. Damit ist alles be- 
wiesen. 





*) Fiir alle Elemente von M ist 
SVe=e2VUzve. 


Ob es Pseudoverbinde gibt mit Elementen, deren Potenzhohe gréBer als 2 ist, steht dahin. 
1°) Fir » = 3 erhalt man das von Ex.is [2], S. 207 angegebene Beispiel. 
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6. Zum AbschluB ein Blick auf die Axiome der gewoéhnlichen Distributivitat. 
Dieselben lauten: 

Fiir alle x, y, z ist 
VI. 1. LU (YMN2) = (tUYy)N(zU2), 

Vi. &. err (yz) = (rN y)U(xN2). 

Mit VI. 1 sind V.1 und V. 2 in Kraft, was aber nicht umgekehrt werden darf. 
Pseudoverbiinde, die VI. 1 oder VI. 2 geniigen, mégen als halb distributiv be- 
zeichnet werden. In Erginzung zu Satz 9 gilt: 

Satz 10. Es gibt sowohl endliche als auch unendliche Pseudoverbinde, fiir 
lie VI. 1 in Kraft ist, aber weder V.2 noch V. 1. 

Beweis. Das zum Beweis von Satz 9 konstruierte Modell geniigt auch 
dem Axiom VI. 1. 

Aus Satz 10 folgt sofort, daB VI.1 und VI. 2 voneinander unabhingig 
sind"), 

Zu den Potenzregeln, die in den Formeln (1), (2) und (5) ihren Ausdruck 
finden, gesellt sich fiir einen halb distributiven Pseudoverband eine weitere 
Regel: 

Satz 11. Ist VI: 1 in Kraft, so ist fiir jedes x und alle a, B, y 
(14) Nite =j1 ix. 

apy B* ay 
Beweis. Die Behauptung trifft fir « = 1 zu. Unter der Voraussetzung, 
da8 (14) fiir den Wert « richtig ist, werde gezeigt, daB (14) auch fiir « + 1 
richtig ist. Es ist 


i Wiie=jHT Ne fli« 


a+1p y «py By 
-=HMesNilez, 
p* ay By 


also nach VI.1 


=| tx fit« 
B* lay By 
und wieder nach VI. 1 
=——iilie=}=H I z. 
B* Bayty pttl(a+t)y 
Wie aus der Herleitung hervorgeht, gilt (14) unabhingig von IV. 


1) Fiir o = 3 von ELLIs festgestellt; vgl. die vorhergehende FuSnote. 


Literatur. 


Exits, D.: [1] An algebraic characterization of lattices among semilattices. Portu- 
galiae Math. 8, 103—106 (1949). [2] Notes on the foundations of lattice theory. Publ. 
math.(Ungarn) 1, 205—208 (1950). — Kiertn-Barmen, F.: [H. 2] Theorie der Gewebe. 
Math. Z. 45, 107—126 (1939). [H. 3] Zur Theorie der Gefiige und Vereine. Math. Z. 45, 
595—606 (1939). — [H/S. 1] Uber gewisse Halbverbande und kommutative Semigruppen. 
Erster Teil. Math. Z. 48, 275—288 (1942). [H/S. 2] Uber gewisse Halbverbande und 
kommutative Semigruppen. Zweiter Teil. Math. Z. 48, 715—734 (1943). — [H/S. 3] Ein 
Beitrag zur Theorie der linearen Holoide. Math. Z. 51, 355—366 (1948). — [G. 1] Zur 
Axiomatik der ausgeglichenen Gewebe. Math. Z. 53, 70—75 (1950). 


(Eingegangen am 5. April 1951.) 











Math. Annalen, Bd. 124, 8S. 316 (1952). 


Rectification. 


Par 
L. Derwinuk & Liége. 


Dans mon mémoire Le prabléme de la réduction des singularités d'une variété 
algébrique, paru dans Math. Annalen, Bd. 123 (1951), pp. 302—330, certains 
raisonnements doivent étre revus. Le théoréme sur les polaires du n. 12, 
notamment, est faux, comme cela résulte d’un contre-exemple communiqué 
par M. B. Secre dans une lettre du 28/8/51. Ce théoréme étant a la base du 
raisonnement fondamental, il n’est donc pas démontré que le procédé de réduc- 
tion au moyen de transformations élémentaires décrit dans la suite du mémoire, 
conduit toujours a l‘élimination de toutes les singularités. 

Dans mon mémoire Décomposition des transformations birationnelles en 
produits de transformations élementaires, paru dans Math. Annalen, Bd. 124 
(1951), pp. 65—76, j’ai appliqué la méthode de réduction précédente. Ce 
second mémoire n’est donc provisoirement valable que si l’énoncé suivant est 

orrect: Il est toujours possible de réduire les singularités de toute variété algé- 
brique au moyen d’un nombre fini de transformations élémentaires directes. 

C’est également sous cette hypothése provisoire que mes mémoires Sur les 
variétés exceptionnelles, paru dans les Mémoires in 8° de |’Acad. Roy. de Bel- 
gique, Cl. des Sciences, t. X XVI (1951), et Sur les points unis des involutions 
cycliques, paru dans les Mémoires in 8° de la Société Roy. des Sci. de Lidge, 
s. 4, t. XI (1951), sont valables. 


( Eingegangen am 11. 2. 1952.) 
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Analytic Perturbation of Operators in Banach Spaces. 
By 
Frantisek Wor, Berkeley, California, USA. 


Introduction. This paper belongs to the group of papers concerned with 
analytic perturbations of operators with those of Franz REeLiicH and BELA 
v. Sz. Naay?’). 

The author tried to deduce the most important results using the modern 
theory of analytic operators which is due principally to E. R. Lorcnu, NEtson 
DunrorpD, A. E. Taytor and E. Hue’). 

It seems that this is the natural method to treat the subject and, whereas 
the older results concerned Hilbert space only, the main theorem 5.0 can be 
enunciated, without any complication in the proof, for operators in Banach 
space. 

An eigenspace is a special case of a subspace which completely reduces the 
operator A: A M M, A Mec Me, Mio MC B. 

Instead of studying the manifold Wt directly, we study the idempotent operator 
E which in the above case is commutative with A, A EH = EA and whose 
range is I. If o, is a component of o (A), the spectrum of A, (i.e. 6, is both 
closed and open in o (A)) and C is a curve surrounding 6, in @ (A) (the comple- 
ment of a (A) called the resolvent set (cf. § 3), then 

E 5 ‘(ual —A)-!du 
224; ' 
is an idempotent operator, commutative with A whose range Jt completely 
reduces A (cf. § 4). Thus every component of o (A) generates a subspace 
completety reducing A. 
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points of contact. Cf. Abstract no 88, Bull. Amer. Math. Soc. 56, 60 (1950). 
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time proofreading the author was unable to get hold of a copy 
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Math. Soc. 45, 217—234 (1939) The spectrum of linear transformations, Trans. Amer. 
Math. Soc. 52, 238—248 (1942), The theory of analytic functions in normed abelian vector 
rings, Trans. Amer. Math. Soc. 54, 414—425 (1943). 
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New York 31 (1948). 
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If A (A) is an operator depending analytically on a complex parameter / 
near 4 = 0 (cf. 2.1) and o, is a component of o (A (0)), then the above £ will 
still be defined for sufficiently small 4, and will represent an idempotent EZ (A) 
depending analytically on 4. This paper is essentially concerned with the possi- 
bility of decomposing E (i) into a sum >’ Ex (A) of analytic idempotents, 
commutative with A (4), which are mutually orthogonal, i.e. K +1 + Eg (1) > 

E, (A) = 0 (ef. 5.0). It is a spectral decomposition of a sort with the added 
condition of analyticity. If o, is an isolated point of o (A) and H(i) = } Eg (A) 
where the ranges I, (A) of all Hy (A) are one-dimensional, then A (2) has in 
Mx (A) one simple eigenvalue yz (2) which, by 4.16 has to be analytic. This 
is the way we prove Rellich’s main theorem for normal operators in Hilbert 
space in 6.4. For an intuitive discussion of theorem 5.0 the reader is referred 
to 5.1. 

1.1 Notation and conventions. The letters A, B,C, #,F,7,U possibly 
with subscripts will denote bounded operators in Banach space 8. A (2) 
denotes a bounded operator in § which depends analytically on a complex 
scalar 4. o (A) throughout the paper denotes the spectrum of A. o (A |) is 
the spectrum of A, if A is considered as an operator in the subspace M. o (A) 
denotes the complement of o(A) in the complex plane and is called the resol- 
vent set. Hence 1 ¢ 0 (A) is equivalent with the statement ‘‘A 7 — A has a 
bounded inverse in $“*. This inverse (A J — A)~—' will be called the resolvent 
of A. The letters EZ and F will be reserved for idempotent operators, HZ? = LE. 
The range Yt of an idempotent operator H is a manifold (subspace) of 8. 
The corresponding F and J will always have the same subscripts. A series 
of operators }’A, will be called absolutely convergent, if the series of their 
norms .»"| A, is convergent. It is easy to verify that in this case the sum 
> A, is an operator independent of the order of the A,’s in the series. 


We shall use for a set S whose elements x are characterized the property f 





the notation {x / (x)}. Hence {/4'|A — A,| < a} denotes the inside of a circle 
with radius a and centre at j,. x ¢€ S means z is an element of S. Similarly 
x ¢€ S means z is not an element of 8. 

1.2 Definition. A (A) is called analytic at 1 = /, if there is a neighborhood 


N (6) = {A||A — dp) < 6} and a sequence A, of elements of $8 such that 
(1.2, 1) A (A) DS Axg li A,)= 
0 


uniformly in N (6). 
1.3 An evident consequence of 1.2 is 


(1.3, 1) Ax =>=— f A-E-1A (A) dA 


for all K = 0. 

This shows in turn that (1.2, 1) converges absolutely (i.e. the series of 
norms converges) in N (6). 

1.4 It is obvious that the sum and product of two elements that are ana- 
lytic at Ay, are analytic. Without loss of generality we shall henceforth suppose 
A, = 0. 

1.5 If A, has an inverse 4" (i.e. Ay a * = y A, =I, the identity), 
then A-! (2) is analytic. 
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Proof. The multiple series 


Bid) = 4g*= 145" F 4, ak—1) Ag" 4 


(1.5, 1) 


oe geile ox — ule on. eS 
+ # Ao" |S Ag AK-") Ad (Ag 2 ') Aa bee 
\1 j 1 


will be shown to be absolutely convergent in a N (6). 


Indeed, by 1.3, there exists an M, such that 3"||A,|| -|A*-!| < M, for A 
1 
in a N (6,), and an M, such that Ao M,. Then (1.5, 1) is majorized by 


~ agK+1 asKi or , . rT /A\ 

>” M; Mo \2*| which converges in an N (6). We may therefore regroup 
0 

(1.5, 1) into a simple power series 


1 


, ‘ 1 
B (A) Ao h Ao 


Ll, a 1 ly 1 1 1 
A, Ag + A42(Ap A, Ao A, Ao Ag A; Ag ) 
which converges absolutely in N (6), and (1.5, 1) makes it obvious that B (A) 
is the inverse of A (A). 
1.6 It is easy’to give this theorem a slightly more precise form. If in 


fA \A 6} (A (A) — A,)/A is in norm less than or equal to M, then A-! (A) 
° a _ iz 4 ay ; 1/7\Il « M i 1/7). 
is analytic in 41141 <5 aT] and ||A—! (A Toe’ A-! (A) 
me M2 M ' 
™ i—_alu,m 


1.7 If for any 4 ¢€ N (6), A (A) is an operator in Mt, a closed siubspace of 
the Banach space, 1.e. for all y,y M implies Awp< MM (we shall also say A (A) 
is reduced by Mt), then A® (A), the restriction of A (/) to M, is analytic in N (6). 

Proof. From our hypothesis and (1.3, 1) follows that all A,’s are reduced 


: : . a. 0 , 
by MW and, calling their restriction Ax, we obtain 


(1.7, 1) A® (2) = ¥ Ao JF. 
0 

Since the norm of a restriction is at the most equal to the norm of the 
original operator, (1.7, 1) converges at least for the same / as the original 
series. 

2.0 A bounded operator Z will be called an idempotent, if 2? = EZ. We 
shall reserve the letter HE for idempotent operators. 

2.1 The range of an idempotent is a manifold. Indeed, # being linear, 
the range is an additive set and it consists of the y's for which EZ y = y. 
From the continuity of Z, it follows that this set is closed. We shall denote 
it by IW. If in the following # should have some indices, then we shall attach 
the same to the corresponding M. 

2.2 I—E is also an idempotent whose range we shall denote by M°. 
Obviously E (J — £) = 0, or, as we shall say, the two idempotents are ortho- 
gonal. 


2.3 If E(A) is analytic and an idempotent in N (4), and E(4) = 3 Ey, A*, 
0 
then Eo = Ey, E, E, + E, Ey = E,, and E, E, E, = 0. 
The first and second relation are obtained by identifying the coefficients 
of 2° and /' in [# (A)]? = H(A). The iast relation can be obtained as follows. 
21* 
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E, E, Eo E, = E,(E, — E, Ey) = E, E, — E, E, E,+ E, BE, E,=9. 


2.4 If E (A) is analytic and idempotent, then 
T (4) = E,E(4+U —£,) (1 -— £E(a)) = 71, 
0 
for 2 in a N (6d) establishes a one-to-one continuous linear correspondence 
between Wt (2) and WM, which is analytic both ways: 7’ (A) Mt (A) = M, and 
T-1 (2) M, = M (A). If T-1 (4) = Y Tx 7, then T,= 7) =I, T,+ Ti =9, 
0 

E, T, Ey = E, T; Ey = 9, T-4(A) BE, T (4) = E (A). 

Since E (i) and J — E (A) enter into the definition of 7 (/) in a symmetric 


. , oft 24 C 
way, (4) and M, may be replaced in the above by M° (A) and Mp. 


Using 1.6, we find in a more accurate way: If in {/) |u d}, 
E (4) — E, M \i\, 
m, in {al [2 = a 
then, in yA) A SQlE a) MTT!’ 
a 4 é , 
T’—* (A) 


6 —|a| — M/A, 46 (2||B,| +1) * 

Proof. Because 7', = J, we find 

T (4) —I = (2 E, — 1) (E (A) — Z,) 4 
which, by 1.6, yields the quantitative estimates. It is obvious that y ¢ M 
~T (A) pEM, and w¢ M°’ (A) + T (2) w€ MS. In order to show that 7’ (A) 
takes Wt, into W (A), suppose the contrary, i.e. that there exists a w ¢ Wt, such 
that 7! (1) wy = 9, + Vg, with pm, € M (A) and ~, <M” (A). Then w = T (A) y, 4 
T (2) po, with w, T (2) p, € My and T (A) mw, € M. 
Hence 7'(A) yg, = 0 which implies, because of the existence of 7'—! (A), that 
Po 0. 
The relations 7, = T75=TJ] and 7, + T{=0 follow from the definition 
of »’ 7x i* as the inverse of 5’ T', 1*. By computation we find Z, 7’, EZ, 
0 0 
E,, E, E, which is the zero operator by 2.3. 

In order to check the equality of T~!(/) Z, T(A) and £ (A), it is sufficient 
to check it on Mt (A) and M° (A) separately. If w ¢ M (A), then 7 (A) y EM, 
and E, T (i) y = T (A) yw. Hence 

TO (QD ETA y=T (AT (A y=y=F(Ay. 
If we Me (A), then EZ, T (4) y= 0= E (A) yw. The proof of the theorem is 
complete. 
é 

~O(2)\Bo| +1) M +1’ 
dim I (4) = dim WW. T (A) establishes a topological mapping of Mt (2) on My. 
Hence the dimensions of the two manifolds must be the same. 

It would be easy to prove the following generalization of this result. 

’ ' l . ‘ 

If \\E E, ye i then dim It, = dim M,. 

2.6 In the case of a Hilbert space B. pr Sz. Nacy') has constructed a 
one-to-one linear correspondence U between I, and M, which is partially 
isometric. For our purposes we have to generalize his construction. 


2.5 Corollary. If # (A), Mt (A) are as 2.4, then, for |A) - 
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Let E,, E, be idempotents. Then, for 
(2.6,1)  ||Zy — E,|| < min {||Z,||-?, ||Z,||-2, ||Z — Z£,]|-*, |Z — 2,||-?} 





(2.6, 2) V (Ey, £,) = BE, [I + E, (£, — By) E,) : E, 
is such that 
(2.6, 3) V (£,, Ey) V (Z£y, £,) = Ey 


and, naturally, also 
V (Ey, E,) V (£,, Ey) = £,. 
The operator 


(2.6, 4) U (Ep, E,) = V(E,, E,) + V(I — Ey, 1 — B,) 


° ; C 7 
maps in a one-to-one way IM, on MW, and My on Mp. Further 
(2.6, 5) U (Ey, E,)—! = U (E,, E,). 
If in addition the idempotents Z, and £, are normal (hence selfadjoint), 
then U (Ey, E,) is unitary. 
Proof. We should first state what we understand by the operator 


(2.6, 6) A [J + E, (#, -- Ey) Eg] 
This operator will be defined by 
x ] 
A S| 2 |Z, (£, — £y) E,}*. 
\ K 


The infinite series is under our conditions obviously absolutely convergent. 
It satisfies the relations 


AE,=EH,A, A*?=I1+ HE, (EL, — £,) £,, 
(2.6, 7) E, E\ E, = E, EB, E, = Ey (Ey + (E, — E,)] Eo 
E, [I + E, (#, — E,)£,] = E, A-? 
Further we notice that 
E, ((£, E, E,)" Eo — (BE, E, E,)" Ey | £, 
(EZ, £,)" E, #, — (Ey #,)*+} = 0. 
Hence, if p (x, y) denotes a polynomial in two variables x and y, then 
E, [p (Ey EL, Eo, Eq) — p (H, Ey Ey, H,)) H, = 9. 
In the limit this will hold for the case that p is an absolutely convergent power 
series. Hence 
Ey 107 + Ey, (HE, — £,) E,|) *-U+ 4, (#, — #,) £,) s E,=0 
Or 
(2.6, 8) V (H,, E,) = E, A F,. 
By (2.6, 7) 
V (E,, Ey) V (Ey, E,) = E, AER{ AE,=AE,E| E,A=AE,A-2A=E,, 
which is (2.6, 3). 
It is obvious that 


(2.6, 9) V (Eo, E,) (I — Ey) = (I — £,) V (Eo, £,) = 9. 
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Using this, we obtain 
U (Eg, E,) U (£,, Eg) 
[V (Ey, £,) + V (I — Ey, J — £,))[V (2, By) + V I — £,, 1 — B,)]) 
E, + (V (By, E,) Eo) (( — B,) V (I — By, I — E,)} 
[V (I — Ey, I — E,) (I — Ey)] [By V (By, E,)] +1 — By =I. 
Analoguously 
U (E,, E,) U (Eg, E,) = I. 

By (2.6, 9) 

U (Ey, Ey) My = Ey V (By, By) Mo + V (I — Ey, I — B,) (I — By) My <M 
and similarly U (Ey, E,) Mo <M. 

Since U (Ey, E,) is one-to-one we, obviously, have proved U (£4, E,)M, = MN, 
and U (Ey, E,) M> = M; . 

Remains only to show that, if Z,, Z, are normal and, hence, selfadjoint 
that U (£,, £,) is unitary. Obviously, in this case A = A* and by (2.6, 8) 
U (E,, £,)* = £, A E, = U (Ky, £,). 

The balance of the proof is elementary. 

2.7 If, in 2.6, E, = # (A) is an analytic idempotent and EZ, = E (0), then 
the conditions of 2.6 will be satisfied in a neighborhood of 4 = 0. Further V (7) 
defined by the infinite series is analytic, because the series will converge uni- 
formly in this neighborhood. Hence U (£,, £ (A)) is analytic, has an analytic 
inverse, and takes MW, into W (2) and Mp into WM (1) in a one-to-one way. 
Further, if for Ain a set S, 2 (2) and Z, are normal, then, for 4 ¢ S, U (Ey, E (4)) 
is unitary. 

2.8 If A, B, C are operators in Banach space, all commutative with the 
idempotent ZL whose range is Wt, then (A BC)® = A® B® C°, where as usually 
“0” denotes the restriction to the manifold Mt. If B® = n”J° 
and A, only, is commutative with £, then 


(A BC)® = (EA BC) = (AE BC)® = A® BO (EC) = n(AEC)= nW(EAC)?®. 


the superscript 


If instead of A, C is commutative with Z, then 
(A BC)® = u(E A)®C® u(EAC)?®. 


These facts are all easily verifiable. 

3.0 Definition. The spectrum of an operator A denoted by a (A), is the 
set of complex numbers 4 for which / J A has no bounded inverse. 
(AI — A)~* is called the resolvent of A. The complement of a (A) is called 
the resolvent set 0 (A). 


3.1 «(A) is contained in {2 |A A'\}. Proof. |4!>|'A) insures the 
absolute convergence (cf. 1.3) of 
a Ak 
‘ ‘ Ee 
(3.1, 1) phe es B, 
0 A 


where A® is to be interpreted as J. B is easily verified to be (A J — A)-!. 
3.2 « (A) is a closed set and (AJ 1)-! is analytic in 0 (A). 

Proof. 249¢€0(A) and ||(A, J — A)-! M implies the absolute convergence 

of ¥’(— 1) (A— 4,)* (4, 1 — A)-K-! in {2'2— 2, < Mo'} and represents 
0 


(A A)-}. 


Operators in Banach Spaces. 





323 
Hence o (A) is open and a (A) is closed. This also shows that dist (/, o (A)) 
(4, 1 — A)-*||-1. 
3.3 If 4, € o (A), then 
(41 — A)-) — (41 — A)" J <t Sd ‘ 
] A — Ag! + |\(Ag J — A) 
The proof easily follows from the proof of 3.2. 
3.4 If Ag’ 


exists, we call A, regular. In the space of bounded operators 
the set of regular elements is open. 
Proof. Indeed 


ds' —-4e 4-4)45 +46 4-4 1 - ae 
is absolutely convergent for A — A, *y- 
Further A-! y ~~, l . 


A, and represents A~!. 
1 i : 
A — A, 1 . Hence, if A, is regular, 
then the above neighborhood consists entirely of regular elements. 
3.5 If 4, € @ (Ag), then, for any A 


S={AIA—A|+||A Ay (A, 1 A,)—*||-"} 0 (A). 
Proof. 
AI—A (A, I — Ag) (A,I[—A,)—1|(A—A, (A — A,]| (A, J — Ay) 
wherever the series converges. In S the series converges absolutely. 
36 Let Rc be a closed subset of o (A, (} I A,) l is continuous in 
o (A,) and zero at infinity (cf. 3.1 and 3.3). Denote its maximum on § by M 
hen, for any A 
A A, M > ¥ Co (A) 
This Is a corollary of 3.5 
3.7 If © is open and a(A,)¢ , then there: exists a 46> 0, 
{ 1, 6 implies o (A) ¢ ©. 
3.8 If A,€o 


such that 
This follows immediately from 3.6. 
o (Ay) is an isolated point of o (A, 
remainder of a (A,), then for all A 


at a distance d from the 
, the annulus 


' min (AI — Ag) A Ay|\| 
) 2 a j 
is in @(A). This is another corollary of 3.5 
3.9 Definition. We say that the idempotent Z reduces A, if it is commu- 
tative with A. This is equivalent with the 

1 WM WM 


two relations A I 


MW and 
3.10 We call o, a spectral set of A, if a, (A) and if o, and a (A) — 0, 
are disconnected. Evidently o, and o (A 6, are both closed. 
3.11 If (1) A (A), H(A) are analytic at 2 = 0, (II) A (A) H(A) = E(A) A (A), 
[I1) A, in Mt, reduces to a scalar nv, 7°, then there 
lim ¢ (4) = 0 and in M (A) 


‘e exists an ¢ (A), such that 
a (A (A) M (A)) fad) | ua Uo 
a(A (A) M (A)) we denote the spectrum of A (/ 
ator in Mt (A). Proof. (i) 7-1 (i) A 


By 


c 7\) 


if we consider it as an oper! 


4) T (4) (cf. 2.4) is reduced by EZ, and 
o(T— (4) A (A) T (A) | Mp) 


0 


A (A)| M (A)). 
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(II) By 1.7, its restriction (7'—'(A) A (A) T (4))® is analytic and evidently 
(T-1 (4) A (A) T (A))® = wg T° + B, A 
(III) Hence lim |!(7'—! (A) A (A) T (A))® — wy T° 0. 

A—0 
Call ¢ (A) T— (4) A (A) T (A) — wg [|| and use 3.1. 

3.12 Using 1.6 and 2.4, we can, for |4! < 4, take e (2) = M lal, where 4, 
and M are constants dependent in an obvious way on (I) the neighborhood 
of analyticity of A (4) and E (A) 

(IT) max |4-"|-||A (2) — Agl|, (IIT) max |4-1|-|] 2 (4) — Z| (IV) \|AglI 
A€ Nié,) Ae N(é,) 
and on (V) |\Zoll. 

4.0 This chapter concerns integrals of the Cauchy type of operators 
depending analytically on a parameter i. We prove here certain results 
which we shall need in the next chapter. For reasons of completeness we shall 
give the proofs of some theorems which are well known. For a more detailed 
account the reader is referred to the work of others’). 

4.1 In what follows C will denote a rectifiable curve of finite length in the 
complex plane and /, u etc. complex variables. It is obvious how to define 
[ p(4) Add where p(A) is an analytic function of 4 and A an operator. This 
a 


definition can be extended in an obvious way to the integration of a linear 
combination of operators whose scalar coefficients are analytic functions of 2. 
Using limits in the norm we can extend this definition to the integration of 
infinite series, esp. power series in 4 — /, with coefficients which are operators 
independent of 4. From here, by a small step we arrive to { A (A) d J, where 
{ 

A (A) depends analytically on / all along C. Indeed, C can be covered by a 
finite number of circles, such that inside of each A (A) is represented by one 
power series. It is not hard to prove that the integral is independent on the 
particular choice of the circles of convergence. 

An obvious consequence of this definition is 

| [A (A) d Al] < fA (A) 1d 2 
a 
4.2 If C is closed and A (A) analytic inside and on C, then {4 (4)di = 0. 
Fe 

The proof is similar to the one in classical complex variable theory. The 
integral can be written as the sum of similar integrals along closed curves such 
that each of these curves lies completely inside a circle of convergence of a 
power series representing A (4). Substituting for A (4) the power series we 
arrive at the desired result. 

4.3 If C is a closed curve and A (/) analytic inside and on C, then 








l “A(Ajda 
| - bel A (u). 


22% A—p 


The proof is the same as in classic function theory or may be based on the 
corresponding classic result. 
4.4 If C is situated in 9 (A) and if f (2) is absolutely integrable on C, then 
f(AI— A) f (Adi 
F 
is a bounded operator commutative with A. Proof. In every circle in which 
(A I — A)~"' is represented by a power series (cf. 3.2), it is commutative with A. 
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The integral of the part of C which lies inside this circle is a bounded operator. 
By the Heine-Borel theorem, a finite number of these circles cover C. 
4.5 If C is closed and lies with its inside in 9 (A) and the domain of analy- 
ticity of f (A), then 
((AI—A)“f (A d1=0. 
4.6 ? 


l Pea 1 5 ] P44 4 4 
a . . y .. A)? 
ani {cal A)-* f(Ajdi tai 444 A)-'g(A)dd 








saz [(AT—A) "flag (Ads 

228 dy 

for functions f (A), g (4) analytic on and inside of C. Proof: (I) By 3.2, if C can 
be deformed continuously into C, without leaving 9 (A), then by 4.2 the 
value of any of the above integrals will remain unchanged. We shall make C, 
entirely inside of C and shall compute 


2 


(=) ((AIT— A) f (A dA f(uI—A)"g(u)du 


as an iterated integral. 
All the integrands are continuous. Furthermore 


(AI — A)“ (ui — A) = (uw — A)! (AT — A)“ — (xe — A)“ (a J — A)“. 


Substitute this into the iterated integral and change the order of integration 
in the second part. 
We obtain 
l S os i 7 ‘ 
5s) f(AT-— A) f(A dA f(u— Ag (uw) dyn - 
a tt ¢ : ; ; : P ° 


( 


= -) f(uel A) la(u)du { (u A) L#(Aydi. 
2nt} ¢, F 
From the relative positions of C, C, and the analyticity of g (mu) and f (A) 
follows that the first interior integral is zero and the second is — 2 71 f (s#) 
(cf. 4.4). Hence the desired result follows. 
4.7 By an obvious modification, we can prove 





l " aici . l ar ‘ 
-_ 1 — 4\-1 , 
iat yg (47 A)" f(Ayda TH ee A)-'q(aA)di 
ct ie 7, POF ee 
Paid (AI—A)-'f(A)g(Apda 


where f (A) is analytic on and inside C, and g (A) is analytic in and inside C, 
and C; denotes the curve surrounding the part common to the insides of C,, C3. 
In particular, if the insides of C,,C, have no point in common, then the right 
hand member is zero. 


4.8 A corollary of 4.6 is that E =f (AI — A)—'dA satisfies EH? = E i.e. 
2nig 


E is an idempotent. If A is a normal operator in Hilbert space, i.e. A*A =A A*, 
then £ is normal and being an idempotent, it is a projection in the Hilbert 
space. 

4.9 If C surrounds all of o(A), then, by 4.2, we may take it as a circle of 
radius greater than ||A|) and (3.1, 1) shows that Z = J. 

If C, surrounds the part of o (A) outside of C, then ZH, = J — E. If C does 
not surround any part of o (A), then HZ = 0 (cf. 4.2). 
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4.10 For such a C, we obtain from 3.1, 1 


A" a f (17 — A)? Pdi. 


228 1) — Al +1 

4.11 E obtained in the same way as in 4.8 reduces A and o (A | M) is the 
part o, of o (A) which is inside of C. 

Proof. The commutativity follows from 4.4. Since EZ is the identity in M 
(cf. 2.1), we may investigate A E instead of A. By 4.10 and 4.7 

; l . » oa 
(AI — A) E=+—~ [(ulI—A)“"(A-—p)du. 
U 


22, 


If 2 is not in o, then, by deformation of C, we may achieve that / is outside 
of C. But then 
l ‘ 
B=—— [(uI—A)(A—p) dy 
att, 

is a bounded operator and (AJ — A) BE = E, the identity in M. Hence 

- 6, implies 4% a (A| M), or a (A M) C op. 
From this, 2.2 and 4.9 follows also a (A | M©) C o (A) — ag. If AEG(A|M) 

A | M*°), then 


A 06 


AI — A)3=(41 — A)" E+ (AI — A) 1 — 2B) BE B, (I — E)*). 
Hence (A J A)~' turns out to be bounded and so 4 € «6 (A). We have therefore 
(A)Ca(A WM a(A'M°). This, with the two previous relations proves 


the theorem 
$12 If Ez 0, then C does not have any points of o (A) inside. 
Indeed, if E = 0, then J E=T and Wt %. If / is inside C, then, it 


itside C,, and the inverse of 4 J A in Wt % is bounded. Hence /€ o (A) 
1.13 If C,, C, exclude each other, then HZ, E, = E, E, = 0 (ef. 4.1). 
4.14 If (I) A (A) is analytic in {A |/ 6} and such that | A (A) Ay 
M, A, (11) M = min | (AJ — Ag) | 1 the length of C, then 
er | oe 
{4.14.1 E(Aj=s (ul — A(d))-"du 
22i, 
is (a) an idempotent reducing A (A), defined and analytic in 


A \A 6M/(é6 M,+ M)}, 
b E (} lx! (M — M,\4) = (6M, + M)la—' M-* 


Uy| < M,la—! M-"(M— M, |2!)-1 <1 M,(6M,+M)2-1M 


und o (A (A) MW (A)) is inside C as long as / stays in the neighborhood mentioned 
in (a 
Proof. By 3.5, every point «<¢€C, is surrounded by a circle of radius 
4)). Hence, if A 6M (6M,+ M) 
<M M,j', the curve C is in o (A) and the integral is well-defined. Further, 
by (3.5, 1) 


VM M, 4 which is entirely in o (A 


(ul A (A)) I 


4.14.1) : i 
(al A,)— (ul A,)—* (A (A) A,) (ul A,)-° 


B, is the inverse of AJ — A in MC. 
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By 1.3, the sum of the norms of the power series of (A (i) — A,) A7!: 


, i aj \-1 
A,|| + ||Aell - 2! + ||Agll - [42 + --- M,(1- 7) 

Hence 4.14, 1 is dominated by the series 
M-1 + M,|a| 6 M-2 (6 — |A\)—! + M3 |22| 6% M-3 (6 — |4|)-2 


If, therefore, M, 6\4| M-! (6 —|4|)-! < 1, then 4.14, 1 can be rearranged 
into a simple power series of 2 and will represent a function uniformly analytic 
in «4€C. Hence E (A) is analytic for 


A|\< 6 M(6 M,+ M)-'. 


Using | A (A) — Ay M, A\, 4.14, 1 yields (b) and (c). 
4.15 If (I) A (A) is analytic in {A |/ 6} and such that |A (/) — Ay 
M, \A\, 

N 
(II) o (Ay) = 3) og, ox components (mutually disconnected) of a (Ag), 

i 
(III) Cy, K =1,..., N, rectifiable curves of finite length such that C, 

separates ox from the rest of a (A,), 

(IV) M = min min ||(2 J — A,)—"||-', 


K Act 

then, for | 6M (6 M,+ M)-', there exist idempotents HZ, (A), K = 1,..., N, 
whose ranges we denote by WW, (A), such that (a) the idempotents are analytic 
in this neighborhood of 2 = 0, 

(b) they are commutative with A (2) 

(c) they are mutually orthogonal, i.e. K+ L> Ex (4) By, (A)=E, (4) Ex (A)=9, 

(d) a (Ay Wy (0)) = ox. 

(e) dim Wy, (A) = dim WM, (0) for 

] 6 M4 x? bl, (lx x M)(6M,+ M) M,+ M‘ x*\-', 
\ 
(f) SE, (4) = 1, 


(g) For any open © containing o (A), there exists an e > 0 such that 
] € implies o (A (A)) ¢ D, 

(h) For every /, o (A (A)) is at a distance of at least M — M, |A| from 3) Cx 

(i) if o, consists of a single point ~), M* = min | (A J — A,g)—'| —' and Ay in 

AGC 

wv, (0) reduces to uw, 7, then there exists a constant N (6, M*, M,) such that 
for |i 6M(éM,+ M)-' the part o,(4) of «(A (A)) inside C, satifies 
6, (A) Sf lu Uo NjA\}. 

(j) there exists an open set D containing og and a 6>0 such that for all 
] 6 the part of «(A (A)) inside © consists of o (A (A) | Mx (A)). 

Part (a) and (b) follow from 4.14. (c) follows from 4.13 and (d) from 4.11. 
A consequence of 2.5 is (e), if we use | EZ, 12~-! M-—' and the estimates 


of |4-'|- |B (4) — BE, given in 4.14. (f) follows immediately from 4.9 and 
(g) is essentially 3.7. 3.5 yields (h). We can deduce (i) from 3.11 and 3.12. 
The proof of (j) is straightforward. 

4.16 If, in addition to the hypotheses of 4.15, we suppose dim WJ, (0) = I, 
then o, (A) consists of a single point a (A) which is analytic for 


i| < M?2(M,1+ MM, 2)". 
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Proof. By (e) dim WM, (4) = 1. In a one-dimensional subspace, A (A) can 
have only one point a (A) in its spectrum. Choose y ¢ M, (0), then Z (A) y is an 
analytic element. A (A) EZ (A) y = E (A) A (A) y is also in M, (A) and is there- 
fore of the form a (j) E (4) y. We have only to show the analyticity of a (2). 
Choose f, a linear functional such that | f 1, f(w) = 1. Thenf (A (A) £ (A) y) 

a (A) f (2 (A) pw). Since f (Z (0) w) = f (yw) + 0 and both f (A (A) EZ (A) w) and 
f (EB (4) w) are analytic, a (A) is obviously analytic, too. Evidently || (1) 
E, 1 implies f (Z (A) wy) +0. This with 4.14 (c) yields the analyticity 
of a(i) for 
i| < M*x(M,1+ MM, 2) 


4.17 If the first N coefficients of A (2) commute with Z, then the first N 
coefficients of E (A) (cf. 4.14), 7'(4), and T~-1(2) (ef. 2.4) commute with Z. 
Proof. From 4.14, 1, we see that the first N coefficients of (uJ — A (/))~! 
for any fixed «~€o(A(A)) are polynomials in (« J — A,)—' and the first N 
coefficients of A (i) and hence are commutative with #. The coefficients 
of E (4) are obtained by integrating « along C and so will be commutative 
with £, too. Further, the first N coefficients of T (2) are polynomials of the 
first N coefficients of E (2) and will therefore also commute with Z. The 
coefficients of 7'-'(A) are obtained by identification of coefficients in 
T-! (3) T' (4) = 1 and will obviously also commute with £. 
5.0 Suppose A (A) and £ (A) are 
(I) analytic in N (6) = {A||A| <= 5} and 
(II) A (A) EB (A) = EB (A) A (A) for 2 € N (54), 
(III) if (A) denotes the range of £ (A), then yw € MW (0) implies Ag y= ug y, 
for K =0,1,..., J V l, 
M 
(IV) o(B, Ay | M (0)) = 3 ox, og mutually disconnected. Then to every 
i 


6x corresponds an idempotent F (i) analytic in a neighborhood N (6,) and 
(a) A (A) Fx (A) = Fx (A) A (A), 
(b) denoting the range of Fy (A) by Nx (A), we have 


dim Ny (4) = dim Nx (0), 


(c) for every open set © containing ox, there exists a 0, > 0 such that 
N-1 
a1 


AEN (55) and MEO (A (A) N x (A)) implies I > fy & A-F 
0 


a 


(d) there exists a 6, > 0 and D 26, such that uw ¢ a (A (A)), A€ N (45) and 
N-1 


[ue > mia*\a 
0 

5.1 In order to discuss the significance of the theorem let us take as a 
special case N = 1. The case N = 0 reduces to 4.15. The object of the theorem 
is to decompose the analytic Z (i) which corresponds to a subspace which 
reduces A (A), into a sum of analytic, mutually orthogonal idempotents Fx (A). 
The theorem in 4.16 shows that if we can push this decomposition far enough, 
i.e. to the point when dim Nx (0) = 1, the corresponding eigenvalues can be 
proved to be analytic functions of 2. 


Y¢€ implies pu € a (A (A) | Nx (A)). 


The possibility of such a decomposition depends on Ay, more precisely 
on the possibility of decomposing the spectrum of o (E, Ay M (0)) into 
disconnected parts. Interesting is that only the part carved out by HZ, and 
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restricted to M, affects the spectrum of A (A) in the neighborhood of jo. This 
influence of A y manifests itself only if the previous coefficients satisfy condition 
(III) which amounts to the requirement that they are scalars in Mt (0). If 
some of them have a disconnected spectrum, then they already will generate a 
decomposition of EZ (A). But, if one of them has a connected spectrum which 
is not a point, or, if A, has a single point j, in its spectrum, but A, — x I is 
a quasinilpotent, instead of being zero, then in the decomposition we cannot 
proceed beyond this index K. In another paper the author is going to consider 
the case involving quasinilpotents. 

But even if an eigenvalue a (A) is not analytic, the theorem may yield a 
few terms of a finite development of a (A) into a power series in J, which gives 
asymptotic information on the behavior of the spectrum near an isolated 
point o (Ay). From 5.0 (e) follows, e. g. in the case of N = 1, that, asympto- 
tically, o(A(A)) near py, behaves like the homothetic image of o(H, A, | M2 (0)) 
with centers of homothety «= 7, and « = 0 resp. and with / as the ratio of 
homothety. It is to be emphasized that this result is valid even in the case 
that , is an eigenvalue of infinite multiplicity. 

These results are not restricted to the case of analytic A (A). If A (A) 

n— 


) 


is a bounded operator uniformly for all 2 ¢ S, then Z (A) will assume a similar 


A, A*® + 2" B(A) for A¢ S, where Ay are bounded operators and B (A) 


development and we still may apply theorem 5.0 as long as n 2 N. 
5.2 Proof of theorem 5.1. (I) B(A) = T-! (A) A (A) T (A) (ef. 2.4) is analytic 
for A 6[6 (2) E, 1) M+ 1)]-' and is commutative with Z,. Indeed, 


by (il) and 2.4 
T-1 (A) A (A) T (A) Ey = T-1 (A) A (A) BE (A) T (A) 
T-1 (4) BE (A) A (A) T (4) = EB, T— (A) A (A) T (A). 
(II) By the superscript ““°’’ attached to an operator, we shall designate 
its restriction to W&,. Then, for n < N, 
Br Pa 1" A, im . 
K+l+m=n 


~ = ° . , 0 
3y 5.0 (IIT) and 4.17 all operators in the sum commute with EZ, and A; = 1, 1°. 
By 2.8 


,0 ’ , ane om 
By oD Mh BS Tc T,, = I. 
l=0 A+m n-—-I 
The last equality follows from 
(5.2, 1) > Tx i> T,#=I. 


U 0 


Further, by the same reasoning and the second part of 2.8 


0 se ; ‘ry ) 
By | — T'k A, la = 
K+lim=N 
vw mte4aom wv m™ om 0 
ha Tx AgT y ya fy T Tn vr Ay 
K+m=N K+l+m=N } 
, ’ mtom\o , + 
(Mo Ey p. Tx T,,\° + (Ey Ay)® = (Ey Ay), 
} 
K+m=N ] 


(IIT) o (B® (2)) = o (A (A) | M (A)) (ef. 2.4), 
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N-1 
(IV) B® (4) = (EB, B(A))® = wx 4% 1° + (Ey Ay)? 2 4 
ais 0 | 
DS px AF 1° + AX C% (A), 
. N-1 : 1 
(V) («7° — B® (d))-? = 2-4 A-* { u >» Mx ik ) J®— C® (A) 
0 


A-¥ (» T° — C®(4))-', 
where we have put 
N—1 
y= {-% ( > ux i® }. 
0 
Hence pu € a (B® (A) v € a (C° (A)). 
(VI) €®(A) is an analytic operator in M, such that C® (0) = (EZ, Ay)® 


M 
and so, by (IV), o (C® (0)) = J ax. 
I 
(VII) by 4.15, there exist in I, mutually orthogonal projections FX (A) 
analytic in a N(6,), whose ranges we denote by Mx(A) such that, for K=1,. .., J Vv, 
(a) C® (A) F& (A) "k (A) C® (A), 


(b) a (C® (0) Nx (0)) = og, 
(c) dim Nk (A) = dim NF (0), 
M 
(d) } F% (4) =] and 
i 


(e) for all K and every © 2, there exists a 6 > 0 such that A ¢ N (6) 

vy €a(C® (2) | Ne (A4)) > VE D). 

(IX) Let us define in 8 idempotents derived from F(A) which are 
idempotents in I¢N,:F# (4) = Fx (A) Zo. Quite obviously PF} (2) By = FR (A). 
Hence we get 


(FR (A))? = Fk (A) Ey Fie (4) By = (Fk (4))? Ey = FR (A). 


They are evidently analytic in the same neighborhood as FX (A) and are 
mutually orthogonal. 
(X) They commute with B (A): 
N—1 
B (A) Pk (A) Ey = B® (A) Fi (A) Ey =| DS ux JF 1° + 2% C% (A) ) Fx (A) Ey 


tt 
Fk (A) B® (A) Ey = Fk (A) B(A) Ey = F(A) E, BA). 


(XI) Define Fx (4) = T—! (A) Fi (4) T (A). These idempotents have all 
the properties enunciated in the theorem. This is easy to verify by taking 
account of (VIII). The last property of our theorem follows from (VI) and 
(VIII e). 

5.3 If ox consists of a single point wx, then 5.0 (d) can be given a more 
precise form: there exists an ¢ (A), such that lim e (2) = 0 and 

A >0 
N—1 
mé€a(A (A) Ng (A) > | - P My Rs JANN (2). 


The proof is similar to 3.11. 
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5.4 If Nx (A) is one-dimensional, then yu € o (A (A) | Nx (A)) implies that 
is an analytic function of 4. The proof is similar to 4.16. 

6.0 In this chapter we use theorem 5.0 to prove a generalization of a 
theorem by F. Retuicu (cf. 6.4). Our operators are now operators in Hilbert 
space. We shall be primarily concerned with the class of bounded operators 
which commute with their adjoints and are called normal. As is well-known, 
they admit of a spectral decomposition. 

6.1 If A is normal and is reduced by IM, then A is normal as an operator 
in Me. 

Proof. (I) Denote again by A® the restriction of A to M. A* is also 
reduced by Wt. Indeed A EF = ¥ A+ E A* = A* E. 

Obviously, for all y, ¥ € M, 


(A° py, x) = (A y, x) = (y, A* x) = (y, A*®® x). 


Hence follows that A*® Ao, 
Again for all y € M, 


A® A°w A*Ay A A* 


oe 


0 A*9 y 


y 
which shows that A® A%* A® A®. 
6.2 A normal operator with a single spectral value is a scalar. This well- 
known fact immediately follows from the spectral decomposition theorem. 
6.3 If all A, are normal and lim |A A 0 then A is normal. 


n 
n— x 


The proof is obvious. 

6.4 If (I) A (A) is normal for 2 ¢€ S, S a set on the real axis having 0 as a 
limit point, and (II) uw, € a (Ag) is an isolated spectral value of finite multi- 
plicity m, then there exist m analytic functions of A, w* (4), K = 1,...,m, 
u*® (0) = pg, a neighborhood N (6) and an open set © containing jy, such that 
for 4 ¢€ N (6), w* (A) represent all the spectral values of A (A) inside ©. Each 
occurs as many times as its multiplicity indicates. 

Remark. This is a generalization of Rellich’s theorem for selfadjoint 
operators. It has been conjectured by the author and first proved, in a slightly 
less general form by S. L. Jamison using a different method’). 

Proof. First apply 4.15 with o, = (4). We obtain an analytic projection 
E,(4) such that for 4¢.N (6) and for an open set D containing fy, 3(A (A)) AO 

a (A (A) | Mt (A)). (IL) Suppose there exist non-zero analytic projections 
E (A), E, (A) such that 


E,(4)= BE (A) + £,(4), A(A) E(A)=E (AAA), EB (A) B, (A) = 2B, (A) EA). 


Call IM (A), Mt, (A) the corresponding manifolds of dimensions m,,m, such 
that m, + m, =m 

(III) We shall use U (A), defined in 2.7, in place of 7'(A). Then B® (A) is 
normal for 4¢€ S. By 5.2 


a (A (A) | MR (A)) = o (B (A) | Me) = o (B® (A)), 


contains all the points of o (A (A)) near /p. 


3) F. Revi H, Math. Ann. 113, pp. 600—619 (1936), S. L. Jamison, Thesis 1950, 
University of California in Berkeley, Calif. 
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(IV) If in B°(4) = » Bg A* all Bx are scalars of the form px J°, then 


0 
B° (A) = Y wx 2% T° and o (B® (i)) = Y ux A*. In this case 6.4 is proved. 
0 0 


(V) Now suppose that not all Bx are scalars and let By be the first which 
is not. From 
N-1 
By= lim 4-*(B(’)— ¥ px AKIO 
4cS,a—+0 0 } 
follows, by 6.3, that By is normal and, being an operator, but not a scalar in 
finite dimensional space, it has at least two distinct spectral values. 
(VI) Apply 5.0 to B® (2) with # (A) = T°. We find that 7° ™* (A) + FS (A) 
two projections in Y, commutative with A (i). Starting with them we can 
construct two analytic projections in 9 in the same way as in 5.2 (IX) such that 


E (A) = F, (4) + F,(A), Fy (A) F.(4) = Fy (4) Fy (A) = 0, A (A) PF, (4) = Fy (A) AA). 


(VII) Hence any £ (A) satisfving the conditions in (IT) is such that either 


x 


(a) o (A (A)| M (A) = XY wx A¥, i.e. A (A) is a scalar analytic in W (A), or 
0 


(b) it can be decomposed into “‘smaller’’ analytic projections F, (2), F, (A) 
satisfying the same conditions as EH (4). They are smaller in the sense that 
their dimensions are smaller. If E (i) is one-dimensional, then we have 
obv iously case (a). 

(VIII) Since £,(A) is m-dimensional, then after a finite number of such 
decompositions we obtain 


E, (A) » 4 Fx (4), nam 
i 
where Fx (A) are mutually orthogonal projections, for which case (a) occurs. 


Hence 


a (A|M (A)) = 3 a (A (A) | RK (A)) 
l 


and 6.4 is proved. 
6.5 In this section, we give a generalization of Rellich’s theorem. 
Theorem. Let (I) A (A) be normal for 4 ¢ S, and 0 be a point of accumulation 
ot NS 
(II) u, be an isolated point of «(A (0)), possibly of infinite multiplicity. 
(III) A,--cZ be completely continuous, then there is a sequence of 


functions {ux (A)} analytic at 4=0, and yx (0) = mo, a function e (A), 


0 
lim e¢(4)= 0, and two positive numbers 6,a such that |u — uw <a, d 0 
7 >» 
and « € «(A (A)) implies that either ~ is equal to some jx (A) or |u — tg — € 2 
he (A). 


Proof. It is almost trivial that, without loss of generality, we may suppose 
( 0. Indeed, it is enough to consider A (A) — cI 4, to reduce the general 
case to this special one. We shall use the notation and results of 5.2, with N = | 
und U (A) in place of T (4). Similarly as in 6.4, we find that C® (0) = (Z, A,)° 
is normal and also completely continuous. Further, by 4.15 (j) there exists a 
6>0 and a> 0 such that w¢a(A (A)), A€ N (45) and ju — fo) <a implies 
u€a(A (A) M(A)). Equivalent to the last are, by 5.2, «¢€o(B®(A)) and 
y€a(C®(A)), » = (uw — pp)/A. 
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Since C° (0) is completely continuous, any vx ¢€ o (C® (0)), », +0 is of 
finite multiplicity and by 6.4, there exists a series of analytic functions {vx (/)} 
such that for all K and sufficiently small 4 vg (4) € a (C®(A)). For b> 0, 
define o, (6) to be the intersection of o (C® (0)) and {»| |»| < 6}. To this compo- 
nent of o (C® (0)) corresponds in the usual way a manifold N, (4) such that 
a (C® (0) Ny (A)) = oo. By 4.15 (g), there exists a 4, (b) > 0 such that |/) < 4, (b) 
implies o (C® (A) | MN, (A)) S {v| |»y| S 2b}. There is a finite number N of yx (A) 
such that vx (0)€ 69, and there exists a 6, (b) > 0, such that vg (4), K=1,2,...,N; 
are analytic for |4| < 6,(6). Define 6 (6) = min (4, (5), 4, (b), 6,) and 
e (A) = inf {2 b| |4|) < 6 (6)}. Then wéoa(A (A)), |4) << 6 (6) and |u— pw! <a 
implies » € 6 (C®(A)) which in turn implies either v € a (C® (A) | It, (2)) or for 
some K (<=. N), y= vg (A). From here follows that 


(4 — Mo) Aise(A) 


Or pp = feo t+ Avg (A), K=1,...,J N. The theorem is proved. 

6.6 An extension of Rellich’s theorem in another direction is the following. 

Let A (4) be a bounded operator in Banach space and S a set with 0 as a 
point of accumulation. Let fi be the Banach algebra (normed ring, cf. E. H1ILLE, 
l.c.) generated by the A (A) for 4¢ S and J. Suppose this Banach algebra 
has no radical (KE. Hixg, |. c. pp. 475ff). Then for such an A (A) Rellich’s 
theorem holds, i. e. if A (0) has an isolated spectral point ju, of finite multi- 
plicity m, then there exist m analytic functions ux (A), wx (0) = uo which for 
sufficiently small 4 represent o(A (/)) in a sufficiently small neighborhood of ju. 

The proof closely parallels the proof of 6.4 and uses 7’ (A) in place of U (A). 
In the same way as we proved that By in 6.4 (V) is normal, we may show that 
By is an element of i. Being an operator with finite-dimensional range, it 
has a finite number of spectral singularities. If it had only one spectral singu- 
larity v, then By — vg I would be either zero or nilpotent. But there are no 
nilpotent elements in R. So By = ») I, a scalar. This is against our hypothesis 
which shows that o (By) consists of at least two points. We needed to require 
the normality of A (A) for 4 ¢ 8 only to establish this fact. The balance of the 
proof follows 6.4 with scarcely any change. 


(Eingegangen am 3. September 1951.) 
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Zur Zahlentheorie der ternaren quadratischen Formen. 


Von 


H. Branpt in Halle. 


1. Die Grundlagen fiir eine moderne Behandlung der Zahlentheorie der 
terniren quadratischen Formen mit ganzrationalen Koeffizienten sind im 
Jahre 1831 von Lupwic Avucust SEEBER') gelegt worden. Er hatte den 
giiicklichen Gedanken, im Gegensatz zu Gauss?) auch Formen, bei denen 
die Koeffizienten der Produktgliedeér ungerade Koeffizienten haben kénnen, 
mit in Betracht zu ziehen, was iibrigens friiher bisweilen auch schon von 
EvuLER, LAGRANGE, LEGENDRE geschehen war*). Als wichtigstes Bestimmungs- 
1| af 
2 | 02,02, 
er nach dem Vorbild von Gauss als Determinans bezeichnete. Wenn auch 
SEEBER sich vielleicht selbst nicht der Tragweite seiner Begriffsbildungen 
bewuBt gewesen ist, so hatte man das um so mehr von Gauss erwarten diirfen, 
der aber merkwiirdigerweise ihre Bedeutung verkannte*), wodurch infolge 
seiner Autoritaét die Entwicklung des Gebietes um 100 Jahre zuriickgeworfen 
worden ist. 

2. Ich habe mich der SEEBERschen Auffassung schon vor mehr als 25 Jah- 
ren angeschlossen und ihre Grundziige seitdem mehrfach in Vorlesungen ent- 
wickelt, habe aber den lange gefaBten Plan einer zusammenhingenden Ver- 
6ffentlichung tiber die terniren Formen immer wieder aufgeschoben, weil mich 
eine leise Scheu abhielt, Friichte zu pfliicken, die noch nicht ausgereift waren. 
Jetzt erweist sich aber die neue Auffassung des quadratischen Reziprozitats- 
gesetzes®) fiir die Umgestaltung der Theorie so auBerordentlich wirksam, daB 
selbst meine kiihnsten Hoffnungen iibertroffen werden. Die ganze von H. J. 
Sr. Smirx*) mit so groBer Sorgfalt und Ausdauer aufgebaute komplizierte 
Theorie kann auf wenige Siatze und Regeln zuriickgefiihrt werden, welche 
ausnahmslos alles beherrschen. 

3. Das quadratische Reziprozitatsgesetz wird hier in folgender Form benutzt. 
Es sei 6 4, 8, —8, —3,5, —7, —11, 13,... eine Primdiskriminante 
und p eine positive ungerade Primzahl, dann kann das Hauptgesetz ein- 


stiick einer Form f(x, , 22,23) benutzte er den Ausdruck D , den 


') L. A. Seeper: Untersuchungen iiber die Eigenschaften der positiven terniren 
quadratischen Formen. Mathematische Abhandlungen, 1. Bd., Freiburg 1831. 

*) C. Fr. Gauss: Disquisitiones arithmeticae. Leipzig 1801, art. 266—285 = Werke 1, 
Gottingen 1870, p. 299—335 Untersuchungen iiber héhere Mathematik, Berlin 1889, 
S. 288—321. 

%) Deshalb ist kaum eine urgliiicklichere Bezeichnung denkbar als die: Formen mit 
lauter geraden Produktgliedern als klassisch, Formen, welche auch ungerade Produkt- 
glieder haben, als nicht klassisch zu bezeichnen. 

*) C. Fr. Gauss: Werke 2 Géttingen 1876, Besprechung Seeber, 8. 188—196. 

5) H. Branpt: Uber das quadratische Reziprozitatsgesetz, Ber. Verh. sachs. Akad. 
Wiss. Leipzig 1951, 99. Uber das quadratische Reziprozitatsgesetz im rationalen Zahl- 
kérper, Math. Nachr. 1951, 6. 

*) H. J. Sr. Smrru: Collected Math. Papers I, On the orders and genera of ternary 
quadratic forms, p. 455—509. 
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schlieBlich der Ergiinzungssiitze in der einen Formel (4/p) = (p/6) zusammen- 
gefaBt werden, welche besagt: Die durch die Formen der Diskriminante 6 (unter 
AusschluB der negativen Formen) darstellbaren Primzahlen p haben positiven, 
die nicht darstellbaren negativen Charakter. Die iibliche Verallgemeinerung 
des Gesetzes fiihrt auf die Formel (4/P)=(P/A). Hier ist 4 eine Diskrimi- 
nante, im weitesten Sinne genommen, und P eine positive ungerade Zahl. Beide 
Seiten haben den Wert Null, wenn es eine Primzahl gibt, welche zugleich in P 
und A aufgeht. Sie haben beide den Wert 1, wenn P durch eine (positive 
oder indefinite) Form der zu P teilerfremden Diskriminante A darstellbar ist, 
z. B. wenn A eine zu P prime Quadratzahl bezeichnet. 

Ist g eine ungerade Primzahl, so ist 6 = q (lies g primar)’) Diskriminante. 
Da nun (p/d) = (p/q), so nimmt das Hauptgesetz die Gestalt an (p/q) = ('q/p), 
in welcher Form es sich schon bei EvLER und Gauss findet, und daraus 
entsteht fiir 2 ungerade positive Zahlen P, Q das verallgemeinerte 
Gesetz (P/Q) = (:Q:/P). 

4. Um hier kurz die Hauptziige der Theorie zu entwickeln, bezeichnen 
wir durch 

f=a, xy + Ay re + As a + Ag Xo Xz + Ay YX Xz + Ag X, Xe 


eine ternire quadratische Form mit ganzrationalen Koeffizienten a, , a, a3, 4,4, 
a,, a, und schreiben auch 

@, G@, as 

om a; a) 


wenn es auf die Werte der Variabeln nicht ankommt. 
Unter dem Koeffiziententeiler t der Form f verstehen wir den gréBten gemein- 
samen Teiler der Koeffizienten, mit einem solchen Zeichen genommen, dab 
die durch f=tf, bestimmte Form f, positive Signatur bekommt. Ist der 
Koeffiziententeiler 1 wie hier bei f,, so heiBt die Form primitiv, ist er verschieden 
von 1, so heiBt sie imprimitiv. Eine Form, deren Koeffizienten keinen gemein- 
samen Teiler haben, wird also nur als primitiv angesehen, wenn gleichzeitig 
die Signatur positiv ist. Andernfalls schreiben wir ihr den Koeffiziententeiler 
1 zu und sehen sie in diesem Sinne als imprimitiv an. 
5. Die Matrix 
2a, G@ 4a, 
a, 2a, % 

a, a@ 2a; 
heiBt Koeffizientenmatriz. 
Sie enthalt in der Hauptdiagonale die mittleren Koeffizienten a,,a,,a, doppelt 
genommen und spiegelbildlich zur Diagonale die seitlichen Koeffizienten 
a,, 4,, 4g. Wenn ¢ der Koeffiziententeiler von f ist, so haben die in der Koeffi- 
zientenmatrix stehenden Zahlen entweder den gréBten gemeinsamen Teiler ¢ 
oder 2¢. Je nach diesen beiden Fallen wird f von J. oder 2. Art genannt. 
So ist 2} 4 %_ %, von 1. Art, ai + a3+ a5 von 2. Art. Die halbe negativ ge- 
nommene Determinante der Koeffizientenmatrix, d. h. der Ausdruck 


9 9 9 
d = a, A, + Gy 5 + Gs Ag — 4,4, a, — 4.4, 4,4, 
ist die Diskriminante von f. 
q-—1 


”) Fiir eine ungerade Zahl q ist ‘q q(—1) 2 derjenige der beiden Werte 
+ q, — q, welcher kongruent 1 nach 4 ist. 


22° 
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6. Um die groBen Vorteile dieser Definition zu zeigen, werde nur auf fol- 
gendes hingewiesen: Betrachtet man alle Formen als zusammengehorig, welche 
durch Multiplikation mit rationalen Faktoren r + 0 und umkehrbare rationale 
Transformationen auseinander hervorgehen, so haben alle diese Formen die- 
jenigen (positiven) Primzahlen p gemeinsam, welche man als Teiler und Nicht- 
teiler bezeichnet. Dabei wird auch — 1 als Teiler oder Nichtteiler angesehen, 
je nachdem die Formen indefinit oder definit sind. Das Produkt der stets in 
endlicher (obendrein gerader) Anzahl vorhandenen Nichtteiler erweist sich 
dann identisch mit der (absolut genommen) kleinstméglichen Diskriminante 
derjenigen Formen der Gesamtheit, welche ganzrationale Koeffizienten und 
positive Signatur haben, d. lt. mit der Stammdiskriminante. Weil Formen mit 
eigentlichen Nulldarstellungen keine Nichtteiler besitzen kénnen, ergibt sich 
daraus im besonderen, daB sie durch den Wert 1 der Stammdiskriminante 
charakterisiert sind. 


~ re . . 1, G4 a 
7. Wir setzen jetzt / ” 


als primitiv voraus und bezeichnen durch 
MQ, a; a, 


die primitive Adjungierte, die nach unsern Festsetzungen iiber primitive 
Formen (4) dieselbe Signatur wie f haben wird. Ihre Diskriminante sei D. 


Zwischen den Formen f und F bestehen die beiden Identititen 


éf ef C f 2 . . 
a wa aa oe ae Ys) 4 f (2, %, Xs) f(Y, Yo» Ys) I, F (8,, 82, 83), 
| 2 “3 
oF eF oF - . . 
Oz, ae Zs | ir Zs ys) 4 F (x,, 2, 3) F (y,, Ye, Ys) I, f (81, 82, 83), 


dabei ist 
§) = %2Y3— %Y2, 82=—%3Y%—-%1Y3, 4; % Y2— %Y, 
und es wurde zur Abkiirzung gesetzt 


of (x1, Le» Zs) ef oF (2, Xe, Xe OF 


, — (¢ = 1, 2,3). 
C xj 0 Xj C xj O xj 


Wir nennen J,, J, die erste und zweite Invariante von f und gleichzeitig die 
zweite und erste Invariante von F. 
Abgekiirzt schreiben wir die Identitaten in der Gestalt 
fo—4ff=1,F, Fo-—4FF=1 


8. Zwischen den Invarianten J,, 7, und den Diskriminanten d und D 
von f und F bestehen die Beziehungen 


f. 


9 


(ii,=16d, I,1;=16D. 
Die vier Zahlen J,, 7,,d, D haben dasselbe Vorzeichen, sie sind negativ, wenn f 
positiv und positiv, wenn / indefinit (von positiver Signatur) ist. 


Es gibt drei Typen von terniiren Formen 
I J, ungerade, J, teilbar durch 16, 
Il J,, J, durch 4 teilbar, 
IIIf J, ungerade, J, durch 16 teilbar. 
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Beim I. Typus kann die zweite Identitiat, beim III. die erste und beim II. 
Typus jede durch 4 gekiirzt werden. 


9. Die Primteiler von J, und J, bestimmen die Charaktere, wir beziehen 
sie indessen auf die Primdiskriminanten 6 4,8, —8, —3, 5, —7, —11, 13,..., 
denen wir noch die uneigentliche Primdiskriminante 4, der kein Charakter ent- 
spricht, hinzufiigen, die andern heiBen dann zum Unterschied eigentliche Prim- 
diskriminanten. Durch die Einfiihrung der Primdiskriminanten wird die Theorie 
in tiberraschender Weise vereinfacht, und alle Ausnahmen und Sonderfille 
werden beseitigt. Es ergeben sich nimlich ausnahmslos alle méglichen Charak- 
tere fiir f aus der Zerlegung von I, und alle méglichen Charaktere fiir F aus der 
Zerlegung von I, in Primdiskriminanten, wenn nur im Falle, daB nicht beide 
Invarianten zugleich durch 16 teilbar sind, noch gewisse Vorzeichen beriicksichtigt 
werden. 

10. Will man alle méglichen Charaktere erfassen, so ist es notwendig, bei 
der Zerlegung die uneigentliche Primdiskriminante 4 méglichst sparsam zu 
verwenden, namlich nur, wenn keine andere Zerlegung méglich ist oder ohnehin 
schon zwei verschiedene gerade Primdiskriminanten als Faktoren vorkommen. 
Auf keinen Fall aber diirfen bei der Zerlegung Faktoren verwandt werden, 
welche keine Diskriminanten sind. So ist 16 als Produkt — 4 -— 4 und nicht 


als Produkt 4 - 4 oder gar als 8 - 2 aufzufassen, ebenso 32 als Produkt — 4-— 8 
und nicht als Produkt 4-8, weil in der ersten Zerlegung die beiden auf — 4 
und 8 bezogenen Charaktere erkannt werden, in der zweiten aber nur der 


eine ebenfalls vorhandene auf 8 bezogene Charakter. 


Der einzige Fall 64 spielt eine gewisse Ausnahmerolle, indem er gleichzeitig 


die beiden Zerlegungen 8 - 8 und — 8 - — 8 erfordert, wahrend in allen anderen 
Fallen eine einzige Zerlegung geniigt. Indessen braucht man sich bei héheren 
Potenzen von 2 gar nicht um die Zerlegungen in gerade Primdiskriminanten 


zu kiimmern, weil schon bei Teilbarkeit durch 32 alle supplementiren Charak- 
tere auftreten (siehe 12). 

11. Wir bezeichnen die Charaktere durch 7; oder 7’, je nachdem sie sich 
auf f oder F beziehen. Dann ist aus den Identitaten in 7 klar, daB jede ungerade 
Primdiskriminante 6, welche in J, oder J, aufgeht, fiir die durch f oder F 
darstellbaren zu 6 primen Zahlen einen Charakter (f/6)= 7; oder (F/6)= 7° 
bestimmt. 

In vielen Fallen kann man die Charaktere, wie das ja gewOhnlich geschieht, 
auch auf die positiven Primzahlen | 6| beziehen. Bei Produktrelationen und bei 
Behandlung der supplementiiren Charaktere zeigt sich indessen die groBe 
Uberlegenheit unserer Bezeichnungsweise. 

12. Wegen der vollkommenen Reziprozitat, die zwischen den Formen 
f und F und den Invarianten J, und J, besteht, geniigt es, den Zusammenhang 
der supplementiren Charaktere von f mit der Invariante J, zu betrachten. 
Wenn J, durch 32 teilbar ist, so daB die erste Identitaét durch 4 gekirzt werden 
kann, so liegt fiir ungerade durch f darstellbare Zahlen der Kongruenzwert 
modulo 8 vollstandig fest, was man auch so ausdriicken kann: f besitzt alle 
supplementiaren Charaktere y_, 


4 


%s, %-g, Von denen aber nur 2 angegeben zu 
werden brauchen, weil der dritte Charakter gleich dem Produkt der beiden 
andern ist. Dies Ergebnis steht in Ubereinstimmung mit der obigen Regel, 
es ist 32 4-—S8 und 32 t-8, 64 8-8 g-—§ 64 


S- 8, + 128 4-4 32, 256 4-8- 8, 256 4-8- 8 usw. 
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13. Wenn J, durch 16 aber nicht durch 32 teilbar ist, ergibt die erste 
Identitaét nach Division durch 4, da8 fiir ungerade durch f darstellbare Zahlen 
der Kongruenzwert modulo 4 vollstandig festliegt, d. h. es ist y_, vorhanden. 
Das steht aber in Ubereinstimmung mit der Regel, es ist 16 = — 4- — 4 und 
—16=4-—4. In J, steckt also unabhingig vom Vorzeichen die Primdis- 
kriminante — 4. 

Damit sind bereits alle Charaktere aus den Smrruschen Tabellen (vgl.*) p. 458) 
festgelegt, welche kein besonderes Kennzeichen mit sich fiihren. Die iibrigen 
Charaktere erfordern die Beriicksichtigung gewisser Vorzeichen. Einer unge- 
raden Zahl m schreiben wir das zahlentheoretische Vorzeichen + oder — zu, 
je nachdem m = + | oder — 1 modulo 4 ist. 

14. Bisher haben wir von den Identitaten in 7 nur in dem Sinne Gebrauch 
gemacht, daB wir die Teilbarkeit der linken Seiten durch gewisse Faktoren der 
Invarianten, aber nicht die auf den rechten Seiten stehenden Formen in Be- 
tracht gezogen haben. Das soll jetzt geschehen, wobei sich eine stairkere 
Koppelung der beiden Identitaten ergibt, die wir durch eine etwas andere 
Bezeichnungsweise zum Ausdruck bringen. Wenn 2,, 22, 23 und ¥,, Y2, Y¥3 Zwei 
Tripel von teilerfremden Zahlen sind, fiir welche auch die 3 Zahlen 

$= Y2¥s— %3 Yo, 82=%3Y%—-%HY3, 829=—=%Y2—- 2H; 
teilerfremd sind, so kann man ¢,, t,, f, so ganzrational bestimmen, daB 
8gl,— 8gl,=— 2%, 834 —8 tg = %y, 8, t,— 8h = 2 


wird. Zum Beweise suche man drei Zahlen z,, z,, z, so, daB die Matrix 


aa 





| "a Y2 Ys 


2, 2 2 





die Determinante 1 bekommt. Die adjungierte Matrix hat ebenfalls die 

Determinante 1. Ihre dritte Zeile ist s,,8,,s8,. Die Elemente der negativ 

genommenen zweiten Zeile seien ¢,, t,, ¢,. Dann bestehen die obigen Formeln. 
15. Mit diesen Zahlen schreiben wir die Identitaten in der Gestalt 


jf cf c c - . , 
Sa, ! Yeo + ! Ys) 4 f (2, _, %3) f (Yy, Ye Ys) I, F (81, 82, 83), 


a OX, - OZ, ° 
oF oF oF \2 . . 
-z— 4, S +e ts) 4 F (8,, 82, 83) F (t,, ty, ts) I, f (%,, %2, %3)- 
1 C 8 C 8s 
Wir nennen 2 Darstellungen f(z,, 2,, 73) = m und F (s,, 8, 83) = M simultan, 
wenn die Bedingung 2, s, + x, 8, + 23 8%, = 0 erfillt ist. Dann sind diese in 


den beiden Identitaten vorkommenden Darstellungen simultan und iiberdies 
beide eigentlich. 

Oft ist es zweckmaBig, diesen Darstellungen noch zusitzliche Bedingungen 
aufzulegen. In der ersten Identitaét ist 7, der gré8te gemeinsame Teiler aller 
Zahlen, welche durch die linke Seite geliefert werden. Deshalb kann die eigent- 
liche Darstellung F (s,,8,, 8,3) = M zu einer beliebig vorgegebenen Zahl und 
damit zu 27, prim gemacht werden. Diese Bedingung ist damit vertraglich, 
daB die eigentliche Darstellung f(z,,7,, 2.) = m prim zu 2/, gewahlt wird. 
Unter den diesen Bedingungen geniigenden Zahlen m und M miissen auch 
solche sein, die teilerfremd sind. Geht man nimlich von teilerfremden Zahlen 


ef 
x 


> zr. 


, X, aus, fiir die f (x,, 7,, x.) zu 2 J, prim ist, so haben die Zahlen 


> 
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¢ f of 
O2,° 02, 
der Matrix dieser Linearformen und damit in 2 J, aufgeht. Die Gleichung 


a. ef 
z. 


nur einen gemeinsamen Teiler ¢, der in dem letzten Elementarteiler 


%, + Lo + 23 2m zeigt dann, daB ¢ héchstens den Wert 2 
OZ, “OX, c 
haben kann. Dieser Wert findet bei Formen zweiter Art immer statt, wihrend 
bei Formen erster Art z,, ,, 2, so gewahlt werden kénnen, daB t =1 ist, was 
bei den obigen Bedingungen wegen der ersten Identitaét erforderlich ist. 
a : éf éf ef “ee 
Wahlt man jetzt y,, ¥2, y, 80, daB -~ Ut Gy Ye + Ge Ys ZU mM prim ist, 

1 2 3 
so wird wegen der ersten Identitat schon erreicht, daB m und M prim zueinander 
werden, womit dann die Forderung, daB die Darstellung F (s,, 8,, 8,) = M 
eigentlich und prim zu 2 J, sein soll, vertraglich ist. Weil alle diese Bedingungen 
auf Kongruenzen fiir die Variabeln x;, y; hinauslaufen, kénnen sie bei indefi- 
niten Formen auch durch positive Zahlen m und M verwirklicht werden. 

16. Wegen der Reziprozitét zwischen den Formen f und F sowie den 
Invarianten J, und J, darf man annehmen, dab J, keine héhere Potenz von 2 
enthialt als J,, so daB J, jedenfalls durch 4 teilbar ist. 

Es sei jetzt J, durch 16, J, aber nur durch 8 teilbar, dann gibt die erste 
Identitaét in 15 nach Division durch 4 und Umstellung 

l 


l 2 ion : 
zh-=F ce. 


Wenn F gerade, ist wegen der zweiten Identitaét in 15 F auch durch 4 teilbar, 
wenn F ungerade, liegt das zahlentheoretische Vorzeichen ¢, wegen der Existenz 


von 7-4 = €, fest, also auch der Kongruenzwert von 
I, &, 
tee +2, (8). 
4 ; 


Gilt das obere Zeichen, so kann f f, je nachdem F gerade oder ungerade, nur 
die Werte + 1 und — 1 modulo 8 annehmen, J, ¢€, enthalt den Diskriminanten- 
faktor 8 und  , ist vorhanden. 
Gilt das untere Zeichen, so kann tf, je nachdem F' gerade oder ungerade, nur 
die Werte 1 und 3 modulo 8 annehmen, J, ¢, enthalt den Diskriminantenfaktor 

8 und y_, ist vorhanden. 

17. Wenn J, durch 16 teilbar ist, J, aber nur durch 4, so ergibt die erste 
Identitaét aus 15 nach Division durch 4 und Umstellung 

(h- 2 P=f7. 

Wenn F gerade, ist wieder F auch durch 4 teilbar, wenn F ungerade, liegt das 
zahlentheoretische Vorzeichen e, = y~* fest, also auch der Kongruenzwert von 


1, &: 


, t1, (4). 


Gilt das obere Zeichen, so hat ff, je nachdem F gerade, 3} f, ungerade oder 
F ungerade, $f, gerade, die Werte + 1 oder — 1 modulo 4, J, e, enthilt den 
Faktor 4, und es ist kein Charakter 7_, vorhanden. Gilt aber das untere 
Zeichen, so hat in beiden Fallen f f den Wert + 1 modulo 4, J, ¢, enthalt den 
Faktor — 4 und y_, ist vorhanden. 
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18. Sind endlich beide Invarianten nur durch 4 oder 8 teilbar, so gibt es 
keine supplementiiren Charaktere. Das sieht man direkt, wenn man f und F 
in den Normalformen 


9 2 2 , 2 _ a 
f=h, “nt +hexe+hgx3, (8), F=hi 81 + he 8e+ hgsz, (8) 


annimmt, was nach SmrrH und Mrnxowsk1 bekanntlich méglich ist. 

Diese Fille stehen aber in Ubereinstimmung mit der obigen Regel. Denn 
weil die beiden zahlentheoretischen Vorzeichen ¢,,¢, unbestimmt sind, kann 
bei der Zerlegung von J, e, und J, «, kein Diskriminantenteiler — 4, 8 cder — 8 
abgespalten werden. 

Indessen bestehen in diesen Fallen gewisse Bindungen zwischen den unge- 
raden durch f und F simultan darstellbaren Zahlen. Sie fiihren auf den soge- 
nannten Simultancharakter, auf den wir weiter unten eingehen. 

19. Ist J, ungerade, so bestehen fiir f keine supplementiren Charaktere 
entsprechend der Tatsache, daB bei Zerlegung von J, ¢, nur ungerade Prim- 
diskriminanten auftreten. Damit sind alle Fille erledigt, bei denen J, keine 
héhere Potenz von 2 enthilt als J,. 

Um die Charaktere festzustellen, hat man also folgendermaBen zu verfahren. 
f hat alle supplementaren Charaktere, wenn J, durch 32 teilbar ist. f hat nur 
den Charakter 7_,, wenn J, = 16, (32). In allen anderen Fallen hat man fir 
weitere Entscheidungen erst das zahlentheoretische Vorzeichen ¢, von F fest- 
zustellen, das mit y~* tibereinstimmt, wenn dieser Charakter existiert, sonst 
aber unbestimmt ist. Der gesuchte Charakter ergibt sich aus der Zerlegung 
von é€, J, in Primdiskriminanten. 

Fir F und J, gilt Entsprechendes. 

20. Wir wenden uns jetzt zu den Bedingungen, die zwischen den Charak- 
teren bestehen. Dabei nehmen wir die in den Identitaten unter 15 vorkommen- 
den simultanen Darstellungen f (x,, 22, 73) = m und F (8, , 8,, 83) = M ungerade, 
positiv, prim zueinander und m prim zu J,, M prim zu J, an. 

Wir entnehmen dann aus den Identitaéten in 15, daB J, M quadratischer 
Rest von m und J, m quadratischer Rest von M ist. Demnach gilt 


(==) 1, (“} 1. 


m j 





Bezeichnet ¢, das zahlentheoretische Vorzeichen von M, also das gewéhnliche 
Vorzeichen von M., so daB M =e, M, so ist nach der ersten Identitat, 

wenn I, ungerade, ¢, J, = 1, (4), dagegen, wenn J, gerade, = 0, (4), so daB in 
beiden Fallen e,/, Diskriminante ist. Demnach ergibt die Zerlegung des 

ersten Symbols auf Grund des Reziprozitiatsgesetzes 


r= (“) (=) = (5-) (SS) 


und die Zerlegung des zweiten Symbols, weil 7, Diskriminante, 


'= Ge) Gr) ~ (2) Gr): 


Aber es gilt, wie am Schlusse von 3 bemerkt wurde, 


(ar) = Ge): 
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Demnach ergibt sich die allgemeine Formel 


(a1) (z,) =» 


welche voraussetzt, daB J, = 0, (4). Ihr steht die reziproke Formel gegeniiber 


(7) (<,)=)» 


in der ¢, das zahlentheoretische Vorzeichen von m bezeichnet, wahrend J, = 0, 
(4) angenommen ist*). 

21. Wenn J, durch 16 teilbar, ist 7~* =e, unabhingig von der Auswahl 
der Darstellung F = F (s,, 83, 83). Die Aufspaltung der linken Seite gibt lauter 
vorhandene Charaktere, daB statt ¢,/7,, 7, aufgespalten wird, hat keine Be- 
deutung, 16 4.— 4 und — 16 = 4. — 4 liefern beide den Charakter y~*. 
Es fragt sich, welche Charaktere in die Produktrelation eingehen. Bei den 
Hauptcharakteren ist das leicht zu entscheiden, es fallen alle und nur die auf 
ungerade 4 beziiglichen Charaktere aus, fiir die 6 in gerader Potenz in J, oder 
I, aufgeht. Von den supplementiren Charakteren geht héchstens einer auf f 
beziiglicher und héchstens einer auf F beziiglicher in die Relation ein. Nach 
Abtrennung der simtlichen ungeraden Primdiskriminanten bleibt von ¢, J, 
und J, jeweils eine positive oder negative Potenz von 2. Ist diese Potenz 
gerade und positiv, so bleibt kein Charakter, ist sie gerade und negativ, so 
bleibt der auf — 4 beziigliche Charakter, ist die Potenz ungerade, so bleibt je 
nach dem Vorzeichen der auf 8 oder — 8 beziigliche Charakter. Das kann man 
auch so ausdriicken: Bei der Zerlegung in Primdiskriminanten ist die uneigent- 
liche Primdiskriminante 4 méglichst reichlich zu verwenden, so lange iberhaupt 
noch eine Diskriminante bleibt. 

22. Einige Beispiele mégen das erliutern. Fir d - 624 und J, — 4, 
I, 624 = 16- — 3- 13 lautet die Produktrelation, wenn e, = +1: 


f F / ras, 
| a )\ 16-— 13) wri) 715) I, 
was 4 Genera und die Bedingung 
Z-0 2° gel 
ergibt. 
Ist dagegen e, 1, so wird die Produktrelation 


(big Ecce) bedg hos 


was 2 Genera und die Bedingung 





| lng a l 
ergibt. ; 
Fiir d 640, J, - 8, J, = —160 hat man fiir ¢, = + 1 die Bedingung 
j f F : 5 
(5) (<=) l,d@dh. zgex*z ? 
dagegen fiir «, = — 1 die Bedingung 


*) In Wirklichkeit haben die beiden Formeln noch allgemeinere Giiltigkeit. Die erste 
Formel wird nur ungiiltig,d.h. nimmt den Wert — 1 an, wenn J, = e, = — 1, (4), die 
zweite, wenn J, = e, = — I, (4). 
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(5) (za) 1, dh. xex*xe=l, | 
und beidemal existieren 4 mit dieser Bedingung vertrigliche Genera. 
23. Wenn J, nicht durch 16 teilbar, so sind beide Invarianten héchstens 
durch 8 und mindestens durch 4 teilbar. Setzt man J, = 6,4, und J, = 6, %,, 
wo i,, i, die Produkte der simtlichen in J,, J, als Faktoren steckenden unge- 
raden Primdiskriminanten bezeichnen, so kénnen 4,, 6, nur die Werte 4, 
4.8, — 8 annehmen, und die Relationen aus 20 ergeben 


m M f eg | 6, 6. ( &, 6; 0» , 
(=) (=) = (63) G4) Gr) = (Ge) Ge) Gi = @- 
Obschon nun die 3 Symbole rechter Hand 
6, OP > &) 
(Gr) M)’ rs (ar) 

variabel sind oder wenigstens sein kénnen, so ist das Produkt 6, der Simultan- 
charakter fest, wie der erste Ausdruck zeigt, der ein Produkt von Charakteren 
darstellt. Dafiir ergibt sich die Formel 


o=(1)(Z) =+(2)(44), 


i 
wo das obere Zeichen gilt, wenn wenigstens eins der Vorzeichen ¢,, & positiv 
ist, das untere aber, wenn sie beide negativ sind. 

Diese Definition des Simultancharakters ist zwar nicht invariant geschrie- 
ben, wie die von H. J. Sr. Smirn gegebenen Formeln fiir seinen Simultan- 
charakter y, aber trotzdem viel bequemer in der Handhabung, weil sie alle 
méglichen Faille gleichmaBig umfaBt. 

24. Damit ist der ganze erste Teil der Smrruschen Abhandlung umgestaltet 
und auf einheitliche Prinzipien zurickgefihrt, die ganzen Komplikationen 
fallen fort, und es besteht kein Bediirfnis mehr, durch groBe Tabellen Uber- 
sichtlichkeit herzustellen. In jedem Falle kann leicht entschieden werden, 
welche Charaktere vorhanden sind und welche in die Existenzbedingung ein- 
gehen. Der von Smiru gegebene Nachweis, daB die als méglich erkannten 
Genera auch tatsiichlich existieren, kann durch die SEEBERsche Bezeichnungs- 
weise und die néue Auffassung des Reziprozitiatsgesetzes erheblich vereinfacht 
werden, was aber hier nicht mehr ausgefiihrt werden soll. 


( Eingegangen am 29..September 1951.) 


Math. Annalen, Bd. 124, 8S. 343—363 (1952). 


Uber Zerlegungsgleichheit von Funktionen 
und Integration in abstrakten Raiumen. 
Von 
A. Krirscn in Bern. 


Einleitung. 


Das bestimmte Riemannsche Integral fiir Funktionen einer Verinderlichen 
besitzt die folgenden Eigenschaften: 


(I) f(af(x)+ Bg(x))dxr=aff(x)dx+4 B fg (x) dx (Linearitit) 


(Il) [/f(t+e)dx=ff(x)dax (Translationsinvarianz) 
(III) fe(z)dx=1 (Normiertheit) 
(IV) ff (x)dzx Ig (x)dx, falls f(x) >gQ(z) (Monotonie) ; 


dabei bedeuten f(x), g (x) Riemann-integrierbare Funktionen, die auBerhalb 
eines (hinreichend groBen, individuellen) Intervalls verschwinden, so daB 
Integralgrenzen nicht zu schreiben sind, und es ist 
l, wenn Os 2<!1 
é€ (x) 4 

10, sonst 
gesetzt. Die in der iiblichen Schreibweise bekannte Eigenschaft 

b c c 

ff (x)dax- ff (x)dz tf (x)dz 

a b a 
erscheint dann als Folgerung von (1). 

Es ist nun bemerkenswert, daB das Rremannsche Integral (im Bereich der 
R-integrierbaren Funktionen) durch diese vier Eigenschaften gekennzeichnet 
ist (vgl. Satz 10.1); wir fassen dies als Rechtfertigung dafiir auf, jedes (in 
einem geeigneten Funktionenbereich erklirte) Funktional mit diesen Eigen- 
schaften als ein ,,Integral‘* zu bezeichnen. Dann ergibt sich die Aufgabe, eine 
Ubersicht iiber simtliche derartigen Integrale zu gewinnen und insbesondere 
die Frage nach der Existenz universeller, d. h. fiir alle (beschriinkten, auBerhalb 
eines Intervalls verschwindenden) Funktionen erklirter Integrale zu beant- 
worten’). 

Wir wollen die genannten Fragen direkt von den Postulaten (I) bis (IV) 
aus, d.h. ohne den Umweg iiber einen MaBbegriff, angehen. Um die Forderung 
(II) zu eliminieren, kénnte man versuchen, zwei Funktionen f (x), g (x) mit 
der Eigenschaft f (2) = g (x + c) als ,,aquivalent“ zu bezeichnen: f (x) ~ g (2), 
und zu den Aquivalenzklassen iiberzugehen. Aber diese Aquivalenzrelation 
wiirde sich nicht mit der Addition vertragen, d. h. aus f, (x) = g, (2), 
f. (x) ~ g(x) folgt nicht f, (x) + f. (x) ~ 9, (x) + g2(x), und daher liegt 

1) Die letzte Frage ist bekanntlich von Banacu positiv entschieden worden, vgl. 
Sr. Banacu: Sur le probléme de la mesure. Fund. math. 4, 7—33 (1923). 
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es nahe, die ,,schwachere“ Relation zu betrachten, die durch die Existenz 
endlicher Zerlegungen 


f(z), g(x) = 23/9, (x) 
1 


f (x) 


~Pes 


mit der Eigenschaft f, (x) ~g,(x) gegeben ist. Diese ,,Zerlegungsgleichheit 
f(x) ~qg(x) von Funktionen“ ist der grundlegende Begriff dieser Arbeit?). 
Er soll zunichst in méglichst allgemeiner Form fiir sich untersucht und sodann 
auf die angedeuteten Integrationsprobleme angewandt werden. 

Wir betrachten im folgenden statt der reellen Achse einen abstrakten 
taum R, statt der Gruppe der Translationen x x + ¢ eine beliebige Trans- 
formationsgruppe von R& und statt des (zur Normierung benutzten) Intervalls 
0 <x<1 eine beliebige Teilmenge von R. Hervorgehoben sei, daB keine 
Topologie oder Metrik in R gebraucht wird. 

In Kapitel I untersuchen wir dann unter diesen allgemeinen Vorausset- 
zungen die Zerlegungsgleichheit von Funktionen; sie erweist sich als eine 
Aquivalenzrelation, fiir die eine dem Brernsternschen Aquivalenzsatz der 
Mengenlehre in gewissem Sinne analoge Tatsache gilt: Avs 


f(x)=g' (x) Ss g(x) und g(z)=f' (x) <f(zx) folgt f (x) = g(x). 


In Kapitel II werden die Probleme der Integration untersucht; 
ein Hauptergebnis ist, daB dann und nur dann ein universelles Integral 
existiert, wenn die Normfunktion e (x) nicht mit der identisch verschwindenden 
Funktion zerlegungsgleich ist. Im drei- (oder héher-)dimensionalen euklidischen 
Raum kann nach Havusporrr kein universelles Integral*) existieren; wir 
werden in diesem Falle die ,,paradoxe Zerlegungsgleichheit e (x) =~ 0 bestitigt 
finden, wahrend im ein- (und ebenso im zwei-)dimensionalen Raum unsere 
Bedingung e (x) + 0 erfiillt ist, im Einklang mit den Ergebnissen von BANAcH?’). 
Im allgemeinen gibt es, wenn iiberhaupt, dann mehrere voneinander ver- 
schiedene universelle Integrale, und man wird nach dem gréBten Funk- 
tionenbereich fragen, in dem alle diese Integrale den gleichen Wert liefern, 
d. h. in dem durch die Eigenschaften (I) bis (IV) das Integral eindeutig be- 
stimmt ist. Es gelingt, diesen ,,absoluten‘‘ Bereich von Funktionen und das 
in ihm definierte ,,absolute Integral“ in einfacher Weise zu kennzeichnen. 

Kapitel III ist dem Fall ABetscher Transformationsgruppen gewidmet 
Hier beweisen wir, daB jedes Integral ,,zerlegungsinvariant* ist (vgl. Def. 3. 2) 
und zeigen weiter (unter sehr allgemeinen Voraussetzungen) die Unméglich- 
keit paradoxer Zerlegungen. Das gilt dann insbesondere fiir den k-dimen- 
sionalen euklidischen Raum mit Translationsgruppe: Bei beliebigem k exi- 
stieren also universelle translationsinvariante (aber nicht notwendig bewe- 
gungsinvariante) Integrale. Das ist insofern von Interesse, als das RriEMANNsche 
Integral bei beliebigem & bereits durch Translationsinvarianz (und die Eigen- 
schaften (I), (ITI), (IV)) gekennzeichnet ist (vgl. Satz 10.1). 

Herrn Hapwicer in Bern méchte ich an dieser Stelle fiir mancher- 
lei fordernde Hinweise und kritische Diskussion herzlich danken; insbesondere 
erfuhr ich Anregungen durch seine Vorlesungen iiber Inhaltstheorie. 

*) Die Anregung, diesen Begriff zu untersuchen und auf Fragen der Integration anzu- 
wenden, verdanke ich Herrn H. HapwiceEr. 

*) Vgl. F. Haussporrr: Bemerkung iiber den Inhalt von Punktmengen. Math. Ann. 
75, 428—435 (1914). Hierbei ist natiirlich die Bewegungsgruppe zugrunde gelegt. 
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I. Zerlegungsgleichheit. 
§ 1. Grundbegriffe. 


Fiir alles Folgende sei R ein abstrakter Raum, d. h. eine nichtleere Menge 
von Elementen oder ,,Punkten‘ x, in welcher eine Transformationsgruppe J” 


gegeben ist, deren Elemente 1, o,... heiBen mégen. t x bezeichne den Punkt 
von R, der aus x durch Anwendung der Transformation t hervorgeht. 
f(x),q(x),... oder kurz f,g,... bedeuten reelle, endlich wertige Funktionen, 


erklairt fiir x¢ R, und f* bezeichne die Funktion f (rt x), als Funktion von z 
aufgefaBt. Die spezielle Funktion f (2) = a, wobei « eine reelle Zahl ist, werde 
mit « bezeichnet. Zwei Funktionen f,g heiBen ,,kongruent“, in Zeichen f = g, 
wenn eine Transformation t ¢€ /’ existiert, fiir welche f = g*, d. h. f (x) = g (rt x) 
ist. Man erkennt sofort, daB die Kongruenz eine Aquivalenzrelation ist. 

Def. 1.1. Zwei Funktionen f, g aus einer gegebenen Menge M von Funktionen 
heiBen ,,zerlegungsgleich in IN‘, in Zeichen 

f=g inM, 


n 


n 

wenn zwei endliche Zerlegungen f = 3 g ps Ye. a q, M existieren mit 
I 

der Eigenschaft f, ~ g,(v = 1,..., n). 

Offenbar ist die Zerlegungsgleichheit in Yt reflexiv und symmetrisch. 
Fiir das Folgende setzen wir voraus, daB die Funktionenmenge % ein ,,linearer 
Raum‘**) und ,,/’- frei“ sei: 

(i) fgEMaaf+PgeM 
(ii) fEM f~fr+feM. 
Dann gilt 

Satz 1.2. Die Zeriegungsgleichheit ,,~ in IN‘ ist transitiv, d. h. sie ist eine 

Aquivalenzrelation in M. 


Beweis: Es sei f =~ g,g ~h in Mt, also etwa 


n n m m 
f=Dte G=2D% G=D%, h= Dv 
l l l l 


(Indizes sollen bisweilen auch hochgesetzt werden), und 
f, (x) =g,(t, x), g# (2x) h¥ (0, x), 
mit /,,rA*€M und 1,,6,€l (v=1,...,n; w=1,...,m). Wir zeigen, 


v? bu 


daB dann auch f ~A in M ist: Der wesentliche Punkt hierbei ist die Kon- 
struktion von nm Funktionen g) ¢ M, die dem Gleichungssystem 


m 


n 
yg = 9, (v L,.. 8), XG =g" (us Ags» eg MD 


geniigen. Man sieht sofort, daB der Ansatz 


R+g9-g9 g*=0 (vy =2,...,2; UW = Z,..., Mm) 


) Dabei verstehen wir unter einem (abstrakten) ,,linearen Raum“ eine Menge von 
Elementen F, G, .. ., fiir die eine Addition F + @ und eine Multiplikation « F mit recllen 
Zahlen « definiert ist, so daB fiir diese Operationen die iiblichen Rechenrege!n der Vektor- 


algebra gelten. 


4 
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das Verlangte leistet®) und daB dann 
n ™ nn ™m 


m 
f(z)=L Lor z), g(z)=LL ge (z), b(z)= LD ge (o-* x) 
a 1 1 


i 
ist, woraus unmittelbar die Behauptung folgt. 
Satz 1.3. Gehiren die Funktionen f, g, f', g' zu M und ist 
f=f, g=~7 mM, 
dann ist (fiir beliebige a, 8) auch 
af+Bgr=af'+Bpg in®M. 

Der Beweis ist klar. Die Aussage des Satzes besteht in der ,, Vertraiglichkeit‘ 
der Aquivalenzrelation ,,~‘* mit der Addition der Funktionen f € Yt und mit 
ihrer skalaren Multiplikation (mit reellen Zahlen) ; die Aquivalenzklassen bilden 
dann also wieder einen linearen Raum, wie MW. 


§ 2. Der Aquivalenzsatz. 


Wir setzen nun von der Menge It voraus, daB sie neben den Eigenschaften 
(i), (ii) von § 1 auch die folgenden besitze: 


(x) fEM > fleM 
) figEmM > f-geED 

? lZAgeEM, gefzo ~  flgeM 

(y) mEM, feSfaniseO (n=1,2,...)> limf,€M. 


Dabei sei in (8) fiir die Punkte x mit g(x) = f (x) = 0 der Quotient durch 
f(x)/g(x)=0 definiert, und in (y) ist der Limes ,,punktweise‘ zu verstehen. 
Ersichtlich geniigt z. B. die Menge aller beschrinkten Funktionen diesen 
Bedingungen. YW* bezeichne die Menge aller nichtnegativen Funktionen 
f€ IM; M* ist kein linearer Raum, aber man erkennt leicht, daB auch in M* 
die Zerlegungsgleichheit ,,~ in M* eine Aquivalenzrelation ist*): Der Beweis 
verlauft wortlich wie bei Satz 1.2, nur ist statt des dortigen Ansatzes fiir die 
Funktionen g* (der im allgemeinen aus 9% *hinausfiihrt) der folgende zu machen : 





qr 
9; 4 


Wegen (/) gilt: g* = g, - g“/g € M*, wenn g, g,, g* € M* ist. 


(y=1,....m;u=—1,...,m). 


Hilfssatz 2.1. Fiir zwei Funktionen f,g «M gilt dann und nur dann f =~ g 
in IM, wenn zwei Zerlequngen 


t=f'-f, 9=9" -9'if",-- 09 EM 
existieren mit der Eigenschaft f" =~ g’’, f' ~g' in M*. 


5) Diese explizite Lésung des obigen Gleichungssystems verdanke ich einer miindlichen 
Bemerkung von Herrn P. Guiur, Bern. 

*) Es sei noch bemerkt, daB die Zerlegungsgleichheit in Systemen nichtnegativer 
Funktionen weitgehende Analogien mit der Zeriegungsgleichheit von Punktmengen auf- 
weist und als eine Verallgemeinerung dieses Begriffes aufgefaBt werden kann. Fiir die 
Zerlegungsgleichheit von Punktmengen vgl. St. Banacu et A. Tarskr: Sur la décomposi- 
rg des ensembles de points en parties respectivement congruents. Fund. math. 6, 244 
is 277 (1924). 
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Beweis: Die Hinlanglichkeit der Bedingung ist klar, wir beweisen die 
Notwendigkeit: Es sei f ~ g in IM, also etwa 


n n 


f= by wt g = > Io: fe» Gro EM, fh. = 9 (y - Eventel n); 
i i 
definiert man 
n n n n 
pe vy fl +h ’ v l— te ” 5? 9r| +O , v 9»| — 9» 
Pewee fags <4 (4-7 


dann gehéren diese vier Funktionen wegen («) zu I*, und sie leisten das 
Verlangte. 

Hilfssatz 2.2. Sind die Funktionen f, 9g € M* zerlegungsgleich in M+, dann 
gibt es einen (durch die spezielle Realisierung dieser Zerlegungsgleichheit be- 
stimmten) Operator WV, erklirt fiir alle f' < f, f/ € M*, welcher jeder solchen 
Funktion f' eindeutig eine Funktion V (f') € M* zuordnet, so daB gilt: 


L. VY (f)=9 
2. VY (if) s ¥ (f’), fale f sf’ 
3. Wif)=f inMt* 
4. ys (Spm) — 37 cpm), falls Sm <j. 
i i I 
Zusatz: Aus 1., 2. und 4. folgt insbesondere 
6. Vif) <9 
6. PP+P=PP+ VC"), falls f+f' sf 
. Yif-f)»=F(f)-Fr), falls f’<f'. 
n n 
Beweis: Nach Voraussetzung ist f= )'f,,g=))g, und f, (x) =g, (1, 2) 
I I 
mit f,,g,€ Mt und 1,¢€/'(y=1,...,n). Jeder Funktion /f' <= f, f/€ M* 
ordnen wir zunichst das n-Tupel von Funktionen 
f= tem 


n 
zu, so daB f’ = 3’ f, ist; alsdann definieren wir 
i 
n 1 
VY fy=D go .mit g=—gi(xz)=f.(t, x) €M* (y=1,...,m). 
I 
Man bestitigt ohne Miihe, daB der so erklirte Operator Y die verlangten 


Eigenschaften besitzt. Insbesondere setze man, um 4. nachzuweisen, >' /" = /’ 
i 


(wegen (y) ist mit f"¢€M* auch /’ € M*); dann gilt offenbar 


ms - e om , fm 
hy DS f” mit fr f, 7, 
m 1 
und man hat 
n n n ® 
‘ y 4 l ’ > ym 1 ’ > ym l ’ P 
Yip=—=TfL(ie a=) AK z2=S Tf ( z=) ¥ (). 
l 3 ’ l 


Es sei bemerkt, daB Y im allgemeinen keine eineindeutige Abbildung der 
Menge aller (zu I+ gehérigen) Funktionen f’ < fauf die Menge aller Funktionen 
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g =g bewirkt. Dagegen wird bekanntlich durch die Zerlegungsgleichheit 
zweier Punktmengen A, B eine eineindeutige, sozusagen ,,stiickweise kon- 
gruente Punktabbildung y von A auf B gegeben, und der in Hilfssatz 2.2 
definierte Operator Y entspricht dann der durch y veranlaBten eineindeutigen 
Abbildung der Teilmengen von A auf die Teilmengen von B. 


Hilfssatz 2.3. Gehéren die Funktionen f, g,h zu M* und ist 
feSg=h sowie fx=h inM*, 
dann ist auch f ~ g in M*. 
Beweis: YW sei der nach Hilfssatz 2.2 durch die Relation f~h in M+ 
erklirte Operator fiir die Funktionen / < f, f'€ M+. Wir definieren eine 
Funktionenfolge f,, (n = 0,1, 2, ...) durch 


fo=f. fn+i= VY (f,) (also insbesondere f, = V (f) = A); 


nach Hilfssatz 2.2 ist mit f,<f und f,¢€M* auch VY (f,) <h<f und 
Y (f,) € Mt*, so daB die Definition fir alle n sinnvoll ist. Weiter gilt f, > fr+1, 
also ist wegen (y) 

lim f, = 8 € M*. 


n—> co 


Entsprechend definieren wir eine Folge g, (n = 0, 1, 2,...): 
Jo= 9, Yn+1 VP (9p); 


nach Hilfssatz 2.2 ist /,, > 9, => fx 1 und folglich auch lim g, = s. Nun} t man 
n> 


x 


f ho 87 D (bn In 1) 8+ » (hn Jn) + (Jn — fn + 1)] 


0 
x 


g Jo 8+ >» (Gn Jn + 1) 8 + Po (Gn fn } 1) T (fn +1 — Jn+ i)]. 


0 0 
Wegen f,, > Gn = fn+1 konvergieren die Reihen 
u > (fn In)» v (Gn > fn+1); w 2, Sa +1 Gn+1); 
0 0 0 
nach (y) geh6ren diese Funktionen u, v, w zu IW*, und es ist f=s+u-+ », 
g=s+v+w. Nach Hilfssatz 2.2 gilt VY (f, —g,) = fn+i—QGn41, Weiter 
Y (u) = w, schlieBlich u ~ w in IN*; daraus folgt unmittelbar f ~ g in Wt*’). 


Satz 2.4. Gehiren die Funktionen f, g, hh zu M und ist 
f=g=h sowie f=h in M, 
dann ist auch f ~g in M. 


Beweis: Wegen Satz 1.3 kann die Voraussetzung in der Form f —h= 
g—h=0, f—h=0O in M geschrieben werden und die Behauptung in 
der Form f—h=~g—h in M; es geniigt daher, den Satz fiir h = 0 zu be- 
weisen. Es sei also f > g => 0 sowie f ~ 0 in M, d. h. nach Hilfssatz 2.1 


fjuf’—f, O=md—d; ff’, 7, d€m* 


*) Vgl. H. Hapwicer: Die Multikongruenz und der Satz von Banacn und TarskI. 
Abh. Math. Seminar Hamburg 16, 48—53. Unser Beweis ist dem dort gegebenen Beweise 
fiir den entsprechenden Satz bei Punktmengen nachgebildet. 
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mit f’ =~d=/f’ in M*. Nun ist f’’ =f + 
aus f’ =f’ in M* folgt nach Hilfssatz 2. 
schlieBlich g + f’ = g’”, f’ = g’, dann ist 


f=g+f =f =09, hieraus und 
3 i" =g +f’ in M*. Setzt man 


” 


g=9 g und f’=g", fxg in M*, 
also f ~g in M. 
Aquivalenzsatz 2.5. Gehiren die Funktionen f,f',9,9° zu M und ist 
feagy~9, g=f~f mM, 
dann ist auch f ~ g in M. 

Beweis: Definiert man eine Funktion d¢ IM durch g’ = f —d und setzt 
man f’ = f’ —d, dann ist d=0, f' =>f’’, und aus der Voraussetsung folgt 
unmittelbar g = g’ ~ f’’ in M sowie g = f’ = f’’. Nach Satz 2.4 ist also g = f’ 
in Yt und damit wegen f’ ~ f auch g = f in M. 

Satz 2.6. Fiir zwei Funktionen f,g © M sind die folgenden drei Aussagen 
dquivalent: 

1. Es gibt eine Funktion g' € M, so daB f=q9 ~g in M ist, 

2. es gibt eine Funktion f EM, so dap fx~f =g in M ist, 

3. es gibt Funktionen f',g €M, sodaB f= f =jq ~g inM ist. 

Durch das Bestehen dieser Aussagen ist eine Relation ,,f => g°‘ in M definiert, 
fiir welche Folge ndes gilt (je weils in We). 


(t 1) f=g->-f2zg9 

t 2) f=>9 gzh>feh 

(t 3) f>g gq>t+fx=g 

(t 4) fqegr7ftha=gqt+h, afzag («a =O), g= f 


Der Beweis bereitet keine Miihe, insbesondere folgt (t3) unmittelbar aus dem 
Aquivalenzsatz 2.5. Die Bedeutung des Satzes 2.6 besteht vor allem in fol- 
gendem: Geht man zu den Klassen zerlegungsgleicher Funktionen tiber, dann 
ist durch die Relation f => g zwischen irgend zwei Funktionen eine lineare Teil- 
ordnung®) der betreffenden Klassen (die diese Funktionen enthalten) definiert, 
und zwar unabhaingig von der Auswahl der Reprisentanten: Wegen 3. gilt 
nimlich mit f >g auch f, => g, fiir beliebige Funktionen f,, g, mit der Kigen- 
schaft f, ~ f,g, ~g in M. Statt f =>g schreiben wir auch ,,g < f”’ 


II. Integration. 
§ 3. Inte gral fe lder und Integrale. 
Wie in Kapitel I sei R ein abstrakter Raum mit einer Transformations- 
gruppe /’. Wir zeichnen fiir das Folgende eine nichtleere Punktmenge 
"Cc R (,,Einheitswirfel‘*) aus und mit ihr die Funktion 
l, ‘wenn x¢€W 
é € (2) ‘ 
lo wenn «¢€R VW 


Dabei i verstehen wir unter einer ,,linearen Teilordnung“ in einem linearen Raum 


von Elementen F, G, H,... eine Relation ,,>‘* mit den Eigenschaften: 
(Tl) F>F (T2) F>G,G>HsFOAH (T3) FEO0,GS>Fr-F=G, 
(T4) F>G+F+HAHS>G+aH, «aF>aGia S00 G F. 
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welche die Rolle einer Normfunktion spielen soll. Eine in R erklirte Funktion f 
heiBe dann ,,e-beschrinkt’’, wenn endlich viele nicht notwendig verschiedene 
Elemente 6,, . . ., 6,, € J’ existieren, so daB 


fises+---+ em 


ist (dabei bedeutet e*« wie in § 1 die Funktion e (a, x)); die Menge aller 
e-beschriankten Funktionen heiBe %. In dem besonderen Falle W = R ist die 
so definierte Menge ¥% identisch mit der Menge aller beschrinkten Funktionen, 
und man priift leicht nach, daB W in jedem Falle die Eigenschaften (i), (ii), 
(x), (8), (vy) von Kapitel I bésitzt. Im folgenden sollen die dortigen Ergebnisse 
auf ¥% (anstelle IW) angewandt werden; statt f~g, f=g in BW schreiben wir 
kurz f=g, f2=g. 

Def. 3.1. Eine Funktionenmenge § ©W heife ein ,,Integralfeld‘‘ oder kurz 
, Meld, wenn sie folgende Eigenschaften hat: 


(1) ges ~af+pge% 
(ii) fe’. =f-+ es 
(iii) ech 


Ein Feld heiBe ,,zerlegungsfrei (bzgl. I )** oder kurz ,,z-Feld‘‘, wenn statt (ii) 
sogar gilt: 
(ii’) fed. f~f-res. 

Def. 3.2. Ein in einem Felde § erklirtes (eindeutiges, reelles) Funktional®) 
L (f) heiBe ein ,,Integral L in §*, wenn es folgende Eigenschaften hat: 


(I) L(af+Pg)=aL(f)+ pL) ( Linearitét ) 

(IT) Lif)=Li(f'), falls f=f (I’-Invarianz) 
(IIT) L(e)=1 (Normiertheit ) 
(IV) Lifyj=>L(g), falls feg (Monotonie ) . 


Ein Integral L in einem (nicht notwendig zerlegungsfreien) Feld % heiBe 
, zerlegungsinvariant (bzgl. I'}‘‘ oder kurz ,,z-Integral‘‘, wenn sogar gilt; 


(II’) Lif)=Li(f'), falls f,f'¢§ und fxf 
(IV’) Lif)=L(g), falls f,g&% und f eg. 


Man beachte, daB wegen der Linearitat (I), die Monotonie (IV) bzw. (IV’) mit 
der Eigenschaft ,,L (f) > 0, falls f=>0 bzw. f > 0° (Definitheit) aquivalent 
ist. Ferner ist (II’) eine unmittelbare Folge von (IV’), und bei zerlegungs- 
freiem Feld § gilt wegen (IV) auch das Umgekehrte. Ein Integral L’ in 
einem Felde }' 2% heiBe ,,Fortsetzung von L auf ¥', wenn fiir f¢% gilt: 
L’ (f) = L(f). 

Beispiele fiir Integralfelder und Integrale werden durch die bekannten 
Integralbegriffe geliefert; die Felder sind dabei im allgemeinen nicht mit der 
Menge % aller e-beschrinkten Funktionen identisch und nicht einmal zerle- 
gungsfrei. Es fragt sich nun, ob jedes Integral notwendig auch zerlegungs- 
invariant ist, und ob jedes Integral auf ein zerlegungsfreies Feld oder gar 
auf ganz % fortgesetzt werden kann (% ist ein z-Feld). Ein in ganz B® er- 
klirtes Integral soll auch ,,universelles Integral heiBen. 


*) Als ,,Funktionale“ bezeichnen wir Funktionen, die in der Menge ® (oder einer Teil- 
menge davon) erklart sind, zum Unterschied gegeniiber den in R erklarten Funktionen. 
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Zunichst gilt einmal: 

Satz 3.3. Ist L ein zerlegungsinvariantes Integral in einem nicht zerlegungs- 
freien Feld %, dann bildet die Menge %’ aller Funktionen f’ ¢ ¥ mit der Eigen- 
schaft f’ ~ f €% ein z-Feld, und durch die Festsetzung 

L’ (f') = L(f), wenn f’ = FEF 
ist in %’ ein z-Integral L’ erklért, welches (die einzig mégliche zerlegungsin- 
variante) Fortsetzung von L auf ¥' ist. 

Der Beweis ist klar: Man bestatigt sofort, daB %’ ein z-Feld ist und daB 
das Funktional L’ in }’ eindeutig definiert ist (wegen der Zerlegungsinvarianz 
von L). Sodann ergeben sich ohne Miihe die Eigenschaften (I), (II’), (IIT), (TV’). 

Weiter erhalt man leicht: 

Satz 3.4. Wenn ein Integrai auf ganz % fortgesetzt werden kann, so ist es 
zerlegungsinvariant. Insbesondere ist jedes universelle Integral zerlegungs- 
invariant. 

Der Beweis ist klar nach Def. 3.2. Im allgemeinen folgt aber die Zerlegungs- 
invarianz eines Integrals Z in nicht unmittelbar aus (I) bis (IV), weil bei einer 
Zerlegungsgleichheit f ~ g in W die Teilfunktionen f,, g, nicht zu } gehdren 
miissen. 

DaB auch die Umkehrung von Satz 3.4 richtig ist, wird in § 5 bewiesen. 
Ob es iiberhaupt zerlegungsinvariante (und damit universelle) Integrale gibt, 
hingt davon ab, ob die ,,paradoxe Zerlegungsgleichheit’ e (x) ~ 0 unmédglich 
ist oder nicht?®). Man erkennt iibrigens aus (¢ 1), (¢3) von Satz 2.6, daB eine 
solche Zerlegungsgleichheit mit der Relation e (x) < 0 gleichbedeutend wire. 
Wenn wir die Unméglichkeit von e (x) ~ 0 in BW mit 


e (x) + 0 in W oder kurz e (x) + 0 
bezeichnen, so gilt nun 

Satz 3.5. Dann und nur dann, wenn e(x) +0 in ® ist, gibt es zerlegungs- 
invariante Integrale, d. h. gibt es (mindestens ) ein Feld ¥, in dem ein z-Integral L 
erklairt werden kann. 

Beweis: Die Notwendigkeit der Bedingung e (x) + 0 ist klar; daB sie auch 
hinreichend ist, zeigt ein Beispiel: %}, sei die Menge aller Funktionen f ¢&, 
fiir die es eine Zah! « gibt, so dab f ~ ae ist. Dann ist %, ein (zerlegungsfreies) 
Feld, und in %, ist durch die Festsetzung 


L,(f)=a«, wenn f=ae 


ein z-Integral L, definiert. (Die Definition ist eindeutig, weil aus f ~ « e, 


f~ Pe und «+f der Widerspruch (« — 8) e = 0, e = 0 folgen wiirde.) Man 
bestatigt sofort (I), (II’), (III), und die (mit (IV’) gleichwertige) Definitheit ergibt 
sich so: Ist ce =~ f >0, also ce > 0, dann muB «= LZ, (f) => 0 sein, weil im 
Falle « < 0 auch 0 > we und folglich «ae =~ 0, e ~ O wire. 

Es sei schon hier bemerkt, daB unsere Bedingung bei ABELschen Trans- 
formationsgruppen stets erfillt ist (vgl. § 9). Andrerseits sind auch Zer- 
legungsgleichheiten e (x) ~ 0 in ¥% durchaus nicht ausgeschlossen; wir ziehen 
aus der Annahme e (x) = 0 in W zunichst eine Folgerung, welche den ,,para- 
doxen‘‘ Charakter dieses Falles besonders drastisch illustriert: 
©) Vgl. A. Tarski: Algebraische Fassung des MaBproblems. Fund. math. 31, 47—66 
(1938). Dort ist eine in gewissem Sinne analoge Bedingung fiir die Existenz eines univer- 
sellen MaBes formuliert; siehe insbes. Satz 3.8. 


23° 
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Satz 3.6. Ist e (x) ~ 0 in B, dann sind zwei beliebige Funktionen f,g¢B 
stets zerlegungsgleich: f = g in B. 

Beweis: Offenbar geniigt es, den Spezialfall f~0 zu beweisen. Es sei 
also f € W; dann gibt es Elemente 4,, . . ., 6,, € J’, so daB 


o 


(er +-+---++tem) f —(e~+-++-+e™) 
ist. Aus e (x) ~ 0 folgt e°“ ~ 0 und weiter 
(em + +++ 4+ em) =O = (e% +--++ em); 
nach Satz 2.4 ist somit (e* + ---+ e™) = f, also auch f ~ 0. 

Ein Beispiel fiir das Bestehen der Zerlegungsgleichheit e (x) ~ 0 in B er- 
gibt sich aus dem folgenden bekannten Satz von Banacu und Tarsxkr"!): Im 
k-dimensionalen euklidischen Raum R,(k => 3) sind zwei beliebige beschrinkte 
Punktmengen, sofern sie beide innere Punkte besitzen, stets zerlegungsgleich mit 
Bezug auf die Gruppe der Bewegungen des R,. In der Tat folgt hieraus ohne 
Miihe fiir den eben fixierten Fall von R und /’ — und wenn man noch fiir W 
etwa den Einheitswiirfel wahlt — daB e (xz,,.., 2) + e (a, + 1, %,.., ry) = 
~e(x,,.., 2%) und wegen Satz 1.3 folglich e(x)~0 in ® ist. Hierbei be- 
zeichnet YW definitionsgemaB die Menge aller beschrinkten Funktionen, die 
auBerhalb eines (hinreichend groBen, individuellen) Wirfels verschwinden. 

Man bemerkt weiter, daB unser Satz 3.6 im k-dimensionalen euklidischen 
Raume (k => 3) bei Zugrundelegung der Bewegungsgruppe ein Analogon des 
BanacH-Tarskischen Satzes liefert, nimlich: Zwei beliebige beschrinkte Funk- 
tionen, die auBerhalb eines Wiirfels verschwinden, sind stets zerlegungsgleich 
(in &). Ein Analogon fiir die Bedingung, daB die beiden Mengen innere 
Punkte besitzen miissen, tritt dabei nicht auf. 

SchlieBlich lehrt das Beispiel, wenn man an die bekannten Integralbegriffe 
denkt, daB auch im Falle e (x) ~ 0 in B Integrale existieren kénnen, aber diese 
sind dann notwendig nicht zerlegungsinvariant. 


§ 4. Ubergang zu Aquivalenzklassen. 

In der allgemeinen Definition 3.2 des Integrals fordern wir bei (II) Invarianz 
nur beziiglich der Kongruenz von Funktionen, also beziiglich einer nicht mit 
der Addition vertraglichen Aquivalenzrelation. Die letzte Bemerkung von 
§ 3 zeigt, daB man allgemein diese Forderung nicht zu (II’) verscharfen kann, 
ohne den Integralbegriff in ungerechtfertigter Weise einzuengen. Im folgenden 
wollen wir uns jedoch nur mit z-Integralen in z-Feldern befassen, also (ii), 
(II), (IV) durch (ii’), (II’), (IV’) ersetzen. Dann sind alle unsere Begriffsbil- 
dungen ,,vertriiglich“ mit der Aquivalenzrelation ,,~ in %*‘; man vergleiche 
dazu Satz 1.3, 2.6 sowie Def. 3.1, 3.2. 

Wir kénnen dann ohne weiteres zu den Aquivalenzklassen iibergehen, also 
die Menge % in Klassen F,G,... zerfillen, so daB zwei Funktionen f,g¢« B 
dann und nur dann zur gleichen Klasse gehéren, wenn sie zerlegungsgleich 
(in Y) sind; die Menge 2 aller dieser Klassen ist nach Satz 1.3 ein linearer 
taum*). Insbesondere mégen O und E die Klassen sein, welche die Funktionen 
0 bzw. e enthalten; sie sind verschieden, weil wegen der vorausgesetzten Zer- 
legungsinvarianz aller Integrale notwendig e (x) + 0 in ¥ ist. Fiir zwei Klassen 
F, G bedeute ,,F => G, daB zwei Funktionen f ¢ F, g € G mit der Eigenschaft 





“") Vgl. St. Banacn et A. TarskI: loc. cit. (Anm. 6), insbes. Théoreme 24; ferner 
H. Hapwicer, loc. cit. (Anm. 7) p. 50. 
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f =g existieren oder, was nach Satz 2.6 dasselbe bedeutet: daB fiir irgend 
zwei Funktionen f ¢ F, g € G stets die Relation f => g erfillt ist. Statt F > G 
schreiben wir auch ,,G < F*‘. Nach Satz 2.6 ist die Relation ,,>“ eine lineare 
Teilordnung®) in £2, und man bestitigt leicht, daB sie die folgenden zusitzlichen 
Eigenschaften besitzt (vgl. die Definition von e (x) und die der e-Beschrinkt- 
heit, § 3): 

(T5) E>0 

(T6) Zu jedem F ¢€ 22 gibt es eine Zahl A, so daB gilt: AF [> FD>—AE. 


Dieser Ubergang zu den Aquivalenzklassen ist gleichwertig mit dem Uber- 
gang zu dem Spezialfall, daB die Transformationsgruppe /’ allein aus der 
Identitaét besteht, so daB auf ,,Zerlegungsinvarianz bzgl. J‘ nicht zu achten 
ist. Ob wir von ,,Klassen“ oder ,,Funktionen“ reden, ist gleichgiiltig: Wir 
brauchen fiir das Folgende (in diesem Kapitel) nur die Tatsache, daB 2 ein 
linearer Raum von Elementen F,G,... ist, in dem ein vom Nullelement verschiede- 
nes Element E ausgezeichnet und eine lineare Teilordnung mit den Eigenschaften 
(T5), (16) erkldrt ist. Einen linearen Teilraum ® von Q, der das Element EZ 
enthalt, bezeichnen wir in Anlehnung an Def. 3.1 als ,,a-Feld‘‘ (um an die 
vorgenommene Abstraktion zu erinnern); entsprechend bezeichnen wir gemaB 
Def. 3.2 ein lineares, normiertes und monotones Funktional A (F) in @ als 
,,a-Integral A in ©. Ersichtlich ist der Durchschnitt einer beliebigen Menge 
von a-Feldern wieder ein solches; der Durchschnitt aller a-Felder, die ein 
vorgegebenes a-Feld ® und ein bestimmtes Element G ¢€ £2 umfassen, werde mit 
® (G) bezeichnet. Der Durchschnitt ®, aller a-Felder ttberhaupt besteht aus 
der Menge der Elemente « £ (mit reellem «), und in ®, ist durch 


A, (a EZ) = « 


ein a-Integral A, definiert, wie man ohne Miihe bestiatigt; vgl. den Beweis 
von Satz 3.5. 

Die Ubertragung der folgenden Uberlegungen auf Funktionen (statt der 
Klassen bzw. ,,Elemente‘‘) bereitet dann keinerlei Schwierigkeiten : man braucht 
nur iiberall die analogen Bezeichnungen einzusetzen und insbesondere die 
Relationen 


F G, F > G, E +- Y durch f = J, f = QJ, ex 
zu ersetzen, waihrend +-Zeichen und reelle Faktoren ungeandert bleiben. 
§ 5. Universelle Integrale. 


De}. 5.1. Es sei A ein a-Integral in einem a-Feld ®; dann setzen wir fiir jedes 
Element F ¢ Q 
A (F) = inf A (F’) [F’ >F, F’ €®] 
> 


A (F) = sup A (F’”’) [F’sF, F’¢€Q@}]. 
é ot 


Man bestiitigt sofort, daB hierdurch eindeutige Funktionale A, A in 92 definiert 
sind mit der Eigenschaft 
2 <A(F)<A(F)- 0, 


Nun sei G ein festes, nicht zu ® gehériges Element von 2; mit Hilfe der 
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Funktionale A, A werden wir das a-Integral A zunichst auf das a-Feld ® (@) 
fortsetzen. ® (G) besteht offenbar aus allen Elementen der Form 


H=F+£G, Fe@ (E reelle Zahl) , 


und diese Darstellung der Elemente von ®(G@) ist eindeutig: Aus F + &G 
F’ + &'G folgt F — F’ = (& — &)G; wire &’ + &, dann hatte man den Wider- 


spruch @ 2. (F — F’)€@, also muB &’ 


— und damit F’ = F sein. 


Fortsetzungssatz 5.2. Es sei A ein a-Integral in einem a-Feld ®D; es sei G ein 
nicht zu D gehériges Element von {2 und y eine Zahl mit der Eigenschaft 


A(@sys A(G). Dann ist'durch die Festsetzung 

A’ (F + §G)=A(F)+ Ey (F €®) 
ein a-Integral A’ in ®(G) definiert, welches Forisetzung von A ist. Umgekehrt 
erhdlt man so alle Fortsetzungen von. A auf ® (G@). 

Beweis: 1. Das Funktional A” in ® (G) ist wegen der Eindeutigkeit der 
Darstellung H = F + &G eindeutig definiert, und man sieht leicht, daB es 
linear und normiert ist. Die Monotonie oder einfacher die Definitheit ergibt 
sich so: Es sei H=F+£&G2=0; wir unterscheiden zwei Faille (der Fall 
— = 0 ist klar): 

a) Ist & > 0, dann folgt aus F + € G => 0 zunachst — 1/§ F < G; nach Def. 5.1 
folgt weiter — 1/§A(F)=A(—1/§ F) =< A(@G) Sy und somit schlieBlich 
Ar (H)=A(F)+ Ey. 

b) Ist €< 0, dann folgt aus F + €G=>O0 zunichst Ll/EF>G, weiter 

lEA(FP)=A(—LVEF)HSA(G = y und schlieBlich A’ (H) = A (F)+ Ey 

-0. Aus H => 0 ergibt sich somit in allen Fallen A’ (H) => 0. 

2. Ist umgekehrt A’ ein beliebiges a-Integral in ® (@), welches Fortsetzung 

von A in @ ist, dann gilt fiir ein beliebiges H = F + €G¢@(G) 


A'(M)=A'(FP)+ EA'(G)=A(F)+Ey’ mit y’=A'(G). 


Wire y’>A(G@), dann giibe es ein Element F’¢@® mit der Eigenschaft 
F’>G, A(F’)< y’, und folglich wire A’(F’) = A(F’) < y’=A’'(@), im 
Widerspruch zur Monotonie des a-Integrals A’. Also ist y’ < A (G@), und 


, 


entsprechend erhalt man A (@) < y’. 

Der erste Teil des Satzes 5.2 findet sich (fiir y A(GQ)) bei Banacu!2) und 
bildet die Grundlage fiir den Nachweis der Existenz eines in ganz {2 definierten 
a-Integrals (2 ist ein a-Feld): Es sei A ein a-Integral in einem a-Feld @; ein 
solches existiert immer, z. B. A, in ®). Ist ® + 22, dann denke man sich in 
der Menge 22 — ® eine Wohlordnung vorgenommen, deren Anfang etwa durch 
G,, @, Gs, ... gegeben sei. Nach dem Fortsetzungssatz kann A zu einem a-Integral 
A, in ®, = ®(G,) fortgesetzt werden, ebenso kann A, zu einem a-Integral 
A, in ©, = @,(G,) fortgesetzt werden, usw. (im Falle G,.,¢@®, ist dabei 
natiirlich einfach ®,,; = ®,, Ani; = A, zu setzen). Diese Fortsetzungen 
werden im allgemeinen nicht eindeutig bestimmt sein: Im Falle A,, (G, 1) 
A, (G,n+1) gibt es kontinuierlich viele verschiedene Méglichkeiten fiir die 
Definition von A, «1. Jedenfalls aber gelangt man durch transfinite Induktion 


2) Vgl. St. Banacn, loc. cit. (Anm. 1), insbes. Théoréme 14, 15, 16. Banacu betrach- 
tete den Fall, daB R und W der Einheitskreis und J’ die Drehgruppe ist (dann ist e (x) + 0 
in BW, vgl. §9); die Funktionenklassen bei Banacu sind mit den unseren nicht gleich- 
bedeutend. 
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schlieBlich zu einem a-Integral Az in ®g = 22, welches seinerseits Fortsetzung 
von A in @ist. Die genaue Durchfihrung ist der bei Banacn gegebenen analog 
und kann hier itibergangen werden. So ergibt sich der wichtige 

Satz 5.3"). Es existiert ein in ganz 2 definiertes a-Integral, und zu jedem 
a-Integral A in einem a-Feld ® gibt es eine Fortsetzung auf Q2, d. h. ein a-Integral 
Ap in 2 mit der Eigenschaft 


Ag(F)=A(F), falls Fe®@. 


Es sei betont, daB fiir den Beweis der Wohlordnungssatz und damit das 
Auswahlaxiom ben6étigt wurde. 


Gehen wir gem&B § 4 zu den Verhiltnissen des § 3 zuriick, so kénnen wir 
im Hinblick auf Satz 3.3 zusammenfassend sagen: Dann und nur dann, wenn 
e(x) +0 in B® ist, d. h. wenn iiberhaupt zerleyungsinvariante Integrale existieren, 
gibt es auch universelle Integrale. Jedes z-Integral kann zu einem univer- 
sellen Integral fortgesetzt werden. 


§ 6. AbschlieBung von Integralen. 


Der FortsetzungsprozeB, der zu einem in ganz {2 definierten a-Integral 
und damit zu einem universellen Integral fiihrt, braucht, wie schon bemerkt 
wurde, nicht eindeutig zu verlaufen'*). Wir betrachten im folgenden ein 
beliebiges a-Integral A in einem a-Feld ®; dieses kann im allgemeinen auf ver- 
schiedene Weisen fortgesetzt werden. Es ergibt sich die Aufgabe, das ,,gréBte‘ 
a-Feld ®* zu kennzeichnen, in dem alle diese Fortsetzungen iibereinstimmen 
und somit ein eindeutig bestimmtes a-Integral A* in ®* ergeben, welches selbst 
Fortsetzung von A ist und die ,,AbschlieBung’ von A in ® heiBen soll. Hierzu 
untersuchen wir die in Def. 5.1 eingefiihrten Funktionale A und A genauer. 
Sie sind im allgemeinen selbst keine a-Integrale, weil die Linearitat verletzt 
ist; jedoch gilt: 


Satz 6.1. Die in Def. 5.1 fiir alle Elemente F, G,... aus Q2 erklirten Funk- 


tionale A, A besitzen die Eigenschaften: 


(I) A(F+G)<A(F)+A(@, A(aF)=«A(F) (a > 0) 
(I) A(F+G)2A(F)+A(G), Ala F)=aA(F) (a > 0) 
(I) A(F:-+G@)<A(F)+A(@Q <A(F+G), A(-F) 1 (F) 
(IIT) A (E) = A(E)=1 
(IV) A(F)=>A(G), A(F)=A(G), falls FSG. 


Der Beweis ergibt sich ohne Miihe aus Def. 5.1. Nach (I), (I), (I) gilt ins- 
besondere im Falle F¢ ®, Ge Q: 


A(F+G)=A(F)+A(Q), A(F+G)=A(F)4 A (G), 
denn fiir F ¢ @ ist A (F) A (F) = A(F). Daher gilt, wie man leicht bestitigt, 
fiir die in Satz 5.2 konstruierte Fortsetzung A” von A: 
A (H) < A’ (H)<A(A). 
3) In der Tat hat Banacu in dem erwahnten konkreten Falle nachgewiesen, daB 
mehrere voneinander verschiedene universelle Integrale existieren. Vgl. St. BANAcH, loc. 
cit., insbes. Théoréme 18, 19. 
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Wir beweisen nun unabhingig von § 5 den 

Satz 6.2. Das a-Integral A’ in dem a-Feld ®' (OC @'C 22) sei eine beliebige 
Fortsetzung von A in ®. Dann gilt 


A(F)<A'(F)<A(F), fiir Fe®. 
Beweis: Es sei F beliebig aus ®’. Nach Def. 5.1 gibt es zu vorgegebenem 
e > 0 Elemente F’, F’’ € ®, so daB 


FP’ <F<F'’, A(F)—e<A(F"), A(FP’)<A(F)+e 
ist. Nun gehéren F’, F’”’ auch zu ®’, also ist 


A(F")=A'(F") sA' (FP) sSA'(F’)=A(F’), A(F)—esA' (FP): A(F)+e 
und somit wegen der Willkiir von ¢ schlieBlich A (Ff) < A’ (F)s A (F). 

Das gilt insbesondere im Falle ®’ = Q, und da nach Satz 5.3 das a-Integral 
A’ in @ stets auf 2 fortgesetzt werden kann, wire es keine Beschrinkung, 
von vornherein ®’ = 2 zu setzen. Wir ziehen jedoch die etwas umstindlichere 
Ausdrucksweise vor, um von Satz 5.3 und damit vom Auswahlaxiom unab- 
hangig zu sein. Die in Satz 6.2 angegebenen Grenzen sind ,,scharf“, genauer: 

Satz 6.3. Es sei F ein beliebiges Element aus {2 und eine Zahl mit der Eigen- 
schaft A(F) < p <= A(F). Dann gibt es in dem a-Feld ®(F) ein a-Integral A’, 
welches Fortsetzung von A ist und fiir F den Wert » annimmt: A® (F) = ¢. 

Der Beweis ergibt sich im Falle F ¢® unmittelbar aus dem Fortsetzungs- 
satz 5.2; im Falle F ¢ @® ist wegen A(F) = A(F) = A(F) nichts zu beweisen. 
Es ist nicht gesagt, daB die Eigenschaft A (F) = A(F) nur den Elementen 
von ® zukommt, aber es gilt: %; 

Satz 6.4. Die Menge O* aller Elemente F ¢ {2 mit der Eigenschaft A (F) = A (F) 
ist ein a-Feld ®* >, und durch die Festsetzung 

A*(F)=A(F)=A(F) fiir Feo 

ist ein a-Integral A* in ®* definiert (welches Fortsetzung von A ist), die ,,Ab- 
schlieBung”’ von A in ®. 

Der Beweis ergibt sich ohne Miihe aus Satz 6.1. 

Bemerkung: Die wesentlichen Eigenschafiten dieser ,,AbschlieBung sind, 
wie man den Satzen 6.2 und 6.3 entnimmt, folgende: 

1. Jede Fortsetzung A’ in D' von A in D stimmt im a-Feld ®* mit dem a-Inte- 
gral A* iiberein: 

A'(F)=A*(F), falls Fed’ O*. 

2. Ist F ein nicht zu O* gehériges Element von 2, dann kénnen in dem a-Feld 
® (F) kontinuierlich viele Integrale A® definiert werden, die Fortsetzungen von A 
und paarweise verschieden sind: 


A®(F)+A"(F), falls , + G2. 
SchlieBlich tiberzeugt man sich leicht davon, daB fiir alle F¢ Q 
A(F)=A*(F), A(F)=A*(F) (*) 
ist, daB also die AbschlieBung von A* in ®* wieder A*in O* ergibt. 
Die vorangehenden Uberlegungen sind von besonderem Interesse, wenn 


unter ® das ,,kleinste‘‘ a-Feld, also die schon in § 4 betrachtete Menge ®, der 
Elemente « EZ verstanden wird. In ®, gibt es (wie aus der Linearitaét und der 
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Normiertheit folgt) nur ein einziges a-Integral, niimlich Ay (a Z) = «. Jedes 
a-Integral ist also Fortsetzung von A, in ®,, und die AbschlieBung Aj in OF 
hat die Eigenschaft, daB ®j das gréBte a-Feld mit nur einem einzigen a-Integral 
ist, dies im Sinne der obigen Bemerkungen 1 und 2. ®j mége das ,,absolute 
a-Feld‘ und Aj das ,,absolute a-Integral“ heiBen. 


Gehen wir zu den Verhiltnissen des § 3 zuriick, so ist auf Grund von § 4 
klar, was unter der ,,AbschlieBung“ eines z-Integrals (in einem z-Felde) und 
unter dem ,,absoluten z-Integra! im ,,absoluten z-Feld‘‘ zu verstehen ist; man 
vergleiche hierzu auch § 8. 


Ill. Anevsche Transformationsgruppen. 
§ 7. Zerlegungsinvarianz beliebiger Integrale. 
In diesem Kapitel haben wir es wieder mit den in § 3 eingefiihrten Begriffen 
zu tun, und dazu setzen wir generell voraus, daB die Transformationsgruppe J” 
eine ABELsche Gruppe sei (deren Elemente wir deshalb additiv schreiben). 
Wir beweisen zuniachst einen Hilfssatz, der fiir alles Folgende von entscheiden- 
der Bedeutung ist und der auch unabhangig von der Integrationstheorie als 
reiner Zerlegungssatz Interesse hat: 
Hilfssatz 7.1. Ist f eine Funktion aus % mit der Eigenschaft f <0, dann 
gibt es zu jedem vorgegebenen ¢> 0 endlich viele Elemente o,,..., 6 


T, +++, T, aus I’, so da gilt: 


p sowre 


1 € a 
>” f'* <¢ ''¢ ‘ 
q Poms P t=] 


Mit anderen Worten: Ist f<0, dann gibt es eine spezielle Zerlegungs- 
gleichheit der Art 
q l qd 


f=Lie h=gi=l..og, Lfe=f 
1 1 


von f mit einer im Sinne der obigen Ungleichung beschrankten Funktion /’. 
Das Bemerkenswerte dieser Zerlegungsgleichheit besteht darin, daB die Teil- 
funktionen f, saimtlich gleich, nimlich gleich 1/q¢ f sind und insbesondere also 
zu jedem Feld § gehéren, das f enthalt. 

n n 


Beweis: Nach Voraussetzung ist f= )'/, und » /,*< 0, mit geeigneten 
i I 


n 


f,€B,71€ (v=1,...,m); setzt man d,=f,—f,*, so ist f< J d,. 
Nun wihlen wir (von » unabhingige) Elemente 9,, . . ., o,, € J", so daB 
m 
, ¢ 
t,| => e (y= 1,..., 2) 
i 


ist, und bestimmen eine natiirliche Zahl r mit der Eigenschaft 2mn < er. 
Dann gilt fiir jedes »14) 


r—1 m 

SG =f,-—f sy (e+ e%*"*) 
~ 

e=0 w=1 





4) Ersichtlich gilt allgemein («f+ 8 g)* = aft + Bt, |f\* =|ft|, und aus f>qg folgt 
f=>g*, vgl. §1. 
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und folglich, wenn man auf beide Seiten dieser Ungleichung die Transformation 
Oy T% +t + Opa Te-a + Orsi Gait’ ** + Ont ausibt und iiber 9,,... 
Oy—1> Or41» + > +2 On = 0, ..., 7 — 1 summiert: 


r—l 
’ its @. 
»2 d; n*n 
e: 10, =0 
r—1 m ; bes 
v FT (Sp tertater tOrr tee +eaty . oy tertitess trot, t "+ Cn tn 
Cy - en On 1 
(ohne e,) 
Wir bezeichnen die r” Elemehte 0, t, + +--+ 0, T, mit t,(x = 1,..., 7") und 
die 2mnr"—! Elemente o,+ 0,7, +°°*+O0°t+°°*+ On %30,+0,% + 
r-Tt+***+O,t%, (v=1,..,n) mit o,(¢=1,...,.2mnr"-") und 


setzen r*™=q, 2mnr"-!=p. Dann ergibt sich nach Summation iber 


y=1,...,8 


n q : p P 
wy’ S'dts =< Y'o% 
, ae + d°* 2 x i 
v=1 «x=1 sx] 
n 
also wegen f < 5'd, weiter 
eS >, 
Spe < Ses 
ont c=} 


Hieraus erhalt man die Behauptung, wenn man durch q dividiert und beachtet, 
) 2mn 

dab - 
q 


Nun folgt ohne Miihe: 


Satz 7.2. Jedes Integral L in einem (nicht notwendig zerlegungsfreien ) Felde ¥ 
ist zerlegungsinvariant. 


€ ist. 


Beweis: Es sei f<sg; f,g¢%; fir die Funktion d=/f—g¢¥ gilt 
dann d<0, und nach Satz 7.1 gibt es zu jedem e>0 Elemente 9,,.. ., 
Oy, %,---T, € 1, so dab 

q p 
L Sages * y'e% 
iy r+ 
ist, also 
L oe ’' me 
L\ dd) L (d) L{\ de") é. 
q4 P 4 


Wegen der Willkiir von e folgt L(d) < 0, d.h. L(f) < L(g); es gilt also (IV’) 
von Def. 3.2 und damit auch (IT’). 

Wie sich aus Satz 7.2, 3.3 und § 5 weiter ergibt, kann also bei ABELscher 
Transformationsgruppe jedes Integral zu einem universellen Integral fortgesetzt 
werden 15) | 


§ 8. Absolutes Integral. 


Nach dem Ergebnis von §7 kann jedes Integral L in einem (nicht 
notwendig zerlegungsfreien) Feld $ ohne weiteres wie in § 6 ,,abgeschlossen‘‘ 
werden: 

Die Bedeutung der Struktur der Transformationsgruppe fiir die Existenz eines 
universellen Inhalts wurde besonders von J. von NEUMANN hervorgehoben. Vgl. J. von 
NeuMANN: Zur allgemeinen Theorie des MaBes. Fund. math. 13, 73—116 (1929). 


15 
) 
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Satz 8.1. Ist L ein Integral in einem Feld §, und setzt man fiir jede Funktion 
feB’ 


L (f) = inf L (f’) (fz fees 
° 
L (f) = sup L (f”’) fst, fs, 


f 
dann ist die Menge %* aller Funktionen f ¢ %& mit der Eigenschaft L (f) = L (f) 
ein 2-Feld ¥* 2%, und durch die Festsetzung ~ 


L* (f)=L(fp=Lif), wenn fey 


ist ein z-Integral L* in %* definiert (welches Fortsetzung von L ist), die ,,Ab- 
schlieBung von L in %. 

Der Beweis ist klar: Man beachte Satz 7.2 und 3.3, gehe sodann zu den 
Aquivalenzklassen iiber und wende Satz 6.4 an. Die Eigenschaften der Funk- 
tionale Z, L sowie der AbschlieBung L* in y* entsprechen den in § 6 disku- 
tierten. a 

Von besonderem Interesse ist die AbschlieBung Lj in $5 des Integrals 
L, in ¥9, welches beim Beweis von Satz 3.5 angegeben wurde; offenbar ist in 
diesem Falle einfach 


Ly (f) = inf a’ [a’e>f] 
Ly (f) = sup «” [a”e<f). 


0 mége das ,,absolute Feld‘ und Lj das ,,absolute Integral heiBen; diese 
Bezeichnungen!*) werden durch die folgenden Satze gerechtfertigt : 
Satz 8.2. Fiir jedes Integral L in einem (nicht notwendig zerlegungsfreien ) 
Feld 3} gilt 
Ly(f) Lf) <Ly(f), falls tes. 
Insbesondere stimmt L im absoluten Felde %§ mit dem absoluten Integral Li 


iibe re t ne 
L(f)=Lg(f), falls f¢¥ Fs. 


Satz 8.3. f sei eine beliebige Funktion aus%&. Dann gibt es ein f enthaltendes 
(zerleqgungsfreies) Feld %, derart, daB zu jeder Zahl pm mit der Eigenschaft 
L, (f) q Lp (f) ein Integral L® in¥ erkldrt werden kann, fiir welches L? (f) q 
ist. Gehirt insbesondere f nicht zu >, dann gibt es kontinuierlich viele paarweise 
verschiedene Integrale L® in ¥: 


Le: (f) + Le (f), falls go, + Go. 
Die Beweise ergeben sich unmittelbar aus den Satzen 7.2, 3.3, 6.2, 6.3. 
§ 9. Die Bedingung e (x) +0 in B. 


Wir wenden uns der Bedingung e (x) + 0 in YW zu, welche nach Satz 3.5 
und 7.2 jetzt notwendig und hinreichend dafiir ist, daB es iberhaupt Integrale 
(und damit universelle Integrale) gibt, und beweisen ihr Erfilltsein unter der 


16) Hierdurch soll auf eine Analogie zu dem Takskischen ,,absoluten MaB linearer 
Punktmengen“ aufmerksam gemacht werden, vgl. A. TARSKI, Fund. math. 30, 218—234 
(1938), insbes. § 2. Es sei noch darauf hingewiesen, daB bei Tarski die (Punktmengen-) 
Zerlegungsinvarianz in die Definition des MaBbes aufgenommen ist, wahrend wir fiir den 
Integralbegriff nur J’-Invarianz fordern i die (Funktionen-)Zerlegungsinvarianz be- 
weisen. 
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folgenden Voraussetzung iiber die ausgezeichnete Punktmenge W: Der Raum R 
sei durch hinreichend viele /’-Bilder W* ,,von endlicher Ordnung iiberdeckbar“. 
Genauer: 

Satz 9.1. Gibt es eine Menge {w,} von Elementen w,¢ I’ und eine natiirliche 


e 
Zahl w, so daf fiir alle x€ R 
(w) 1 < > eve (xz) Sw 


ist, dann ist e (x) + 0 in B. 

Die Menge {w,} kann dabei von beliebiger Machtigkeit sein; wegen (w) 
miissen freilich fiir jeden festen Punkt x ¢ R die Werte e“e (x) bis auf endlich 
viele verschwinden, damit die Summation iiber ,,alle 9“ sinnvoll ist. 

Beweis: 1. Bezeichnet 3% die Menge aller beschrinkten Funktionen (sie 
ist im allgemeinen eine echte Obermenge von Y%), dann ist zuniichst die 
Relation 1<0 in & unmdglich; denn aus 1 < 0 in % wiirde nach Hilfs- 
satz 7.1, wenn man dort e (zx) durch 1, also % durch B ersetzt und f(x) =1,¢=4 


, -- L & l , De 

einsetzt, der Widerspruch 1 "1: >"! folgen. 
‘ — » > — » 
qj -P ‘7 - 
n n 
— 3 baie : 
2. Angenommen, es sei nun ¢ (x) = 0 in ®, also e = S’h,, 3h,” = 0, mit 
i 
h,<€ 8,76 (» l,...,”). Nach Voraussetzung ist 1<3'e°e<w; wir 
° 
setzen 1*) 
” n n n = os 
b= See=) Dhe= JS Ske=T ah, mit &= TA. 
e e »=1 v=loe i e 
Ersichtlich gehért A zu YW, und ebenso ist h, « W (vy = 1,...,), denn wegen 
h, © ® gibt es (von v unabhingige) Elemente o,, . . ., o,, ¢ J’, so daB 
m 
h,| <= De" (9 l n) , 
I 
also 
m o, m m m 
h, < v hye < y | Ye") - ly S"e%u)}%e _ Slee ae i” "e | 7 mw 
0 @ 1 e 1 l @ l e 
ist. Nun gilt aber 
n n 


n w 
Lh = Li (Lhe) = S| Laer) °= 0, 
l l l 


\e 


und das bedeutet im Hinblick auf h 


—_ ’ 


Vv 

v -_ om — 

S"h,, daB h =O in W ist. Wegen 
i 


| <h folgt daraus der Widerspruch 1 < 0 in &. 

Man sieht leicht, daB im allgemeinen nicht jede Punktmenge W die Uber- 
deckungseigenschaft (w) besitzt. Es sei aber darauf hingewiesen, daB in 
Wirklichkeit dennoch fiir jede (nichtleere) Punktmenge W die Bedingung 
e (x) + 0 in B erfiillt ist. Diese Tatsache wurde im mathematischen Seminar 
in Bern von Herrn HapwiGeER unter Verwendung weiterreichender Begriffs- 
bildungen bewiesen?!’). 

17) An dieser Stelle méchte ich auf das Seminar iiber ,,Integrationstheorie“‘ in Bern 
(Sommersemester 1951) hinweisen, dem ich zahlreiche Anregungen fiir die endgiiltige 
Fassung dieser Arbeit verdanke. 
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§ 10. Euklidische Réiwme mit Translationsgruppe. 


In diesem letzten Paragraphen bedeute R den k-dimensionalen euklidischen 
Raum R,, W den (beliebig berandeten) k-dimensionalen Einheitswiirfel und /’ 
die (ABELsche) T'ranslationsgruppe des R,. Die Menge % besteht dann aus der 
Gesamtheit aller beschrankten und auBerhalb eines (hinreichend groBen, indi- 
viduellen) Wiirfels verschwindenden Funktionen, und aus Satz 9.1 folgt un- 
mittelbar, daB 

e(x)+0 in B® 


ist!8). Um das Verhaltnis unserer Betrachtungen zu dem klassischen RiIkE- 
mANNschen Integralbegriff zu klaren, beweisen wir zunichst, ohne Bezugnahme 
auf das Vorangehende, den 

Satz 10.1. Ist R das Feld der Riemann-integrierbaren Funktionen aus B& 
und ist L ein beliebiges Integral in Ki (gemaéB Def. 3.1, 3.2), dann stimmt L 
mit dem Riemannschen Integral iiberein: L (f) ={fd-x, fiir f ER. 

Mit anderen Worten: Das Rremannsche Integral {fdzx ist durch die 
Eigenschaften der Linearitét, Translationsinvarianz (/'-Invarianz), Normiert- 
heit und Monotonie gekennzeichnet. 

3eweis: Der Kiirze halber nehmen wir an, daB k= 1 und W das halb- 
abgeschlossene Intervall 0 < x < 1 sei; die Ubertragung auf den allgemeinen 
Fall bereitet keine Schwierigkeiten. Nun sei f beliebig aus fi, und mit einer 
geeigneten natiirlichen Zahl n gelte f (x) = 0 fir x << 0 und x=, was keine 
Einschrinkung bedeutet. Weiter sei p eine natiirliche Zahl, tiber die spater 


verfiigt werden soll, und es bezeichne 6, das Intervall 2— <2< - ; schlieB- 
lich werde gesetzt (v=1,...," >): 
| inf f(x), wenn 2€ 46, " | supf(z), wenn 2€ 4, 
fp (x) ai fy (x) TE, 
| 0) sonst | 0 sonst. 


Dann ist /,,f, <2, und aus der Linearitaét, Translationsinvarianz und Nor- 
miertheit von L folgt ohne Miihe, daB 


L (fp) [ ty es. +s (fp) Sfp d x 


ist, weiter folgt wegen f, < f < f, aus der Monotonie 


L (fp) SL (f) SL (fp) 
Nun liegen die Zahlen Sh dx, | f,d-x bei hinreichend groBem p beliebig nahe 
beieinander, und da sie das Rremannsche Integral { f d x einschlieBen, folgt 
die Behauptung L (f) = ff d-x. 

Aus diesem Beweise liest man weiter ab, daB fiir jede Funktion f € R auch 
Ly (f) = Lo (f) ist, vgl. § 8, und daraus folgt der 

Satz 10.2. Das Feld R ist im absoluten Feld %§ enthalten, und folglich ist 
Le (f) fidz, falls f Hi. 


Das Feld ist aber nicht etwa mit 9}§ identisch und auch nicht zerlegungs- 
frei: z. B. sei e = f, + fe; fy, fe < W—R irgendeine Zerlegung von e in zwei 
Funktionen f,, f,, die nicht R-integrierbar sind und beide auBerhalb von W 

8) Das folgt auch aus Satz 3.5 und 7.2, wenn man die Existenz etwa des RIEMANNschen 
Integrals be riicksichtigt. 
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verschwinden, und es sei t eine Translation mit der Eigenschaft e (x) - e* (x) = 0. 
Dann gehért die (mit e zerlegungsgleiche) Funktion f = f, + fo zu 5, aber 
nicht zu R; denn sonst miiBten offenbar auch /, und f, zu R gehdren. 

Satz 10.3. Das absolute Integral L% in %% ist mit der AbschlieBung des 
<rEMANNschen Integrals identisch. 

Beweis: Bezeichnen wir fiir den Augenblick das Rremannsche Integral 
mit R, dann ist fiir jede Funktion f ¢B 


Rij=imf Rf) fz, feR), BHY=mf Lh) zh 
f’ f 

R(f)=supR(f’) (f’ sf f’eR), Leif) =sup Loe’) Uf’ <f. £’€85). 

=" i” ad 


Nach Satz 10.2 ist R(f’)= L$(/’) far f/ €R, und da auch L,(ae)= a= Lp (ae) 
ist, folgt nach der Definition der Funktionale Ly, Ly, (§ 8) aus cee RC FG, daB 


LpP=zRH=zUH, LDMskRN<B/) 


ist. Nun gilt fiir ein beliebiges Integral L (vgl. § 6, (*)) 


L*(fp=Lif), L*(p=Lif; 
damit folgt in unserem Falle R (f) = L, (f), R (f) = Lo (f), was die Behauptung 
ergibt. 7 7 

Der Begriff des absoluten Integrals erscheint also als eine natiirliche Er- 
weiterung des RremMannschen Integralbegriffs. Eine andere (und wichtigere) 
Erweiterung ist bekanntlich der LEBEsGuEsche Integralbegriff; wegen Satz 10.1 
ist auch das LesescueEsche Integral im Feld 2 der L-integrierbaren Funktionen 
aus W (RC LCW) eine Fortsetzung des Rremannschen Integrals. Aus den 
schon erwahnten Ergebnissen von Banacu"*) folgt, daB & nicht im absoluten 
Feld %% enthalfen ist: Man kann eine Funktion konstruieren, deren LEBESGUE- 
sches Integral Null ist und fiir die andere Integrale den Wert Eins annehmen. 
Andererseits ist auch %§ nicht in 2 enthalten, wie man auf Grund der Bemer- 
kung bei Satz 10.2 sofort bestatigt. Die beiden Begriffserweiterungen (oder 
genauer Integralfortsetzungen) erstrecken sich also in ,,verschiedener Richtung’’. 
Jedenfalls ist aber nach § 7 sowohl das absolute wie das LEBEsGuEsche Integral 
zerlegungsinvariant (mit Bezug auf die Translationsgruppe), und beide kénnen 
zu universellen Integralen fortgesetzt werden. 

Nun sind RreMannsches und LEeBeEsGueEsches Integral bekanntlich auch 
invariant gegeniiber Transformationen der Bewegungsgruppe J” von R= R,, 
also /”-invariant oder ,,bewegungsinvariant‘. Wir fassen das jetzt als eine 
zusdizliche Eigenschaft dieser Integrale auf und vermuten, daB sie auch dem 
absoluten Integra! (als der AbschlieBung des Rremannschen) zukommt: 


Satz 10.4. Die Funktionale L,, L, sind bewegungsinvariant, d. h. es gilt fiir 
jedes Element tr « I” 


Lg (f) = Lg (f), Lg (f) = Lo (f*), fiir fcE®. 

Folglich ist das absolute Feld %§ ,,bewegungsfrei‘‘ und das absolute Integral Lj 
in % bewegungsinvariant. 

Beweis: Es sei f¢W@ und tr¢/”. Zu jedem ¢ > 0 gibt es eine Zahl a’, 

so daB a’ < Le (f) + e/2 und «' e=f, also auch") «’ e* > f* ist; weiter gibt es eine 

Zahl «’, so daB a’ < Ly (a’ e*) + ¢/2 und a’ e >a’ e* ist 


, und damit nach 
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Satz 2.6 auch «’’e > f*. Somit ist Ie (f*) S «’’, und wegen «’ e* €R hat man 
L, (a’ e*) = Li (a' e) = fa’ e'dx=a', also a” <a’ +e/2<L,(f) +. Weil « 
willkiirlich gewahlt war, folgt L, (f*) < Z,(f), und aus Symmetriegriinden ist 
umgekehrt auch ZL, (f) < Z,(f*). So erhalt man L, (f) = LZ, (f*), und ent- 
sprechend ergibt sich Ly (f) = Lp (f*). 

Ebenso beweist man, daB die AbschlieBung jedes bewegungsinvarianten 
Integrals wieder bewegungsinvariant ist. Das gilt dann auch fiir die Ab- 
schlieBung des LeBeseuEschen Integrals; diese ist insofern von Interesse, als 
sie Fortsetzung sowohl des absoluten wie des LeBEsGueschen Integrals ist 
und somit unter allen bekannten bewegungsinvarianten Integralen wohl den 
weitesten Definitionsbereich (,,Feld“*) hat. Da8B ein bewegungsinvariantes 
universelles Integral im allgemeinen (namlich fiir k => 3) nicht existiert, haben 
wir schon am SchluB von § 3 bemerkt”®). 


‘%) Wie man sofort bestiatigt; fiir die Relation ,, 
gruppe J" zugrundegelegt, wihrend t zu J” gehért. 

2) Im Falle k=2 gibt es jedoch universelle bewegungsinvariante Integrale; vgl. 
Sr. Banacn, loc. cit. (Anm. 1) und J. von Neumany, loc. cit. (Anm. 15). 


>** ist hier weiter die Translations- 


(Eingegangen am 10. September 1951.) 
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Indefinite quadratische Formen und Funktionentheorie II. 


Von 


Cart Lupwie SieGEL in Gottingen. 


1. Einleitung. 


1. Wie bereits in der Einleitung zum ersten Teil [1] erwahnt wurde, lassen 
sich die dort gewonnenen Ergebnisse sinngem&8 auf quadratische Formen in 
algebraischen Zahlkérpern und allgemeiner in involutorischen Algebren end- 
lichen Ranges tiber dem rationalen Zahlk6érper iibertragen. 

Die Zuordnung einer Thetareihe zu der gegebenen quadratischen Form ist 
nach dem Vorbilde des ersten Teils ziemlich naheliegend, wenn der Kérper 
total reell ist. Fiir komplexe K6rper ist dagegen eine weitere Idee erforderlich, 
die im AnschluB an eine Untersuchung von H. Maass [2] entstanden ist. 
Wir werden im folgenden ausfiihrlich nur den Fall des Gaussschen Zahl- 
kérpers behandeln, weil hierbei der formale Teil am kiirzesten ist. Zur Ge- 
winnung eines Diskontinuitiatsbereiches fiir die zugehérige Modulgruppe, die 
PicarDsche Gruppe, hat man bekanntlich [3] an Stelle der komplexen Varia- 
eln einen veranderlichen Punkt im dreidimensionalen hyperbolischen Raum 
einzufiihren, und die bendtigte Idee besteht in der geeigneten Anbringung der 
drei Koordinaten im Exponenten der Thetareihe. Ein spezieller Fall dieses 
Ansatzes steht iibrigens seit fast 30 Jahren in der Literatur [4, 5], ohne daB 
bisher die tiefere Bedeutung bemerkt wurde. Andererseits hat bereits FUETER 
6] der Prcarpschen Gruppe gewisse EIs—eNsTEINsche Reihen zugeordnet und 
ihre Fourtersche Entwicklung bestimmt. 

Bei der weiteren Verallgemeinerung auf Algebren werden wir uns nur mit 
der Reduktionstheorie der zugehérigen quadratischen Formen und dem 
Transformationsproblem der entsprechenden Thetafunktionen beschaftigen. 
Der iibrigbleibende Aufbau diirfte geringeren Schwierigkeiten begegnen. Da 
wir auch die sog. Involutionen zweiter Art behandeln, so umfaBt unsere 
Untersuchung als speziellen Fall die hermitischen Formen in relativquadrati- 
schen Zahlkérpern. 

Wir setzen weiterhin die Kenntnis des ersten Teils der Abhandlung voraus. 
Von den friiheren Uberlegungen lassen sich einige leicht auf den vorliegenden 
Fall iibertragen, so daB wir uns an den betreffenden Stellen kurz fassen kénnen. 


2. Es sel 


Cy) 


fK]=eSr= 2S yi % x 
k,f=1 

eine quadratische Form mit komplexen Koeffizienten s,; = s;,, deren Deter- 

minante von 0 verschieden ist. Durch eine komplexe lineare Transformation 

r= €y laBt sich S [zr] in eine Quadratsumme yj; 


2 ee el 
Ym Uuberfiihren. 
Als Majorante wird die positive hermitische Form 


$ {x} rer Y; Wy ro oe Ym Ym 
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zu Grunde gelegt, deren Matrix % = (€ €’)— ist. Es gilt also 
[(CJ=CSC=E, PC}=-CRC-E 


CY] 


(1) 
und folglich 


(2) RSI RP=-S, P'=¥>0. 


Ist umgekehrt % eine Lésung von (2), so transformiere man die hermitische 
Form $ {rz} und die komplexe quadratische Form © [x] simultan auf Haupt- 
achsen durch eine komplexe lineare Substitution r = € y. Dadurch kann man 
erreichen, daB 
m m ° 
B {rj = ot % Slk=- Mau 
k=1 


1 


mit positiven reellen d,,...,d,, wird. Bedeutet dann 6, die Diagonalmatrix 
mit den Diagonalelementen d,, . . ., d,,, so gilt ${€} = E, S [€] = S, und (2) 
ergibt @> | = 6, dy d, (k =1,..., m). Also ist S, = ©, und die Majoranten 
§ sind folglich genau die Lésungen von (2). 

Um eine Parameterdarstellung zu gewinnen, betrachte man zunichst den 
speziellen Fall 6 = €. Dann muB also § zugleich orthogonal und positiv hermi- 
tisch sein. Da % + E> 0, also jedenfalls nicht ausgeartet ist, so ist der Ansatz 
xB €+28-! mit hermitischem $ erlaubt und fiihrt die Bedingung 
"PE — E iiber in B + B = 2 E, woraus B = E — iA mit reellem alternierenden 
W foigt. Wegen B>O ist auch ${B’} = BPS = 2H — GB? =H (2 E —B) 

(E— iM) (E+ 7A) = E+ A = EC -—AY > O. Gilt umgekehrt € > AW’ mit 
reellem alternierenden &, so ist 8 = € — iM umkehrbar und ¥ € + 2H-! 

(E+ iA) (E — cA)-* = (EC + A*) {((E + 7A)—'} > O. Also hat man die um- 
kehrbar eindeutige Parameterdarstellung 


(3) Sy C+ iw EAN, A=—HA Of’ 

: i mw’, Y ) 1’. 

. m(m 1) Sess 7 . 
Die —--.—— unabhingigen reellen Elemente a,;(k <1) von & = (a,,) sind 


wegen © > YAY’ simtlich beschrinkt, nimlich absolut <1. Man erhilt schlieB- 
lich die Parameterdarstellung fiir den allgemeinen Fall, indem man ein festes 
komplexes € = €, mit S [(€] = € wahlt und dann § in (3) durch ¥ {€,} ersetzt. 
Weiterhin mége der Raum der Lésungen § von (2) mit P bezeichnet werden. 

3. Die ,,orthogonale“ Gruppe 2 von © besteht aus den komplexen linearen 
Transformationen r > ¥% r, welche © [rx] in sich tiberfiihren, also der Bedingung 
S ([B]=G geniigen. Zufolge (2) erhilt man auf P die Darstellung $ — $ {B} 
von £2. Sind §, (€, €j)—! und &, (€, ©3)- 1 zwei Punkte von P und ©[G,] 

& = © [G, ], so ist ©, €z' = & ein Element von Q und &, = §, {8}. Daher 
ist die Darstellung auf P transitiv. Mit 8 ist auch — ¥ ein Element von 2 
und ergibt dieselbe Abbildung % + 8 {+ B}. Ist umgekehrt auf P fir zwei 
Elemente %, und &, von Q identisch ¥ {B,} = ¥ {B,}, so laBt sich in folgender 
Weise daraus die Beziehung ¥, = + &, ableiten. Es geniigt, den Fall S = € zu 
behandeln. Setzt man dann &, ¥; '_¥, so ist BR = E und identisch 
¥ {BV} = PB, wenn ¥ durch (3) gegeben wird. Fiir $ = € folgt speziell B’ B= GE; 
also ist B reell orthogonal und mit § vertauschbar. Dann ist aber auch B 
mit allen alternierenden reellen oder komplexen & vertauschbar, liegt also im 
Zentrum der reellen orthogonalen Gruppe, woraus % + & folgt. 
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Die bei 2 invariante Rremannsche Metrik auf P wird durch 
ds? = — ; d* log |B - o (B-' dP P-' df) 
festgelegt. Fir die Parameterdarstellung (3) erhalt man 


P-' dP = 21(E + 1M)—' dU (E — iA)! 


und 
dst = +6 (E+ %)— dH (C +H) dN’) 
mit dem Volumenelement 


(4) d v (& T a? . I] d ay. 
k<l 


4. Unser Ziel ist das Studium der quadratischen Gleichungen 
(az, +62, 2%,+°-:)+(ce27%+°+:)+d=0 


mit ganzen Koeffizienten und m ganzzahligen Unbekannten im Kérper K 
von |— 1. Indem wir voraussetzen, daB die von den Gliedern zweiten Grades 
gebildete quadratische Form © [r] nicht ausgeartet ist, schreiben wir die 
Gleichung ‘in der Gestalt S [r + a] = ¢ mit ganzen s,,, 2s,;, 2G a, S [a] —t#. 
Das Polynom © [r + a] — ¢t von 2%, ..., 4 r,, ist also ganzwertig. Zur Abkiirzung 


werde noch 
»\ 
Iza > an 
7 t 5) 
gesetzt. 
Wir fiihren eine komplexe Variable z = x + i y und eine positive Variable w 
ein und bilden die Matrix 


n- (2%, ¥3), 


iw Zz 


Cy) 


Dann wird 


R [o] = 2S [o) + 2S [h] + 2iwF {y}, 


und folglich konvergiert die Thetareihe 
f (0) = fa (C) = fa (C, B) = Der ** lI, 
D 

wo iny = r+ a fiir x alle ganzen komplexen Vektoren gesetzt werden. Dabei 
sei unter € die ,,reine“’ Quaternion z+ jw=x+ity+jw verstanden, fir 
welche nach HamiitTon die Symbole i, 7 durch die Relationen 77 43 = E, 
jk kj=t, ki tk=j, fF =f = 1 verkniipft sind. Es wird 
sich zeigen, daB f (¢) als Funktion von ¢ ein einfaches Transformationsverhalten 
bei der Picarpschen Gruppe [ + (a £ + b) (ec € + d)—' mit ganzen a, b,c, din K 
und ad — bc= 1 besitzt. 

Andererseits betrachte man die Einheitengruppe /° von © in K, bestehend 
aus allen Lésungen U von S [ll] = S mit ganzen Elementen in K. Es stellt 
sich heraus, daB das Volumen 

Ve [dv 
F, 
eines Fundamentalbereiches F, von J’ auf P endlich ist, wenn der Fall einer 
binaren quadratischen Nullform ausgeschlossen wird. In J’ bilden die U mit 
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ganzem lla — a eine Untergruppe /", von endlichem Index. Es sei F ein zu- 
gehériger Fundamentalbereich und V sein Volumen. Man zeigt dann, daB 
auch das Integral von f,(¢, 8) tiber F existiert und durch gliedweise Inte- 
gration der Reihe berechnet werden kann, wenn im Falle m < 4 die Null- 
formen ausgeschlossen werden und fiir m = 4 die Nullformen, deren Determi- 
nante eine Quadratzahl in K ist. 

Wir verstehen unter s die Determinante von 26. Ist a eine komplexe 
Zahl, so mége zur Abkiirzung 


e*t(a+ a) 14 


gesetzt werden. Bedeutet r eine Zahl aus K mit dem gekiirzten Nenner ), 
so definieren wir 
j 
y (r) N * (s) N m (b) : be 17Slr+a). 


/ — 


r(mod b) 


auBerdem sei y = | fiir ganzes a und y = 0 sonst. Dabei ist unter N die Norm 
in K zu verstehen, und dasselbe Symbol werde weiterhin auch fiir die Quater- 
nionennorm benutzt. Mit diesen Bezeichnungen kénnen wir das zu beweisende 
hauptsichliche Resultat in Analogie zum ersten Teile folgendermaBen aus- 
sprechen. 

Satz 1: Es sei S [x] + 20'S x ganzwertig, m > 3 und im Falle m = 4 nicht 
zugleich S [xr] eine Nullform und s ein Quadrat. Dann ist 

m 
(5) VIC, Bopdv= ytDyl(r)N 2 (C-7r), 
P F 
wo r alle Zahlen aus K durchliuft. Im Falle m 4 wird dabei zuerst iiber alle r 
mit festem Nenner b summiert und sodann iiber alle Hauptideale b nach wachsen- 
den Normen. 

5. Die Definition der MaBe n, (SG) und M (G, a, t) laBt sich fast wortlich 
iibertragen, so daB eine kurze Erklarung hier geniigt. Unter X = (2,,) ver- 
stehen wir eine umkehrbare m-reihige Matrix mit unabhaingigen kom- 
plexen Elementen 2;;. Fiir jedes feste umkehrbare komplexe symmetrische 
WW" — (w,,) betrachten wir den Raum 2(¥) der Lésungen X von S[X]= BW. 
Ist X = X, ein Punkt darin, so wahlen wir m (m — 1) reelle Funktionen 1,, 
Us, ... der Real- und Imaginir-Teile der x,,, die zusammen mit den m (m + 1) 
Real- und Imaginar-Teilen der w,; in X, eine von 0 verschiedene Funktional- 
determinante haben. Mit deren absolutem Betrage A definieren wir 


(6) dw N? (GS-1 Bi) A ‘dU, GU,... 


und haben damit speziell auf dem Gruppenraum {2 = £2(G) ein invariantes 
MaB. Es sei dann uw, (GS) das Mab eines Fundamentalbereiches der Einheiten- 
untergruppe J’, auf Q. 

Ferner beschrinken wir X auf die Matrizen mit fester erster Spalte 
y) = 1+ a; also ist X = (y X,) mit variabler komplexer Matrix X, = (2, ;) von 


: : . t ww’ , 
m Zeilen und m 1 Spalten. Analog zerlege man & on dann ist 
w RW, 


“A 
LY 





fy] = t, X¥ Sy = w, S [X,] = W,, und man erhalt so alle umkehrbaren 
komplexen symmetrischen W™ mit dem festen ersten Diagonalelement ¢ 
Jetzt bilden die reellen und imaginiren Teile der tibrigen Elemente von 2. 
insgesamt (m + 2) (m 1) unabhingige Funktionen der 2 m(m—1) reellen 


24* 
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und imaginaren Teile der z,,;, und wir wahlen dazu weitere (m — 2) (m — 1) 
reelle Funktionen w,, tg, .. ., so daB die Funktionaldeterminante in einem 
gegebenen Punkte X = X, von 0 verschieden wird. Auf dem durch die Glei- 
chung S [X%] = B bei festen y und B definierten Raum 2 (y; WW) erkliren 
wir durch (6) wieder ein Volumenelement. In diesem Raume bilde man einen 
Fundamentalbereich B(t) von der durch die Bedingung Uy = 4 definierten 
Einheitenuntergruppe /"(y) und bezeichne sein MaB mit u« (S,y). Es hingt 
nicht von YW ab. SchlieBlich sei 


M (G, a, t) » ul(S,»v), 
S[p]=t 
wo iiber ein volles System beziiglich /’, nicht assoziierter Lésungen y = ¢ + a 
von S [y] = ¢ zu summieren ist, mit Ausnahme der etwaigen Lésung y = 0. 
6. Die p-adische Lésungsdichte 6, (S, a, t) wird ebenfalls analog zum Fall 
des rationalen Zahlkérpers erklart, namlich 
Aq (S, a, t) 


6, (GS, a, t) lim 


k 
a —@ (q= p*) 


fiir jedes Primideal p in K, wobei A, (S, a, t) die Anzahl der modulo q inkon- 
gruenten Lésungen r der Kongruenz © [r + a] =¢ (mod q) bedeutet. Dann 
laBt sich Satz 2 aus dem ersten Teile fast wértlich iibertragen. 

Satz 2: Es sei S [x + a] —t ganzwertig, und es seien die iibrigen Voraus- 
setzungen von Satz I erfiillt. Dann ist 


M (G, a, t) = wa (S) IT 4, (GS, a, t), 
Pp 
wo p die Primideale von K nach wachsenden Normen durchliuft. 

Wegen der multiplikativen Eigenschaften der p-adischen Lésungsdichten 
kann man iibrigens statt der Primideale in K auch die natiirlichen Primzahlen 
zu Grunde legen und erhalt damit fiir Satz 2 genau den Wortlaut aus dem 
ersten Teil. Diese Bemerkung ist niitzlich bei der Ubertragung unserer Resul- 
tate auf Algebren. 


2. Transformation. 


1. Um das Verhalten der Funktionen f, (¢) bei den Modulsubstitutionen 
F=(at 4 b) (ce € + d)-! aus K zu untersuchen, betrachten wir zunichst den 
4 atCa+ab, also Z=a*z+ ab, 
i = w, wodurch & [y] in R [y a] + ab S [y] + ZS [H] itbergeht. In diesem 
Falle gilt also 


Fall c= 0. Damit wird +a 1, 2 und 


fa (¢) 1¢9S([a) 7, (¢). 
Weiterhin sei c + 0. Wir zerlegen 


a ‘ - 1 d 
1 1 + - » 
7 ¢ rec Qi ¢ ; S1 &2 > Se S T Cc 


"> 


und ersetzen den Summationsbuchstaben rt = ) — a durch re + q, wo gq ein 
volles Restsystem modulo ¢ durchliuft und xr wieder alle ganzen Vektoren 
in K. Mit 


>a ae 
1 iw,B8 2, 


~~ pe. 7) 
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wird dann 
a 
$ ’ Sip) 
f(dj= Dd 1° 


p(mod ¢) r 


VeriRiletpe), 
Nun ist aber 
ClO = (@—jw)(2+jw)=27+ wv = N(C) 


und zufolge (2) auch 


also 
1 
— Ry | 


Dies ist ein wesentlicher Punkt der Untersuchung. Zerlegt man ¢ in reellen 
und imaginiren Teil, r = r, +7 £2, so ist 


— oR, )] =—iR, (1 JG) 


und die Inverse dieser quadratischen Form wird 


(i )@) 


wahrend sich fiir die Determinante der quadratischen Form wegen (1) der Wert 


é 
4 


an tee 
Ry \E]> 


§ an) 
R 
4 1 








z,€ iw,€ o ~m 


92m \9 92m | (5 (F |-2 92m N (1S!) N Nis pe 
D eat R, ane Ce iw, € % € «& N ( = ) N (Ci ) N (8 Ci) 


ergibt. Es folgt 





xi = OG. o-5 — 
¥’ eri Rile + pe] -Dt¥e thes" {r] + = D+F DD 
T Tr 
und 
m xi 
7 3 % $ 24 R(S-'*r] 
N 2(el+af(H=TApe¢ 
r 
mit 
' = — a (aS{p]+r’p + S-*[rI) 
A(x) =N *(s)N 2(c) D 1? ‘ 


p(mod e) 

2. Das iibrige aus dem zweiten Kapitel des ersten Teiles laBt sich fast 
wortlich iibertragen, wobei noch die Unterscheidung nach dem Vorzeichen 
von ¢ jetzt fortfallt und e durch 1 zu ersetzen ist. Wir iibernehmen die frihere 
Definition von A,,(Mt) und erklaren noch 


m a 
-} . S {rl 
w(a,c)=N *(s)N 2(c) D 1? = (c +0), 
r(mod ce) 
w (a,0)= 1 (+ a=1,1). 


In Analogie zu dem friiheren Hilfssatz 1 bekommen wir dann folgendes Ergebnis. 
Hilfssatz 1: Fiir die Modulsubstitution = (a0 +b) (cl +d)" inK gilt 
: a Aap (M) fo (0) (c 4- 0) 

b 


N * (¢£+4)fa(2) 4 | 
12°S{4) wy (a, c) faa (2) (2 8|c). 
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Im ersten Teil wurde auBerdem gezeigt, daB die Werte Ao (M) = wz, (a, c) 
bei festem a und geradem m nur von den Restklassen von a und ¢ modulo 2 s 
abhangen. Der Beweis lat sich ohne weiteres iibertragen und bleibt jetzt 
auch fiir ungerades m giiltig. 


3. Integration. 


1. Weiterhin werde vorausgesetzt, daB S [r] im Falle m < 4 keine Nullform 
ist und im Falle m = 4 keine Nullform, deren Determinante eine Quadratzahl 
in K ist. Es ist dann zu zeigen, daB die Funktion /, (¢, 8) iiber den Fundamen- 
talbereich F der Einheitenuntergruppe /’, im Raume P integrierbar ist und 
daB das Integral durch gliedweise Integration der Reihe berechnet werden 
kann. Der Beweis soll hier nicht ausgefiihrt werden, da er im wesentlichen wie 
fiir den Fall des rationalen Zahlk6rpers verliuft. Die benétigten Eigenschaften 
von F ergeben sich aus den Untersuchungen von K. G. RAMANATHAN [7], 
welcher nach den Vorarbeiten von P. HumBErt [8, 9] die Reduktionstheorie 
der quadratischen Formen in beliebigen algebraischen Zahlkérpern geschaffen 
hat. Die Endlichkeit des Volumens V von F ist insbesondere schon von 
RAMANATHAN nachgewiesen worden. 

Wir setzen wieder 

V-" f fa (C, B) dv = mq (C) 
Fs 


und unterwerfen die Formel von Hilfssatz 1 der entsprechenden Mittelbildung. 
Hilfssatz 2: Fiir die Modulsubstitution e (af€+b)(eOC+d)'inK gilt 


-> “ (2 Aav (M) Pr (C) (c + 0) 
N * (ef +4 d) Pa (C) b - 
\120S10) w (a, c) Paa(C) (28 c). 


2. Die Analoga der Formeln (13) und (37) des ersten Teiles sind ausfiihrlich 
zu behandeln, da die Rechnungen wegen der veranderten Struktur des Raumes 
P einige Besonderheiten aufweisen. 

Ist X°*) = (2,,) eine Matrix mit unabhaingigen variabeln komplexen 
Elementen, so bedeute {d X} das euklidische Volumenelement in den 278 
reellen und imaginiren Teilen der x,,;. Ist ¥ symmetrisch oder alternierend, 
so hat man entsprechend die Elemente mit k < / oder k <1 zu nehmen. Diese 
Bezeichnung benutzen wir wie friiher sinngemaB auch fiir Matrizen mit reellen 
Elementen. 

Nach (6) ist auf 2 das MaB durch 
{az} 


a ae 
Wey *SX=-B, B= 


(7) dw 


erklirt. Andererseits ist zufolge (1), (2), (3), (4) auf P das MaB durch 
_" = = E+im - : 
(8) dv=|E+%| * (4A, PS'BR=C6, P{G} =e S [(C,]= € 


definiert. Eine Abbildung von 2 in P erhalt man durch den Ansatz 
PG }= F/R, B= GQ' RG, 


wobei dann Xj X, = € und %#'G X=6 ist. Durch § ist umgekehrt %, nur 
bis auf einen beliebigen reellen orthogonalen Faktor auf der linken Seite fest- 
gelegt. 
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In der Umgebung von %=G machen wir die Substitution ® [€,] 
B, Wi und legen die symmetrische Matrix %, eindeutig durch die Potenz- 
reihe 


®, = (€+ B,— ©? = €++(B,- © +--- 


fest. Setzen wir noch X = ©, Xj B, €>*, so geht die Gleichung %’S X = BW 
iiber in X; X, = €; es ist also X, komplex orthogonal. Es wird 


(9) Gp ‘ad X- xX ©, =—dX%-%,+ XdB,- wy" X,, @%,- %, — Xj, d,, 
(10) d B [Cy] Wd B, T d ®,- B,. 


Daher ist X, d Xj alternierend, und ferner ist X; dB, - wr’ X, fir B, = € 
symmetrisch. Indem wir X, durch m(m— 1) unabhangige reelle Parameter 
U,, Ug,... ausgedriickt denken, erhalten wir fiir die reellen und imaginaren 
Teile der oberhalb der Diagonale von X, d Xj gelegenen Elemente homogene 
lineare Formen in den Differentialen jener Parameter. Wir verstehen unter 
{X, d X¥,} das Produkt aus dem absoluten Betrag der Determinante der linearen 


Formen mit dem euklidischen Volumenelement du, du,.... Setzt man z. B. 
, €—B 
x, ==> 
€+% 


mit komplexem alternierenden 8, so wird 
Xd Xj = 2(€ + B)-*dB(E—B)-', 
=<. |l—m 
(%,4 Xi} =|5 (E+ B)(E+B]|" " (a). 


~ 


Aus (9) und (10) folgen fiir % = S die Beziehungen 


~ 


{d 8} = 2m" ¢%, dBi} {4BW,}, +1 (Gy)) (2 BW} = 2+ (a BL}, 
m+1 
———— fd 
(11) o2mN * CH yt &} x ” 
2 N (S)) Tray {X, d Xj}. 
In der Parameterdarstellung 
Ams. « . Ooee 
® {Go} = Bo = GH 
sind die Eigenwerte der reellen alternierenden Matrix & saimtlich absolut 
kleiner als 1, und daher existiert 


‘E+iy\z =e = 
Ms ne Nn Dk 2\2 ai | 
* )s (E+ Wf?) i(E +2) {> 
wobei die Wurzeln wieder durch die Potenzreihen zu erkliren sind. Es ist dann 
Bo = Fi, 


und beide Matrizen sind zugleich komplex orthogonal und positiv hermitisch. 


Aus $, = X; X, und Xj %, = € folgt nun 

xi = $, © 
mit reellem orthogonalen ©, und damit haben wir X, durch die Parameter ‘ 
und © ausgedriickt. Es wird 
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¥,dX%j=—OdOD+OPidw,-0, Odo=--do'-O 
44% +2, dF =20' dO+0' (RidP, +P, dPi) O 
¥,d Xi — ¥, dX = D’ (Pid $, — $d Pi) ©, 
d¥,- Fi = — Fi ad Pi 
B dB, + dB, -B, — dP, = 2k (E — iW) aM (E— iM) 
Bi dB, — 8, dBi = 21 (€C +92) Pam (E+ a2)? 


und demnach 
1 m 
{X, d Xj} E+ * {dAy{Od 0}. 
Mit Riicksicht auf (7), (8), (11) ist also 


m+1 


dw=2-2™N 2 (|S) {Dd O'}dv. 
Aus dem Analogon von (11) fiir den reellen orthogonalen Raum ergibt sich 


als das Integral von {Dd ©} iiber diesen Raum der Wert 2” 0,,, wobei nach 
Hilfssatz 3 des ersten Teiles 


ist. Bedeutet nun g (%) eine Funktion auf P, welche titber den Fundamenta!- 
bereich F integrierbar ist, so folgt 
m+1 
(12) fg(B)dw=2-"o,N * (\S\) fg Bde, 
F, P 
wenn F, dasjenige Gebiet auf Q ist, welches durch die Zuordnung 
Bt XC,GX#S, X®SX=S 

auf F abgebildet wird. Der Transformation X > 1l-! X mit © [Ul] = © ent- 
spricht dabei $+ (UJ. Daher ist auch F, ein Fundamentalbereich, wenn 

€ nicht zu J’, gehdrt, d. h. 2 a nicht ganz ist, und sonst das doppelte eines 
solchen. Hieraus ergibt sich nun 


& 


m+1 
(13) j Ue (S) = 2-*0,, N 2 (\S)) V, 
wo j = 2 fiir ganzes 2 a und j = 1 fiir gebrochenes 2 a ist. 

Ubrigens ist fiir unsere Zwecke die Kenntnis des Zahlfaktors auf der 
rechten Seite von (12) entbehrlich. Bis auf diesen Faktor ergibt sich (12) auch 
ohne Rechnung aus der Bemerkung, daB ein bei 2 invariantes MaB auf P bis 
auf eine multiplikative Konstante eindeutig bestimmt ist. Doch ist die Formel 
(13) fiir andere Untersuchungen niitzlich und ihr Beweis jedenfalls nicht trivial. 

3. Wir verwenden jetzt (12) fiir g (%) = f, (¢, $%) und fassen in der Theta- 
reihe alle zu einem vorkommenden jy + 0 beziiglich /’, Assoziierten zusammen. 
Man erhalt diese simtlich genau einmal in der Form U1 = 4, wenn man Ul 
ein volles System von Vertretern aller Linksklassen von J’ (y) in /’, durch- 
laufen la8t. Dann durchliuft U—! ein ebensolches System fiir die Rechtsklassen, 
und die durch X + U—! X entstehenden Bilder von F, ergeben insgesamt einen 
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Fundamentalbereich F, (y) von J (y) auf 2. Dabei ist zu beachten, daB F, (y) 
genau j-fach iiberdeckt wird. Setzt man noch S [y] = ¢ und $ {y} = p, so wird 
(14) Dy fet®dw=jl* f e-***? dw. 
3, Fi(p) 
Wir substituieren 


a C > 4 : 
¥ Cy = Xq = (y X,) he ): S [Xo] = B [Co] = Bo = * @,) 
Xs 


9 


®M 


Xo Sy y=t. 


2 


Dann wird 


BK = {Cp X'S} = {XS}, p= {q}=—aq'G, 


zay’\(t\ (x(t+r'r) 
4 (0 & )()=( t ); 


xz 0) 


, 





t rt 
B= (; 5 [z,1) rx &|’ 
S(%.])= B,, w= (t+ B,r)r, w= (t+ 2r24+ B, [z)) 2, 
{d X} = N 2 (\S\) {dX}, {dX} = N (\y Xel) N (a™—}) {d x} {dg} {d %,}, 
m+1 


{dB}=N 2 (\S\) {dW}, {d Wo} = {dw} {dw} {dB}. 
Setzt man noch 


S [y %) =(' =) - Be, 





so ist 
N (|) Xq!) = N? (|S? B,\). 
Fiir &% = © erhilt man hieraus 
Bo =-€, w=1, w=0, B=—€E, t=-17, w*=t-fzZt, 
p= N(x(t—ee)+et=|t-—ee+et, 
{dw}=4\t—rz'ri {dz}, {dw} = N(a"-') {dr}, 
do = fray — NG) NEC 8) a a 
Bei festem t = — X¥56 4 und © [X,] = € betrachte man alle X,, fiir welche 


das zugehdrige 
. > xz 0 = 
5 
X= (y Xs) (7, g) © 
in F, (y) liegt. Diese bilden einen Fundamentalbereich B(t) im Sinne der 
Einleitung. Indem man noch beriicksichtigt, daB x und — x denselben Wert w 


ergeben, so folgt 


* : _— ee se en fa w(\t—F'r rt) 
(15) { e—27~P dw N * (©) w(S, 9) J ra {dr}, 


F,(p) r 
wobei die Integration iiber den Raum aller komplexen yx zu erstrecken ist. 
4. Um noch das Integral 
2aw(\t—r’r\+r'F 


9 (t) = {—sy-=7,, (48) 
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zu ermitteln, bilden wir durch Integration iiber alle komplexen ¢ die FourtER- 
sche Transformierte 


yp (u) I9 (t) I“ dt. 


Versteht man unter vt den Vektor mit den Komponenten (¢ — r’ r)*, r, so wird 


. +e ’ 
y (u) = ferir’n + uve + 2iwn'd) (J p} 
r 
. s 7 P 2 m 
} [ exi(z*(2iw+utul+ (din u—u)+2izy(u “i\dady 
> or 


(2V~u@- w*)-™ 


und demnach 


2" 9 (t)=/ (ui+w*) 71 ut {du} 

(16) u 
(22)™ 
I'(m — 1) 


Wir definieren noch 
h, (2) = 1? f (a®—|t|*) 2 e-**"tdz 


und erhalten aus (12), (13), (14), (15), (16) die folgende Aussage. 
Hilfssatz 3: Es sei S [x] im Falle m < 4 keine Nullform und im Falle m = 4 
keine Nullform, deren Determinante eine Quadratzahl in, K ist. Dann gilt 


Pq (C) y + > ay hy (C) 
t 
mit 
P oa .. + (s) M (G, a, t) 
vt I'(m—1) ~ , 


H,\S) 
wo iiber alle durch S [x + a] darstellbaren t summiert wird. 


5. Fiir die Funktion 


h (A, w) = f (x? —1)*-'e-”* dz (A> 0, w> 0) 
1 
ist die Differentialgleichung 
d*h 4 dh 
. 19 . 
. d w* ~ aw wh 
erfiillt. Nun ist 
‘ —] 
m—2 tz, (™ 2 ) 0 
an b(t) [ \e\m—2 1 h( >, 2 oe |t| w (t + 0) 
[' (m— 2) (2 xw)?-™ (¢= 0), 


und daher geniigt der Ausdruck 


m 


g = w 2 h, (C) 


der von ¢ unabhangigen homogenen linearen partiellen Differentialgleichung 





’ 2( 29 “ " m({m \ 
(18) wh (8 + HS + 58) wt (= —2)9. 
Cx cy ew ow 2\2 }§ 
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Zufolge Hilfssatz 3 gilt dann diese Differentialgleichung auch fiir die Funktion 
m 


w Pa (<). 
In Abhangigkeit von w ist h (A, w) monoton fallend und hat das Grenz- 
verhalten 


. 24-1" (A) w-4 e- # +o 
(19) h(A, w) ~ ee (4) s daidale ty 
"(2 A—1) w!-24 (w+ 0). 
Insbesondere folgt hieraus 
(20) h, (C) ~ (2 x)?-™ TL (m — 2) 1 w*-™ (w+ 0). 


4. Eisensteinsche Reihen. 

1. Von nun an sei m > 3. Wir bezeichnen die Funktion auf der rechten 

Seite von (5) mit ®, (¢) und erhalten 
m 
4 2, (C) ya Aao0 (M,) N - (c C a), 
WM, 
. ab , . . , ; . 
wo IW, 1) ein volles System von Modulmatrizen in K mit verschiedenen 
c ai ' 

ersten Spalten durchlauft. 

r . . . > . 

Zunichst sei m > 4. Dann lassen sich die Uberlegungen aus dem vierten 
Kapitel von Teil I mit geringfiigigen Anderungen iibertragen, und wir geben 
daher nur die hauptsichlichen Schritte an. Aus den Kompositionsformeln 
der Aq, (M) erhalt man sofort 


m a [= Aab (MM) D, (C) 
(21) N # (¢cf+d)@,(¢) b 
| 12°S1a) w (a,c) Dag (C) (2 sic) 


fiir die Modulsubstitution f = (a £ + 6) (ec £ + d)-! mit der Matrix M. 
2. Setzt man 


m 


E(t)=SN 2 (¢-& (m > 4), 
- 


wo k alle ganzen komplexen Zahlen durchliéuft, so hat diese Funktion in 2 
und y je die Periode 1. Aus (16) ergibt sich die Fourtersche Entwicklung 


(2 n)™ l 

E(t) = 22) __ rat) 
[’'(m—1) = 

und hieraus 


(2) = y+ DL Bei (0) 
r 


mit 
(22)"—' i ss 
f B hed, = 2 (2 SG, a, t). 
ve I"(m—1) aed op ( an 
Zufolge Hilfssatz 3 wird dann 
11 
(22) (x, — By) hy (£) 1-**# =f f (pall) — Pa (0) 1 dady. 


00 
Nach (17) und (19) ist die Differenz om, (¢) — Pa (¢) 1 (C) fiir w + co von 
der GréBenordnung von w?—", gleichmaBig in z. Daher ist das Produkt w”/? A (z) 
beschrinkt im Prcarpschen Fundamentalbereich der Modulgruppe, in wel- 
chem ja bekanntlich w oberhalb einer positiven Schranke liegt. Andererseits 
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gilt fiir die Modulsubstitution f = (a £ + b) (ce € + d)-! die Beziehung 
®N(cC+d)=w, 


woraus mit Hilfssatz 2 und (21) die Beschrinktheit von w™? A (z) im gesamten 
oberen ¢-Halbraum folgt. Nach (22) ist dann auch der Ausdruck («,— £;) x 
w™!? h, (C) 1-* als Funktion von w beschrankt. Auf Grund von (20) wird aber 
der Faktor von (a«,— §,) unendlich bei dem Grenziibergang w > 0, da m > 4 
vorausgesetzt wurde. Also ist in diesem Falle x, = £, und der Beweis fiir die 
Satze 1 und 2 erbracht. 


5. Quaternire Formen. 


1. Fur den Beweis im Falle m = 4 hat man die elliptische partielle Dif- 
ferentialgleichung (18) heranzuziehen. Dabei ist zu beachten, daB die linke 
Seite von (18) gerade der Differentialausdruck von LapLace und BELTRAMI 
fiir die durch 

ds?=N(widl)=w*(d2?¥+dy?+dw?) 


definierte hyperbolische Metrik ist. Der Zahlfaktor m/2 ((m/2) — 2) auf der 
rechten Seite von (18) ist positiv fiir m > 4 und 0 fiir m = 4. Im letzteren 
Falle ist also w* y,(¢) zufolge Hilfssatz 3 eine Potentialfunktion im dreidimen- 
sionalen nichteuklidischen Raum. 

Wegen der bedingten Konvergenz der Reihe ®,(¢) im Falle m = 4 fiihren 


wir analog wie im ersten Teil die Funktion 
m 


®,(f,0)=y+ XY y(r)N-e(b)N 2 (f—7r) (o > 0) 


b 
ein, wobei iiber alle verschiedenen gekiirzten Briiche r = a/b in K summiert wird. 
Wenn zunichst der Fall ausgeschlossen wird, daB s ein Quadrat und die 
p-adische Dichte 6, (S, a, 0) fiir héchstens ein Primideal 0 ist, so folgt wie in 
Teil I die Entwicklung 
lim ®, (¢, 0) aay de a p By h, (z) = P, (¢) 
t 


e—0 
und die Transformationsformel (21). Die Funktion 


Ya (C) = (2 ww)? (Dy (C) — ga (C)) 


erweist sich dann als eine komplexe Potentialfunktion zur hyperbolischen 
Metrik, welche invariant bei der Kongruenzgruppe der Stufe 2s in K ist. 
Sie ist auch noch stetig in den uneigentlichen Randpunkten des Fundamental- 
bereichs der Kongruenzgruppe und nimmt die Randwerte ebenfalls in inneren 
Punkten an. Verwendet man nun das Maximumprinzip fir den reellen und 
imaginaren Teil von yw, (¢), so folgt zunachst, daB die Funktion konstant ist, 
und daraus wie in I ihr identisches Verschwinden. SchlieBlich zeigt man 
analog zu I, daB der bisher ausgeschlossene Fall gar nicht auftreten kann. 
2. Der bereits im vorangehenden Kapitel erledigte Fall m > 4 laBt sich 
ebenfalls mit Hilfe der Differentialgleichung (18) diskutieren. Es ist in diesem 
Zusammenhang noch zu bemerken, daB der Zahlfaktor m/2 ((m/2) — 2) fur 
m= 3 negativ ist und dann das Maximumprinzip keine Aussage iiber die 
Lésungen der Differentialgleichung liefert. Dies entspricht der Tatsache, dab 
sich Satz 2 nicht allgemein auf ternaére quadratische Formen tibertragen laBt. 
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6. Verallgemeinerung. 


1. Es sei K ein algebraischer Zahlkorper des Grades h, von dessen Konju- 


gierten K, (/ = 1, . . ., hy) reell und die Paare K,, Kp, (l = hy + 1,.. ., hy + he) 
konjugiert komplex sind; h = h, + 2h,. Es sei S eine m-reihige symmetrische 
Matrix in K mit der Signatur n,,m—n,(/=1,...,h,) und |6|+0. Der 
Xaum P wird definiert durch die Menge der Lésungssysteme §,, . . ., 8), von 
~—l ~ 

x, SI x, S1 (I uate h), 

B= 8,=8,>0 (l=1,...,A), 
Bi =8,= Bin >O0 (=k, 4+1,...,4, +h). 


Es sei ferner in K ein Modul M von Vektoren ¢ gegeben. Die m Komponenten 
von x liegen also in K und die Vektoren bilden eine additive ABELsche Gruppe 
mit mh Erzeugenden. AuBerdem sei ein Vektor a in K gegeben, und es sei die 
quadratische Funktion © [r+a] auf M ganzwertig. Man fiihrt dann A, 
komplexe Variable 

Zz) Xy+iy, y>O (l Riwncga 
und A, reine Quaternionen- Variable 


C= 24tiytiwm=2a4tjiwu, w>O0 (lL=h,4+1,..., hy + he) 
ein und setzt 


hy hi +hy = 
Bail ZS CaS lel typ PyleD + Se ey Splhyl + Sy ley) + 2ieey Dye, ) 


Die zugehérige Thetareihe wird dann durch 
t, (2, tC, B) SV" yRir+ a] 
r 


erklart, wo iiber alle r aus M zu summieren ist. 

In der Einheitengruppe von © beziiglich K betrachte man die Unter- 
gruppe E aller Einheiten U1, fiir welche simtliche Vektoren 11 ¢ und auBerdem 
ll a — a wieder in M liegen. Es sei F ein Fundamentalbereich von E auf P, 
ferner dv das invariante Volumenelement auf P und V das Volumen von F. 
Nach den Untersuchungen von RAMANATHAN [7] ist V endlich, auBer wenn 
S [xr] eine binare Nullform ist. 

Es sei noch M, der Modul aller ganzen x in K. Dann enthalten M und M, 
eine gemeinsame additive Untergruppe von endlichen Indizes j und jp. Es 
bedeute d den absoluten Betrag der Diskriminante von K und s den absoluten 
Betrag der Norm von |2G). Fiir jede Korperzahl r setze man 


y (r) / £ d 2 «2 2 N m (8) P > 17Sir +a] 


r(mod 8) 
mit 


h 
2n,—m) 29i 
l -_ 


r,S, [ty + ay] 
1 A. 17S(r+a] j=} ov d 


t 


wobei N (f) die Norm des gekiirzten Idealnenners f von r bedeutet. Ferner 
sei y= 1 fiir ganzes a und y= 0 fiir gebrochenes a. 
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In Verallgemeinerung von Satz 1 gilt dann die Formel 
V-" {fa (z,0,8) dv 
F 
m m—-™ hiihs m 


hy ee 
yt Dy(r) Tla-—n) 2 @—n) 2 TIT (G—n)(i-—7)) *, 
r j=} l=h,+1 


falls m>3 und fiir m=4 nicht G [rz] eine Nullform mit quadratischer 
Determinante ist; auBerdem darf S[r] nicht total definit sein, d.h. nicht 
zugleich K total reell und alle Konjugierten von S[r] definit. Die Sum- 
mation ist iiber alle Zahlen ry von K zu erstrecken. Aus dieser Formel ergibt 
sich die Ubertragung von Satz 2 auf beliebige algebraische Zahlk6érper end- 
lichen Grades. 

2. Um den Begriff einer quadratischen Form sinngemaB auf Algebren 
auszudehnen, hat man in der gegebenen Algebra A die Existenz einer Involu- 
tion vorauszusetzen, also einer Abbildung a+ a* von A auf sich mit den 
Eigenschaften a** = a, (a+ 6)* = a* + b*, (a b)* = b* a*. Eine quadratische 
Form von m Variabeln in A ist dann durch 

m 
r* S I x Spl 1, Siz 8El 


J 
1 T=1 


k 
erklart 

Weiterhin sei A halbeinfach und von endlichem Rang r iiber einem K6rper P. 
Dann ist A=A,+---+A, direkte Summe von einfachen Algebren 
A,,..-, A; tiber P, und die gegebene Involution wirkt sich in den einzelnen 
Summanden A,,..., A, folgendermaBen aus. Ein Teil von ihnen erfahrt 
selbst je eine Involution, wahrend die iibrigen sich zu Paaren reziproker 
Algebren zusammenschlieBen, in denen durch die Involution von A eine 
Vertauschung der beiden Komponenten bewirkt wird. Daher kann man zur 
Untersuchung von quadratischen Formen voraussetzen, daB entweder A 
einfach ist oder aber die direkte Summe von zwei reziproken einfachen Al- 
gebren B und B-!. 

Der zweite Fall fiihrt auf die Untersuchung von bilinearen Formen in 
einer beliebigen einfachen Algebra B. Diese Untersuchung laBt sich nach dem 
Vorbild des weiterhin zu betrachtenden ersten Falles gestalten und soll hier 
nicht weiter vorgenommen werden, da dieser das gréBere Interesse und auch 
die gréBere Schwierigkeit bietet. Es sei nur eine Formel angefiihrt, die man 
speziell fiir den rationalen Zahlkérper und die bilineare Einheitsform von 
m Variabelnpaaren u,, v;, (k 1,..., m) erhalt. Es sei F der Mrnxowskische 
Bereich der reduzierten positiven reellen %”) der Determinante 1, ferner dv 
das mit Hilfe der Spur von (%-!d 8)? erklarte invariante Volumenelement 
und V das Volumen von F. Bildet man dann mit einer komplexen Variabeln 
z= x+y in der oberen Halbebene y > 0 die Thetareihe 

f (z) > etzizwe xy(P(ujJ+P) *[o). 
u,d 
wo tiber alle Paare ganzer Vektoren u, » zu summieren ist, so ist 
V—- [f(z)dv=1+ J (az + b)-™ (az + b)-™ (m > 1), 
F a,b 
wenn a, 6 alle Paare teilerfremder ganzer Zahlen mit a > 0 durchlaufen. 

3. Fortan betrachten wir nur den ersten Fall, in welchem also die involuto- 

rische Algebra A einfach ist. Dann ist A der Ring von Matrizen ¥ = (é,,) 
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eines gewissen Grades g, deren Elemente & = &,,(k,l1=1,...,g) einem 
Schiefkérper 4 iiber P entnommen sind. Es sei Z das Zentrum von A. Bei 
einer sog. Involution erster Art bleiben alle Elemente von Z fest. Bei einer 
Involution zweiter Art bleiben nicht alle Elemente von Z fest, und dann ist 
Z = P(o) eine quadratische Erweiterung eines bei der Involution element- 
weise fest bleibenden Unterkérpers ®. Wenn die Charakteristik von P nicht 


2 ist, so kann man noch o0* 0 voraussetzen. 


Nach bekannten Resultaten [10] hat die Involution ¥ + ¥* die Existenz 
einer Involution gleicher Art von A zur Folge, und umgekehrt gilt fiir irgend- 
eine solche fest gewahlte Involution & + § von A mit X = (é,,) die Formel 


2 


on 


(23) X* = L-1 FQ, e2, e=+1 


? 


fiir ein geeignetes konstantes umkehrbares Element 2 von A. 

Da wir Arithmetik treiben wollen, so wollen wir von nun an den Grund- 
kérper P als den rationalen Zahlkérper voraussetzen. Das Zentrum Z ist 
dann ein algebraischer Zahikérper, fiir dessen Grad h iiber P eine Gleichung 
r = h (gs)? mit natiirlichem s gilt. Durch Erweiterung von P zum Kérper der 
reellen Zahlen P gehen A und A iiber in halbeinfache Algebren A und A. Es 


sei A= A, +---+ A, die direkte Zerlegung von A in Matrixalgebren epee Ms 
Sind dann (2,;) = X = X,,..., 2 X, die Matrizen aus A,,...,A;, so gehdren 
ihre Elemente z= x,,; je einem Schiefkérper A = A,,..., A, tiber P an. 


Dieser ist entweder der reelle Kérper P selbst oder der komplexe Kérper 2 der 
zweireihigen Matrizen 


( 24) . zy ~ } 


mit reellen x,, x, oder die Quaternionen-Algebra /’ der vierreihigen Matrizen 


at 2X2 3 ws 

— 2; L = r 

~ Xv x ‘ 23 
(25) z 

-23 XM a —2 

—1%, —Xs; Ly xy 


mit reellen x,, 22, %3, 2. Treten die einzelnen Fille je h,, hz, hg mal auf, so ist 
h, + he + hy = #, ferner ist h, + 2h, + hz = A der Grad von Z iiber P und 2A, 
die Anzahl der komplexen Konjugierten von Z. Die Matrix X hat in den 
Elementen 2x,, den Grad s, s, s/2, entsprechend den drei Fallen. 

Zufolge (24) und (25) ist die Transponierte x’ jeweils die Konjugierte 
von x in 2 und J. Daher ist die Abbildung (x;,;) = X + X’ (21x) eine 
Involution von A. Andererseits fiihrt die gewahlte Involution é > € von A 
eindeutig durch Grenziibergang ebenfalls zu einer Involution von A, und es 
werde dabei das Bild von X wieder mit X bezeichnet. Vermége (23) wird dann 
auch die Involution X + X* von A zu einer Involution von A erweitert. 

Zur Diskussion des Zusammenhanges zwischen X’ und X sind wieder 
die Involutionen beider Arten gesondert zu behandeln. Ist die Involution 


X + ¥* von erster Art, so ist s 1 oder 2, also entweder A Z und é gE 


oder A ist eine Quaternionen-Algebra Y iiber Z und é laéBt sich darin als 


konjugiert zu £ erkliren, so daB & & die Quaternionennorm wird. Im Falle 
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s=1 ist X = X =z, h,=0 und etwa A, P (k <h,), Ap= 2 (hy < k <2). 
Im Falle s=2 sei analog Ay=P (k<h,), Ay= 2 (hk, Ck Sh, + hy), 
Ay =T (hy t+he < k <1). Fir A =P oder Q ist dann 


x wn > XY Zen —TZ12 


Te: Tee ~%a1 1 

mit 2,;, %,2, %21, T22 in A. Setzt man noch 

, f 01 

V=(_) o) 

10 

so wird also X = V-! X’'V (A =P), X = V-! X' V (A = Q), wenn durch den 
unteren Querstrich der Ubergang zur konjugiert komplexen GréBe x = 2’ in 
(24) ausgedriickt wird. Fir A = J ist schlieBlich X = x, X = X’'= 2’ mit x 
aus (25). 

Im Falle einer Involution zweiter Art ist Z = ®(o) eine quadratische 
Erweiterung eines elementweise bei der Invoiution fest bleibenden Unter- 
kérpers ® und o* o. Ist nun ¢ 1 in (23), so ersetzen wir 2 durch 0 
und gelangen zu dem anderen Falle ¢ = 1, auf den wir uns also weiterhin 
beschrinken kénnen, wenn die gegebene Involution von zweiter Art ist. Es 


sei 0? < 0 fiir genau q reelle Konjugierte von ®, und diesen mégen Ay, . . ., A, 
zugeordnet sein. Die Differenz t — q ist eine gerade Zahl 2w = 0. Bei geeig- 
neter Anordnung von 4,,;,..., 4; gilt dann 

(26) X=C-!XzX'C, C=C 


mit einem konstanten umkehrbaren Element C von A, wenn 
die Permutation 


ae + 





xX; X, (k <q), X;, X psu Xpewr Ae (Qk q+ w) 


bedeutet. Ersetzt man X durch BX B-! mit konstantem umkehrbaren B 
in A, so geht C iiber in B’C B. Hieraus folgt, daB man noch C, fiir k > q 
als Einheitsmatrix und fiir k <q als Diagonalmatrix mit den Diagonal- 
elementen + 1 wahlen kann. Insbesondere ist dann C = C-!= C’ = C. 

4. Es sei A™ die Algebra der m-reihigen Matrizen &” =A = (W,,) mit 
Elementen %,, (k, 1 = 1,...,m) in A. Bei der Erweiterung von P zu P mége 
A™ in A™ iibergehen. Durch & + %* = (Uf,) wird dann eine Involution 
in A™ und A erklirt. Es sei jetzt S = (G,,) ein ,,symmetrisches‘‘ Element 
von A™, also © = G*. AuBerdem sei S umkehrbar. Die ,,orthogonale“ 


y x 


Gruppe 2 von © wird durch alle Lésungen 8 = (¥; 7) von 


(27) BAaSyV 


G 


in A) definiert. Vermége (23) geht (27) iiber in 


(28 R %V= G=LS (LS,,), B (Bix); 
und es gilt dabei 
G=SL=elSr= ch. 
Wir betrachten nun eine kompakte Untergruppe K von 2. Dann gibt es 
ein Element $ in A™, so daB $ = ¥’ > 0 und VB PB = § fiir alle VB aus K 
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gilt. Zunichst sei die gegebene Involution X + %* von zweiter Art. Nach (23) 
und (26) ist dann 
CL =L’C = (CYY’, 
und (28) geht iiber in 
(29) BV’EV=F = CG=CLS=F’. 


Insbesondere ist also 


Vie u“ Ay VB, KE Ay +w (q < k : q T w) ’ 
so daB man bereits 
BP. =F. Be Fe (q << k) 


vorschreiben kann. Fiir k < q ist ferner Bi}, By = F; = He und folglich B, 

oe! i _ = 
mit }, ‘SS, vertauschbar. Man wihle ® in A™ mit 
(30) Ris. Re=— De, ReERR, = T (k <q), 
wobei D, eine Diagonalmatrix mit den Diagonalelementen + 1 und ZT, eine 

- . , 1 . 
positive Diagonalmatrix bedeuten. Dann ist R, %, 8, vertauschbar mit 
o~l a le 3 ef . 
De TZ, und mit (D_, T,)* = TFT; und mit TF, selbst, also B, vertauschbar mit 
vi, Re B,, und aus VB’ $V = $F folgt auch Bz (MR, Ri)? By = (Ry MRz)~1, so daB 
die Wahl §&, (Ri, Ri)-! zulassig ist. Hieraus folgt nun aber 
k lk £ £ 

~ la, a. ‘oor ~~ _— l\, »—1 y , 

wi DO ay: (My vk) Ry We (Dy Ry ) D; KR, (R, Ry) 1 DOF (k ¢ q) ” 
Also kann man fiir % die Bedingung 


(31) FPF -B, B-B>0 
vorschreiben. 


Ist umgekehrt in A eine Lésung $% von (31) gegeben, so ist nach (30) 
T2=C€=T,, Be=— (RR, MNF. Re =D (k <q), 

und nach (31) kann man noch 
B= (RR), RFR = E <b) 

vorschreiben. Dann folgt aber 


K=(RN’)-?, R'FR=D. 
Ist auch 
R= (Ry Ro)-', RoFR, =D 
mit einer anderen Lésung §, von (31), so wird R,R-! = B nach (29) ein Ele- 
ment von J und Bf, ¥ = §¥. 
Damit haben wir gezeigt, daB fiir jede feste Lésung % = $f, von (31) durch 
die Forderung &’ %, B = B, eine maximale kompakte Untergruppe K, von 2 
definiert wird und daB alle maximalen kompakten Untergruppen in 2 konju- 
giert sind. Da fiir jedes feste Element 8 von 2 die Rechtsklasse Ky 8 durch 
die Angabe von § = B' $, B = ¥, [VB] eindeutig festgelegt ist, so laBt sich 
der Raum dieser Rechtsklassen mit dem Raum P der Lésungen $ von (31) 
identifizieren. Die Abbildungen % + ¥ [B] mit ,,orthogonalen“ ¥ fiihren P in 
sich iiber und sind darin transitiv; d. h. P ist ein Wirkungsraum der ,,ortho- 
gonalen‘‘ Gruppe. Jede diskrete Untergruppe von 2 ist auf P diskontinuier 
lich. Eine invariante Metrik auf P wird durch die Spur von (®~' d $)? festgelegt. 
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In entsprechender Weise laGt sich der Fall behandeln, daB die gegebene 
Involution + X* von erster Art ist. An die Stelle von (31) tritt dann 


(32) GPG =8, P=K'>0. 


Diese Bedingung ist aber nach (26), (29), (31) auch fiir die Involutionen zweiter 
Art erfiillt und definiert daher den Raum P in beiden Fallen. 
Wir nennen © total definit, wenn die Gleichung 


z 
r*SGr s « (:" | 
m 


In 


in A nur die triviale Lésung x, = 0,.. ., x,, = 0 besitzt. Es ist leicht einzu- 
sehen, daB dann P nur aus einem Punkt besteht. Im anderen Falle hat P 
positive Dimension. 

5. Nunmehr sei eine Ordnung O in A‘ gegeben und © in A™) gelegen. 
Es sei Y die unimodulare Gruppe in O, bestehend aus allen Elementen& von O, 
fiir die auch Y%-* zu O gehGrt. Ferner sei E, der Durchschnitt von Y und 2, 
die Einheitengruppe von © in O. 

In der regularen Darstellung von A und J mége dem Element £ die Matrix é 
mit p = h s* Reihen entsprechen. Fiir eine geeignet gewaihlte konstante um- 
kehrbare reelle Matrix y zerfallt dann y £ y~! in Kastchen Xj, . . ., X,, und 
zwar tritt das Kastchen X fiir A = P, Q, J’ genau s, s, 3/2 mal auf. Das Element 
X = (&,,) von A oder A wird jetzt durch = (E,,) dargestellt. Zur Verein- 
fachung setzen wir in diesem Paragraphen 


wry) 
v¥r> 


> 
ws 
oe 


eka-ial . 1 
Ys 7 S> (y ky) 
und verfahren analog fir A™ und A™. 

Fiir festes natiirliches v sei 7’ der Raum der positiven reellen T = T = LY’. 
Mittels der Jacosischen Transformation hat man eindeutig die Zerlegung 


‘ 
= [x] 2 % (7% T » dy; %\" 
k=1 i>k 


mit positiven Zahlen q, und reellen d,,;, wobei 2z,,..., 2, reelle Variable 
. . oe de ee . v(v+1) 
bedeuten. Es sei a > 0 und 7’, das Gebiet in 7’, welches durch die——=— — | 
Ungleichungen 
Ue <4 41> a<djj<a (Isk<l<v) 


definiert wird. Speziell sei v = mg p= mghs* und T = $, wobei $ in A™ 
gelegen ist. Nach der Reduktionstheorie [11] gibt es endlich viele feste umkehr- 
bare Elemente ¥,, ..., N, in der gegebenen Ordnung O und eine nur von O 
abhangige positive Zahl a mit folgenden drei Eigenschaften. Fir mindestens 
ein % in Y und ein N = N; (K = 1, . . ., f) liegt die Matrix O = ¥ [W MN] in T,. 
Ist f irgendeine reelle umkehrbare Matrix mit p Reihen und 0 = (x,;) mit 
Elementen x,, (k,1=1,...,mg) aus A, so liegt O [8] = (f’ x, 8) in T,, 
wo 6 nur von O und den Schranken der Elemente von f und f~* abhangt. 
Bedeutet $ die Matrix der Permutation k+mg—k+1 (k=1,...,mg), 
so liegt auch O-1 [8 3] in 7,4. 
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Um weiterhin die beiden Falle der Involutionen zusammenzufassen, setze 
man noch C = 1 und $ = & fir Involutionen erster Art. Ferner erklire man 
in diesem Falle die Matrix S durch 


S, = 1 (k = hy), S, ( 
fiir A Z und durch 


01 


l 0) (& > hy) 


. 0] 
8,=(_) 0) (k <h,), 


. Ou 01 s - y ~ 
S; = aa und uw (\ 0) (h,< ksh, +h), Sp=1 (kK >A, +h) 
fir A — W, so daB S’ = S-1 und X = S-! X’ S wird. Bei Involutionen zweiter 
Art bedeute dagegen S die Matrix der Permutation X + X, so daB also in 
diesem Falle S = S’ = S-! und X = S X S wird. Nach (31) und (32) ist dann 
stets F B-' F’ = S’$ S, und mit den Abkiirzungen BN = GB, B'SFB=H 
wird daher 
O-* [H] = Q. 

Fir beliebiges M in A™ ist andererseits SC 2M* = M’ SCY, so daB mit 


2 B* =A die Beziehung SC y G=B SCY y erfillt ist. Wegen } = CLS 
folgt daraus 
B’ SF y SCyUG, Dy SCy%SSB. 
Setzt man noch 
98EB=8, O(8Cy=B, Oly]=B, 
so gilt also 


(33) F, (R] = F,. 


Da y und SC y fest sind, so liegen $8, und , beide in 7',, wobei b nur von O 
abhingt. Ferner ist 


(34) ASB = L(WMN)* S (BW MN), 


und folglich hat die Matrix & rationale Elemente. Da % unimodular ist, so 
ist die Determinante | ¥% + 1 und es gibt eine nur von O und % abhingige 
natiirliche Zahl c, so daB c W* und c W*-! in O liegen. AuBerdem sind FY, S, 
2 fest und §% in einer festen endlichen Menge gelegen. Hieraus folgt nun, daB 
die Determinante von 8 und der Hauptnenner der Elemente von & beschrankt 
sind. Nach einem Satze der Reduktionstheorie [12] ergibt dann (33), da8B fiir & 
nur endlich viele Méglichkeiten bestehen, unabhingig von der Lage des 
Punktes § auf P, und dasselbe folgt hiernach aus (34) fir die GréBe W* S B. 
Sind Bf S B,=6,(1=1,...,d) ihre simtlichen Werte, so folgt aus 
W*S W=S,, dah W Wr = U der Einheitengruppe E, angehért, und um- 
gekehrt. 

Bezeichnet man noch die df Produkte YW, N, wieder mit MR = M,, Ns, . . ., 
so haben wir das folgende Resultat gewonnen. Zu jedem Punkte % des Wir- 
kungsraumes P der orthogonalen Gruppe von © gibt es eine Einheit 11 von © 
in O und eines der endlich vielen fest gewaihlten Elemente 2 aus O, so daB die 
Matrix § [U MN] in 7, gelegen ist. Damit ist auf P ein Gebiet abgegrenzt, in 
welchem ein Fundamentalbereich F, der Einheitengruppe gelegen ist, als 
Verallgemeinerung des bekannten Resultates aus der Reduktionstheorie der 
indefiniten quadratischen Formen im Kérper der rationalen Zahlen. Die 


25* 
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Untersuchung der Endlichkeit des Volumens von F, bietet jetzt keine grund- 
sitzlichen Schwierigkeiten mehr. 

Ubrigens erhalt man beiliufig, daB die Anzahl der Klassen ,,symmetrischer* 
S in O mit gegebener Determinante |G| + 0 endlich ist. 

6. Es sei eine natiirliche Zahl. Wir betrachten Matrizen %"”) mit m Zei- 
len und n Spalten, deren Elemente in A liegen. Es sei M ein Modul solcher B, 
also eine additive ABELsche Gruppe mit einer Basis von m nr Gliedern. Der 
zu M komplementire Modul M wird erklart durch die Gesamtheit derjenigen 
Matrizen 1°", fiir welche die reduzierte Spur von ¥ U* bei allen W aus M 
stets ganz rational ist. Es seien OM und O™ die Ordnungen der links- 
seitigen und rechtsseitigen Endomorphismen von M, bestehend aus allen Ele- 
menten € von A™ bzw. A™, fiir welche € W bzw. WC bei jedem W aus M 
stets wieder in M liegt. Die bisherige Ordnung O sei weiterhin O. 

In O™ wird jetzt die Modulgruppe definiert durch die Gesamtheit der 
Matrizen 

a i 

N=(— 5 
2 
mit A, 8, €,D in O, die der Bedingung 

Mm*SM=T=(_ 5) 
mit dem Einheitselement € von O geniigen. Analog erklirt man die sym- 
plektische Gruppe in A™, indem man fiir %, 8, €, D Elemente aus A zulaBt. 
Als Verailgemeinerung der komplexen oberen Halbebene ergibt sich [13] der 
folgendermaBen definierte Wirkungsraum H der symplektischen Gruppe. 
Es sei von nun an abweichend von der bisherigen Bezeichnung ¥ = % eine 
variable Matrix in A™, die der Symmetriebedingung ¥%* = X unterliegt, 
und ¥) = 9 eine-variable positive Matrix in A™, also 2)’ = 2) >0. Mit dem im 
vorigen Paragraphen erklirten S setzen wir noch SC 2= A, so daB wegen 
& = e L die Beziechung 
A=eV’SCH=eSi' 

gilt. Dabei ist S* die Einheitsmatrix, auBer im Falle A = Y bei einer Involu- 
tion erster Art, wo dann — S; fiir k <h, + h, die Einheitsmatrix wird. Wir erwei- 
tern jetzt das Zentrum durch Hinzunahme der Diagonalmatrix j = + Y — « S?; 
insbesondere ist also 7 = Y—1 bei Involutionen zweiter Art. Ferner sei zur 
Abkiirzung 7 = j A. An die Stelle der komplexen Variabeln z der Funktionen- 
theorie tritt jetzt 8 = X¥ + Y) yn, und A ist das durch die Bedingungen ¥ = X*, 
Y) = 2) > 0 definierte Gebiet. Dieses geht durch alle symplektischen gebroche- 
nen linearen Substitutionen 3 + (43 + B) (© 8 + D)~' in sich iiber, und es 
laBt sich darin ein Fundamentalbereich fiir die Modulgruppe abgrenzen, der 
als naturgemaiBe Verallgemeinerung des klassischen Falles anzusehen ist. 
Fir die Reduktionstheorie hat man dabei im allgemeinen auBer den Modul- 
substitutionen selbst auch noch Substitutionen mit 


(35) M*TM= kD 

fir endlich viele natiirliche k und &,8, €,D in O” heranzuziehen, wie dies 
ja bereits fiir die H1Lnertsche Modulgruppe bekannt ist. Mit dem in [13] 
gewonnenen Resultat laBt sich dann insbesondere zeigen, daB jeder Punkt 
von H durch eine geeignete solche Substitution in einen Punkt 8 iibergefiihrt 
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werden kann, fiir welchen die Eigenwerte von 9) eine feste positive untere 
Schranke haben. Dies ist von wesentlicher Bedeutung fiir die Theorie der 
Thetafunktionen. 

7. Auf die Thetafunktionen wird man nun durch das Darstellungsproblem 
in der Theorie der quadratischen Formen gefiihrt. Es seien 8{"” und T™ 
gegebene Matrizen mit Elementen in A und &* = fT. Es sei BW eine Variable 
in dem gegebenen Modul M, und man betrachte die diophantische Gleichung 

BVBe*SV=T, B= B+. 
Zu ihrer Untersuchung bildet man dann die Funktion 
f (3, B) = Y exieVSVx+iV psy) 
B 
wo % iiber M lauft und das Zeichen o die reduzierte Spur bedeutet. 

Ist & eine Einheit von © in O, fiir welche zugleich G B, — B, in M liegt, 
so durchlauft G (% + By) — By mit W alle Elemente von M und folglich ist 
dann f (8, 8) = f (8, G’ $ G). Diese Einheiten bilden in der vollen Einheiten- 
gruppe E, eine Untergruppe E mit endlichem Index. Daher ist es sinnvoll, 
den Mittelwert »(8) von /(3,%) in einem Fundamentalbereich F dieser 
Untergruppe auf P zu bilden. 

Andererseits hat man das Verhalten von f (8, 8) bei den durch (35) erklar- 
ten gebrochenen Substitutionen 8 + (43 + 8) (© 8 + D)-! zu untersuchen. 
Ist insbesondere € umkehrbar, so gilt die Zerlegung 


(36) (AZ +B) (CZ+D)'*=AC-'? — &£E*-1(8 + C'D)' C 
mit ,,symmetrischen &%€-! und €-'D. Es kommt somit in der Hauptsache 
darauf an, das Verhalten von f (8,9) bei der Inversion 8 + — 8~! zu unter- 
suchen. 
Driickt man M durch eine Basis aus, so wird die Spur von Bf BY 
i W* S W X eine quadratische Form in m nr ganzen rationalen Variabeln 
V,, Vg, ...- Wir wollen ihre Determinante und die inverse quadratische Form 
bestimmen. Die m n r Elemente w,, wg, . . . der verschiedenen Kastchen von & 
sind homogene lineare Funktionen von 2,, v2, ..., und es sei d der absolute 
Betrag des Quadrates ihrer Determinante, der Diskriminante von M. Es ist 
nun 
ASKA(AS/ =F, BWt=1' DB’ A, 
o (W*S BX) = 0 (WAS Bs") 
Sieht man dann w,, Ww, ... als neue Verianderliche in der zu untersuchenden 
quadratischen Form an, so ist ihre Matrix gerade die Summe der beiden 
direkten Produkte $ x ¥) und (—i AG) x (¥ A~"), und diese ist andererseits 


(37) | (B—inS)x M+ Xy)+>5B8+inS xQ—Xr. 
Es gilt aber 
+ (BF iS) (B-! F 1S-1 9-1) =O, 
+ (BF inS) P+ 1S) = C Fin SP, 
und daher wird die reziproke Matrix 


5 B3+ iS) xX M+ Fq V1 +5 


; (P-?-t1S$-'n') x Y-—Xy')'. 
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Setzt man noch — 3-1 = X, + 9), 7, so ist also die inverse quadratische Form 
gerade die Spur von — B’$-' By Y), 7 — iB’ S-' n-? By X,. Hierin sind nun 
fiir w,, w., . . . solche linearen Formen der ganzzahligen 1, v2, . . . einzutragen, 
daB %’* = il den komplementiaren Modul M durchlauft. Dann wird aber 
W’ = u*=2-' WA, B= AUA', und man hat die Spur von 


WAP AUY, —iU*S UX, =(S 7 Uy) P(S WY, —1(S*Uj*S(S' U) X, 


zu bilden. Daher treten jetzt 6~' M und — §~! an die Stelle von M und 3. 

SchlieBlich gewinnt man leicht aus (37) die gesuchte Determinante, indem 
man jedes der Paare $, 7S und 9), X 7~* auf Hauptachsen transformiert. 
Um das Resultat in einfacher Weise auszudriicken, fiihre man noch die Algebra 
B = A (A) ein, die aus A durch Adjunktion von A = SC mit den Rechen- 
regeln 2? = ¢ 2’2 und AY* = A’ A fiirA in A entsteht, und erkliare entsprechend 
B™ und B®. Es sei u die Anzahl der archimedischen Bewertungen von B, 
nimlich w= t bei Involutionen erster Art und u = t — w bei Involutionen 
zweiter Art. Die zu diesen u einzelnen Bewertungen eines Elementes $8 von 
B™ oder B™ gehérigen Normen mégen durch N; (8) (k= 1,..., u) be- 
zeichnet werden, so daB also die reduzierte Norm von $ gleich dem Produkt 
der N,(%) wird. Der absolute Betrag der reduzierten Norm werde noch mit 
N (B) bezeichnet. Ferner seien p,;, qg, die zu den archimedischen Bewertungen 
gehérigen Signaturen von AG. Da (AG), auch alternierend sein kann, so ist 
noch die Festsetzung zu treffen, daB die Signatur einer umkehrbaren alter- 


~ 


nierenden reellen Matrix mit 2 » Reihen gleich v, y ist. Endlich definiere man 





3 = ¥ —Yn. Dann ergibt sich fiir die Determinante der quadratischen Form 
der Wert 


D(3) = d N"9*(G) IT Nf* (j-13) N& (— 7-38). 
k=1 


Auf diese Art bekommt man die Formel 


j 


D* (— 3-2) f (— 3-1, B) = J exie PW SBX+ iW PBY + 2BeSBy, 
B 

wo WW den Modul G~! M durchlauft. Mit ihrer Hilfe gewinnt man weiter die 
Transformationsformel fiir die allgemeine Substitution 8 — (43 +%8)(€3+D)-, 
indem man im Falle eines umkehrbaren € von der Zerlegung (36) Gebrauch 
macht. Ist aber € ein Nullteiler, so kann man entweder die in [14] fiir den 
Spezialfall r= 1 dargelegte Umformung vornehmen oder die Substitution 
aus zweien mit umkehrbarem € zusammensetzen. 

8. Durch unsere fritheren Resultate wird nun nahegelegt, daB fiir den 
Mittelwert g (3) eine E1sensternsche Partialbruchentwicklung besteht, wenn 
S nicht total definit ist. Es bedeute d v das invariante Volumenelement auf P, 
und es sei V das Volumen des Fundamentalbereiches F der Einheitenunter- 
gruppe E. Es mégen die Paare &,8 von Elementen aus A” ein volles System 
mit folgenden drei Eigenschaften durchlaufen: Die Matrix (A, 8) hat maxima- 
len Rang; fiir jedes Paar gilt {B* = B A* ; fiir je zwei verschiedene Paare %,,B, 
und Y,,B, gilt U,BF+B, AF. Wir behaupten dann die Giltigkeit der Formel 

u Pk %% 
V-(f(Z,P)dv= Ve(A,B) WN, 2 (AZ+B)N, * (AZ+B) 
P 4B k=1 


fir m>2n bei 








e . ae . . 
Involutionen zweiter Art, m > 2x4 = bei Involutionen 
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9 
= ae ° . 
erster Art und auch noch fiir m=2n bezw. m= 2n+ , sofern in diesem 


Falle das Integral konvergiert; dabei lassen sich die Koeffizienten c¢ (Wf, 8) 
durch verallgemeinerte Gausssche Summen ausdriicken. 

Der Beweis dieser Formel mége einem daran interessierten Leser als 
Ubungsaufgabe iiberlassen bleiben. 
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Druckfehlerverzeicbais zu Teil I. 


S. 19, Z. 12 v. u.: Das Zeichen f fehlt. 

S. 21, Z. 15 und Z. 14 v. u.: Vertausche 8 und M. 
S. 28, Z. 10: Ersetze das zweite Zeichen > durch < 
S. 29, Z. 14: Nenner 2 fehlt. 

8S. 31, Z. 9 v. u.: Ersetze (19) durch (29). 

S. 35, Z. 4: Ersetze d w durch d v. 

8. 36, Z. 3: Ersetze = durch ~. 

S. 45, Z. 12: Index b fehlt. 

8. 49, Z. 11 v. u.: Ersetze 0 durch oo. 

S. 50, Z. 16: ,,vorschreiben“ statt ,,vorschieben“. 
S. 52, Z. 18: Ersetze das letzte Zeichen = durch =. 


(Eingegangen am 15. Dezember 1951.) 
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Eine Flache 2. Ordnung, F’, durch neun Punkte gelegt. 
Von 


H..NEUMANN in Miinchen. 
Mit 4 Textabbildungen. 


Einfiihrung. 


Im 3. Band seiner ,,Geometrie der Lage“ schreibt Tu. Reve im Jahre 1892: 

,,Das beriihmte Problem, durch neun gegebene Punkte eine Flache 2. Ord- 
nung zu legen, wird in erschépfender Weise gelést durch eine vollstandig 
durchgefiihrte Konstruktion des 10. Punktes der Flache, welcher mit einem 
der neun Punkte auf einer gegebenen Geraden liegt. Ich besitze solche Kon- 
struktionen, doch sind dieselben zu verwickelt, um mich zu befriedigen; den 
Vergleich mit der Pascatschen Konstruktion eines Kegelschnittes aus fiinf 
seiner Punkte halten sie nicht entfernt aus.“ 

Herr Geheimrat D6OHLEMANN zeigte mir (wahrscheinlich im Jahre 1899) 
eine Doktordissertation, in der 12 solche Konstruktionen — vermutlich die 
bemerkenswertesten von denen, die seit 80 Jahren erschienen waren 
zusammengestellt wurden. Sie erforderten jeweils 45 bis 90 Ebenen. 

Ich habe eine Verringerung dieser Zahl durch Verwendung der polaren 
Eigenschaften der Konfiguration erreicht und erhielt damit auBer anderen 
eine Konstruktion mit 27, eine mit 26, mit 25 und schlieBlich mit 23 Ebenen. 

Die nachfolgende Konstruktion braucht 21 Ebenen und 2 Gerade. (Die 
beiden Geraden liegen in gegebenen Ebenen und kénnen deshalb auch als 
Ebenen gezahlt werden.) 


Analysis. 
I. 


1. Wenn eine Flache 2. Klasse ®? zerfallt, erhalt man eine Kurve 2. Klasse y?, 
aus y*? ein Punktpaar PP’ und daraus einen (Doppel-)Punkt. 

Die neun gegebenen Punkte sind mit 1, 2,...,9 bezeichnet; wo sie als 
Flachen gebraucht werden, mit (1)*, (2)?, . . ., (9)?. Zwei der Punkte bestimmen 
eine Flachenschar oder ein System 1. Stufe — (1)? + A (2)? = 0 —, die neun 
Punkte ein Flichensystem 8. Stufe. 

Neun Punkte 1, 2,...,9 legen eine Flaiche 2. Grades, F?, fest. Gesucht 
wird ein zehnter Punkt 0 der Flache auf einer gegebenen Geraden durch 9. 

Da Punkt 0 auf F? liegen soll, gehért er dem System 8. Stufe an, und es ist: 


(1)? + A (2)? + w (3)? +---+ x (0 =0. 


2. Die 10 Punkte sollen das Tetraeder 1 23 4 und das Sechseck 56...0 
bilden. 
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Fiir alle Flichen des Systems 3. Stufe (1)? + A (2)? + mw (3)? + » (4)? =0 
ist das Tetraeder 1 234 ein Poltetraeder und fiir das System 5. Stufe das 
Sechseck 56...0 ein Polsechseck, d.h. zwei Gegenebenen — wie 567 und 
890 — sind konjugiert in bezug auf jede Flache des Systems’). 

Die vier Ecken des Tetraeders sind voneinander unabhingig, ebenso die 
sechs Ecken des Sechsecks. Sie miissen, da sie zusammen ein System 8. Stufe 
ergeben, eine Fliche — die ¥Y? heiBen soll — gemeinsam haben. 

. . 
Viess = V's6...0- 

4 90 , ” . : : 

3. Pol Pis34 bedeute den Pol einer Ebene 890 in bezug auf irgendeine 
Fliche des Systems 3. Stufe. 

890 . rer . . 9 Mes 

DaB Pio34 in der Gegenebene 567 liegt, wird nur von oo? Flichen des 
Systems 3. Stufe einer Scharschar — erfillt. Die Pole jeder weiteren 
Ebene — 790 z. B. — beziiglich der Scharschar beschreiben eine neue Ebene, «. 

x ist ein Ort des Pols von 790 beziiglich Y”?. 

y . . . . 790 

Um drei Punkte von « zu erhalten, werden im folgenden drei Pole Pj 234 
der Ebene 790 in bezug auf drei linear unabhingige Flichen der Scharschar 
verwendet. 

II. 
Die erste dieser drei Flichen wird der Schar (1)? + 4 (2)? = 0 entnommen. 


Der Pol von 790 in bezug auf diese Fliche heiBt X’. Die zweite Fliche wird 
ebenso der Schar (1)?+ »(4)?=0 ent- 


nommen, der Pol von 790 heiBt Z’. “| 
Die dritte Flache wird der Scharschar ie 
(1)? + A (2)? + w (3)? = 0 entnommen. 

Der Pol von 790 heiBt M’. Ke | 


Der Pol irgendeiner Ebene in bezug 
auf eine Flache der Schar (1)? + 4 (2)?=0 
liegt immer auf der Geraden 12. Die 
konjugierten Punktepaare auf dieser 
Geraden bilden eine Involution. 





Fiir diejenige Flaiche der Schar 4 
(1)? + 4 (2)?=0, fiir wélche P*9® — A’ 
ist, sei P79°°— X’, Zu ihr sind 1 und 
2, A und A’, X und X’ konjugiert. Den ,, 
fehlenden Punkt X’ der Involution gibt 
das vollstandige Viereck Y NM B (Fig. 1). 
Dabei sind die Punkte 
12 x 790= X; 13 x 790= Y; 
12 x 890 = A; 13 x 890 = B; 
12 x 567 A’; 13 x 567 B’; 


790 x 890 x123=M; 2MxYA’=N 
alle bekannt, also ist 
X’= 12 x BN 


konstruierbar. 


') Reve, Tu.: Geometrie der Lage. Abteilung I (4. Aufl.), 8S. 261 und Abteilung II 
(3.Aufl.), S. 281. 
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Eine Flaiche der Scharschar (1)? + A (2)? + 4 (3)?=0 ist eine Kurve 


2. Klasse in der Ebene 123. Das Dreieck 123 ist ein Polardreieck dieser 
Kurve. Der Pol irgendeiner Ebene in bezug auf 


/ 


7 eine Flache der Scharschar wird erhalten, indem 

rs man die Ebene zuerst mit der Ebene 1 23 schneidet 

Ya und dann in der Ebene 123 den Pol der Schnitt- 
af geraden in bezug auf die Kurve 2. Klasse bildet. 


. 
ye Nun sei 
| 567 x 790 x123=D. 


gnats — 4" ; 
¥ yond) 7 | Dadurch, daB man M als Pol von 567 nimmt, ist 
: eine Flache der Scharschar (1)? + 4 (2)? + u (3)? =0 


— 


bestimmt. Der Pol von 790 beziiglich dieser Fliche 





4 sei M’. Nach Definition der Scharschar muB M’ 
\ |  jedenfalls in der Ebene 567, also auf der Geraden 
\ | A’B’ = 567 x 123 liegen (Fig. 2). 
es N, DM M_’ ist damit Poldreieck der dritten Fliche. 


Die sechs Ecken zweier Poldreiecke einer 
Kurve 2. Klasse — DMM’ und 123 — liegen 
selbst auf einem Kegelschnitt. M’ wird deshalb durch das Pascal-Sechseck 
DM213M’ erhalten. 
Pascal-Gerade YN A’. 


KK 4 
AK \ 
Af—- % 
4 ~ 





XF 


Fig. 3. 


r 
Da die Punkte A’, B’, 3 und N bekannt sind, ist M’ als Schnittpunkt 
von A’B’ und 3N auch bekannt. 


Auf dieselbe Weise, wie in Ebene 123 die Punkte X’ und M’, werden in 
134 die Punkte Z’ und P’ erhalten (Fig. 3). 


Nunmehr hat man geniigend viele Bestimmungsstiicke von «, namlich 
X’ Z’ M’ P’. Also ist « bekannt. 


a x 568 = g ist ein Ort des Pols P’®°, 
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In « liegen die Geraden X’Y’ = BNQ x 124 und M’P’ = 3NQ x 567. 
Sie schneiden die Ebene 568 in S und R. Die Punkte R und S bestimmen g: 


RS = @g. 


« selbst ist deshalb fiir die Konstruktion entbehrlich. 


IIT. 
Die Tetraederflichen 124 und 134 bilden mit den Sechseckflichen 790 
und 789 das Tetraeder A, B, C, D, (Fig. 4). 
,,Verbindet man die Ecken eines Tetraeders mit den Polen der Gegen- 





seiten beziiglich einer Flache 2. Grades, so erhailt man 4 Erzeugende eines 
Hyperboloids. (Tu. Reyeg, IT, 8S. 275.) 

Die Flache 2. Grades ist hier ¥’?. Der Pol von 1 24 ist 3, der Pol von 134 
ist 2. Der Pol von 790 liegt auf g. 

Vom Hyperboloid sind bekannt: 

1. Erzeugende C,2; 2. Erzeugende D,3; Punkt A,; Punkt B,. Die Tan- 
gentialebene B, g enthilt eine Erzeugende 2. Art. Diese mu8 durch die Punkte 
Big x C,2 = EF, und Byg x D,3 = F, gehen. 

Die Ebene A,EZ,F, enthilt also die durch A, gehende Erzeugende 1. Art 
und ist damit ein Ort von P7®°, 

Zwei weitere Orter von P7®® beziiglich YY? bekommt man auf die gleiche 
Weise, wenn man dem Tetraeder 1 234 einmal die Ebenen 1 23 und 124, ein 
andermal 123 und 134 entnimmt. 

Die Schnittpunkte Z, und E,, die durch C,2 und C,2 gefunden wurden, 
werden auch durch die eine Ebene 2 C,C, ausgeschnitten; F, und £, durch 
3 D,C, (an Stelle von D,3 und C,3), F,; und F, durch 4 D,D, (an Stelle von 
D,4 und D,4). 


Konstruktion. 


Es seien neun Punkte 123...9 in allgemeiner Lage gegeben, sowie eine 
Gerade 90 durch den Punkt 9. 

Man bilde daraus das Tetraeder 1234 und das Sechseck 567890. Der 
Punkt 0 ist zwar unbekannt, die Ebenen 790 und 890 aber sind bekannt, 
da man die Gerade 90 kennt. 
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12x 790 = X 13 x 790 = Y 14 x 790=Z 
12 x 890 = A 13 x 890= B 14 x 890=C 
12 x 567 = A’ 13 x 567 = B’ 14 x 567 = C’ 
94 l 

Y 








790 x 890 x 123 M 790 x 890 x 134 Pp 

2MxYA‘’C’=N 4P x FAa'C’ Q 

BNQ x 124 x 568 S 3 NQ x 567 x 568 R 
RS g 

14 x 790 = A, 12 x 790 = A, 13 x 790 = A, 

14 x 789 = B, 12 x 789 B, 13 x 789 = B, 

79 x 124=C, 79 x 123 =C, 79 x 123=C, 

79 x 134= D, 79 x 124=D, 79 x 134=D, 
B,gxC,2=E, BygxC,3=E, Bog xC,2=E, 
B,g x D,3=F, BygxD,4=F, Bog xD,4=F, 

A, E, F, 1, H,F, £,7,=-= PrP 
> 6 P7s9 960 
90 x 560 0 
Zusammenstellung 
der 23 Ebenen, die zu 0 fiihren: 

123 124 134 567 790 890 YA’ C’ 
789 290 490 BNQ 3NQ 568 
B,RS B,RS BRS 20,C, 3D, C; 4D, D, 
1, H£,F, 1, E,F, 1,£,F, 

560 








Beweis der Ausfiihrbarkeit der Konstruktion. 


lg=ax567; 567x14=(C’; a2xl4=2’. 

C’ und Z’ fallen im allgemeinen nicht zusammen; g schneidet also 1 4 nicht. 
Auch B, und B, liegen nicht auf g. g schneidet keine Kante des Tetraeders. 

2. A, EH, F,, A; EH; PF; und A, E, F, liegen zu den Kanten 14, 12, 13 
des Tetraeders in einer Art cyclischer Anordnung, die nur zwei Fille zulaBt: 
entweder fallen sie zusammen, — und zwar in die Ebene A, A, A, = 790 - 
oder sie schneiden sich in einem Punkt P7**, der im allgemeinen (laut Pol- 
sechseck) in der Gegenebene 560 liegen muB8 und nicht auBerdem noch in 
790 sein kann. 

P78* liegt aus demselben Grund auch nicht auf 5 6. 


(Eingegangen am 14. September 1951.) 
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Die Struktur der elliptischen Funktionenkérper und die 
Klassenkoérper der imaginaren quadratischen Zahlkérper. 


Von 
Max Devrine in Gottingen. 


Einleitung. 

Die Klassenk6rper eines gegebenen imaginéren quadratischen Zahlkérpers Y 
lassen sich erzeugen, indem zu 2 die Werte der Modulfunktion j (w) fiir Argu- 
mente w aus 2 — singuldre Moduln — und die Teilwerte einer passenden ellip- 
tischen Funktion f (u, 1) mit einem Periodenmodul tv aus 2, das sind die 
Werte / (o, tv) fiir Argumente 9 aus 2, zu 2 adjungiert werden [6]'). Dieser 
Hauptsatz der komplexen Multiplikation kann, wie in der Abhandlung [5] 
gezeigt wurde, rein algebraisch aus der Struktur der elliptischen Funktionen- 
kérper, als algebraische Funktionenkérper vom Geschlechte 1 angeseien, 
hergeleitet werden. Dort wurde die Klassenkérpertheorie méglichst weit- 
gehend benutzt. In der vorliegenden Arbeit sollen die Eigenschaften der 
K6rper der singuliren Moduln und der Teilwerte aus der Struktur der ellip- 
tischen Funktionenkérper abgeleitet werden, ohne die allgemeine Klassen- 
kérpertheorie zu verwenden?). 

Fiir die Kérper der singuliren Moduln wird das in § 1 durchgefihrt. Zwar 
lieBen sich auch die Kérper der Teilwerte ahnlich behandeln, zu einem ein- 
facheren und aufschluBreicheren Zugang zu deren Theorie gelangen wir aber, 
indem wir den Begriff des verallgemeinerten Meromorphismus eines elliptischen 
Funktionenkérpers K einfiihren. Ein verallgemeinerter Meromorphismus von K 
ist eine isomorphe Abbildung ® von K in sich (K6rperendomorphismus), bei 
dem der Konstantenkérper k auf sich abgebildet wird; @ ist also eine Fort- 
setzung eines Automorphismus @ von k auf ganz K. Nehmen wir jetzt an, dab 
der Multiplikatorenring R von K komplex sei. Da die Invariante j* von K® 
zu der Invariante j von K iiber dem Primk6érper konjugiert ist, so folgt leicht, 
daB es ein Ideal a von R mit K® = K@ gibt (vgl. [1]), weswegen wir a= R®O 
setzen. Die Idealklasse f(g) von R@ in R ist allein durch den Automorphis- 
mus » von k gegeben, von dem @ eine Fortsetzung ist. Ferner kann unter 
geeigneten Annahmen iiber K jeder Automorphismus g von & zu einem Mero- 
morphismus ® von K erginzt werden. 

Wir gehen von einem imaginaren quadratischen Zahlkérper 2 aus, dessen 
Hauptordnung RA sei. j sei eine Klasseninvariante von R und K ein ellip- 
tischer Kérper der Charakteristik 0 mit dem Multiplikatorenring R und dem 
Konstantenkérper 2 = 2(j). Dann ist »>f£(q) ein Isomorphismus der 
Galoisgruppe von {2/X in die Klassengruppe von A. p sei ein Primideal von 
und » ein Frobeniusautomorphismus von p fiir 2/2. Mit Hilfe der Reduktion 
von K nach Primfaktoren P von p in 2 zu einem Kérper A der Primzahl- 


\ 


charakteristik p ({1]) wird gezeigt, daB f(g) die Klasse von p ist. Das liuft 
1) Die Nummern in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis am 
SchluB. 
*) Vgl. die Gesichtspunkte in [6]. 
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darauf hinaus, daB in K die Abbildung 7+ 2 ein verallgemeinerter Mero- 
morphismus /7 mit R*/7 = R* p ist, unter R* den Multiplikatorenring von K 
verstanden. Damit ist das Artinsche Reziprozitiatsgesetz fir 2/2 bewiesen 
und zugleich gezeigt, daB die Galoisgrup pe von 2/2 auf die volle Klassengruppe 
von A isomorph abgebildet wird. Einschrankende Voraussetzungen iiber p 
werden nicht gemacht. 

Dies wird gleich fiir beliebige Ordnungen R von 2 durchgefihrt, f (¢) ist 
dann eine Klasse von R, die in der R umfassenden Ordnung R,, deren Fihrer 
der von p freie Bestandteil des Fiihrers von R ist, in die Klasse von p (als 
Primideal von R,, d. h. genauer von p/\R,) fallt. Die Tragheitsgruppe von p 
wird wenigstens nach oben abgeschiatzt: Sie besteht aus Automorphismen ¢ 
von {2/2 fiir die £(@) in die Hauptklasse von R, fallt. Die genaue Bestimmung 
der Tragheitsgruppe scheitert daran, daB die Reduktionstheorie von K nach 
Primdivisoren des Konstantenkorpers ([{2]) eine sehr unvollkommene Gestalt 
hat. Sie miiBte aus einer Theorie der ganzzahligen algebraischen Funktionen 
entspringen, die der Theorie der algebraischen Funktionen von zwei Veran- 
derlichen analog wire. 

Die Korper der Teilwerte kénnen ebenfalls mit Hilfe der verallgemeinerten 
Meromorphismen untersucht werden. 

Wir schlieBen & algebraisch ab zu k*, K* = Kk*. Wird ein Primdivisor 
ersten Grades 0 von K ausgezeichnet, so entsprechen sich die Klassen nullten 
Grades C,, und die Primdivisoren (ersten Grades) ) von A umkehrbar eindeutig 


. , D . ° - ° o,° . 
dadurch, daB C, die Klasse von ? ist. Die ( » bilden als — additiv geschrie- 
0 


bene — Gruppe einen R-Modul. m sei ein Ideal von R. p heiBt m-ter Teilwert 
von 0, wenn m C, = 0 ist, echter m-ter Teilwert, wenn m der Annullator von C, 
ist. Die m-ten Teilwerte von o bilden einen Teilmodul der Ordnung N m. 
Wenn die m-ten Teilwerte von 0 schon in K vorhanden sind, so erzeugt ein 
verallgemeinerter Meromorphismus ® von K einen R-Automorphismus des 
Teilmoduls der m-ten Teilwerte. Dieser kann andererseits durch ein modulo m 
eindeutig bestimmtes « aus R als Multiplikator erzeugt werden, wir schreiben 
dann 
® = « mod. m. 


Bedeutet K, den Invariantenkérper der Einheitengruppe von R in K und ist 
22,, der Restklassenkérper von K, modulo einem festen echten m-ten Teilwert p, 
so erweist sich Q,, als normal iiber Y und jeder Automorphismus g von 22,,/2 
kann zu einem Meromorphismus ® von K Q,, erginzt werden, fiir den 


® =1mod.m 


gilt. ® bestimmt wieder ein Ideal R® von R, und durch ¢ ist die Strahl- 
klasse f(g) modulo m von R®@ eindeutig bestimmt. Wieder erweist sich 
gy ~f(q) leicht als eine isomorphe Abbildung der Galoisgruppe von 2,,/2 in 
die Strahlklassengruppe mod. m von R. Die Reduktion von K 2,, nach einem 
Primideal P von Q,, ergibt dann die Tatsache. daB ein Frobeniusautomorphis- 
mus von P gerade die Strahlklasse des durch P teilbaren Primideals p von 2 


bestimmt; der oben erwaihnte Meromorphismus // von AK hat namlich, wie 
unmittelbar zu sehen ist, die Eigenschaft 


/T = 1 mod. m. 
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Damit sind dann wieder Isomorphiesatz und Artinsches Reziprozitatsgesetz 
fiir 2,,/£ bewiesen. Die Trigheitsgruppe von P wird nach oben abgeschatzt, 
indem gezeigt wird, daB jedem ihrer Elemente eine Strahlklasse modulo m 
entspricht, die in die Hauptklasse modulo m, fallt, unter m, den von p freien 
Bestandteil von m verstanden. Daraus folgt dann, daB in 22,, héchstens die 
in m aufgehenden Primideale von 2 verzweigt sein kénnen. 

Auch die Teilungstheorie wird gleich fiir beliebige Ordnungen R und 
beliebige Moduln m in R durchgefiihrt. 


§ 1. Die Klassenkérper der singuliren Moduln. 


1. 2 sei ein imaginirer quadratischer Zahlkérper, R eine Ordnung von 2, 
h (R) die Klassenzahl von R. Es gibt A(R) singulire Invarianten der Charak- 
teristik 0, zu denen elliptische Kérper mit dem Multiplikatorenring R gehéren. 
Wir ordnen sie einzeln den Idealklassen von R zu, indem wir, unter K irgend 
einen elliptischen K6rper der Charakteristik 0 mit dem Multiplikatorenring R 
verstehend, fiir eine Klasse f von R mit j (f) die Invariante eines Teilkérpers K# 
bezeichnen, wo a ein Ideal der Klasse f ist. 

Diese Zuordnung kénnen wir auf die Klassen jeder R umfassenden Ord- 
nung R, ausdehnen: f, sei eine Klasse von Ry. Es gibt Ideale ¢ von R mit 
den genauen Ordnungen R,, die der vorgegebenen Klasse f, angehéren; wir 
setzen dann 


j (f,) = Invariante von K°. 


2. Ein ganzes Differential du von K vermittelt durch 


(1) (du)# udu 


eine isomorphe Abbildung » > «’ von R in den Konstantenkérper von K, 
die sich eindeutig auf 2 ausdehnen lat. Wir schreiben kurz « statt «’, iden- 
tifizieren also jeden Multiplikator mit seinem Bild in K, es gilt dann 


(du)* = udu. 


Es gibt einen Kérper K mit dem Multiplikatorenring R und dem Konstanten- 
kérper 22 = 2'(j), wenn j = 7 (f°) die Invariante einer Klasse f° von R ist. 
Daraus folgt: 

x (j (€°)) = Qe enthilt alle j (f). 
Wir zeigen weiter: 

Jede zu einem j(t) konjugierte algebraische Zahl] j* ist ein j (f) 
mithin : 

Qr = & (j(f)) ist ein galoisscher Zahlkérper. 

Beweis: P sei der Kérper der rationalen Zahlen. Es gibt einen elliptischen 
Kérper K mit der Invarianten j (f) = 7 und dem Konstantenkérper P (j), der 
also durch eine Gleichung f (x, y;7) = 0 mit rationalen Koeffizienten definiert 
werden kann, K = P (j) (x, y). Der durch f (x*, y*; j*) = 0 definierte Kérper 
K* = P (j*) (x*, y*) ist durch j+j*, r+ 2*, y+y* mit K isomorph, K und 
K* haben daher nach algebraischem Abschlu8 des Konstantenkérpers den 
gleichen Multiplikatorenring, woraus die Behauptung folgt. 

Wir bemerken noch: Die Invarianten j (f,) aller R umfassenden Ordnun- 
gen R, liegen in Qp, d. h. Qe © Qp. 

3. p sei ein Primideal von Qz und pr= p/\R das zugeordnete Primideal 
der Ordnurg R. Dann gilt fiir jede Klasse §f von R die Kongruenz 


26* 
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(2) j (t pr) =) (€)*? mod. P, 


wo P irgend einen Primfaktor von p in Qpg bezeichnet. Fiir die nicht in der 
Diskriminante von Q,/Z aufgehenden p kénnen wir hier auch p selbst als 
Modul nehmen. 

p wird als eigentliches Ideal von R vorausgesetzt, d. h. als eines, dessen 
Ordnung R ist. Wir bemerken noch, da8 fiir eigentliche Ideale ag immer 
Na = Nag gilt. Die Norm Nag ist die Restklassenzahl von R modulo ag. 

Beweis von (2). Wir wollen P auf K ausdehnen und dann K modulo P 
reduzieren. Es gibt, da j eine ganze algebraische Zahl ist, eine endliche alge- 
braische Erweiterung 2, von Qp, so daB sich ein Primfaktor P, von P in 2, 
so auf K, = K Q,/Q, ausdehnen laéBt, daB K, modulo P, in einen elliptischen 
Funktionenkérper K, iiber Q, iibergeht — Querstriche bezeichnen Restklassen 
modulo P, ({1] § 4, 3). 

du = zdzx sei ein ganzes Differential von K,, das modulo P, in ein von 0 
verschiedenes ganzes Differential du = zdx von K, iibergeht. Die Operato- 
ren « sind mit der Restklassenbildung modulo P, vertauschbar ({1] § 4, 2). 

(Tuy = Way = edu, 
du vermittelt also durch (du) u du die Abbildung der yu auf ihre Rest- 
klassen modulo p. 
Es sei a ein ganzes Ideal der Klasse f. Die Teilkérper K* und K??® von K, 





gehen modulo P, in Kf und Kf" iiber. Wir wollen zeigen, daB 


(3) KePR — (Ks)? 
ist. Jedenfalls ist 


K*: K??®|— Np, 


daher geniigt es zu zeigen, daB KT iiber Kf?" rein inseparabel ist. Nun ist 





: 7 , 
jedenfalls Kf iiber K7?* inseparabel, weil pg aus « = 0 und solchen pu + 0 


besteht, fiir die K7/K{" inseparabel ist. Wenn p den Grad 1 hat, also N p= p 
ist, sind wir damit fertig. Wenn p den Grad 2 hat, muB K, ({1] § 2,10) not- 





; : - -a a 2 i ; 
wendigerweise supersingular und daher Kf iiber K,*?* rein inseparabel sein. 
Aus (3) folgt unmittelbar 





j(tpr)=j()”, 

das ist aber die Kongruenz (2). 

4. Die Invarianten j (f) zur Ordnung AR sind tiber 2 konjugierte Zahlen; 
der Grad [Qz: 2] ist daher gleich der Klassenzahl h (R) von R. 

Der Beweis kann mittels (2) leicht gefiihrt werden. 

Pr sei ein eigentliches Primideal von R, das zu allen Differenzen j (f) — j (f'), 
f+ f', verschiedener Invarianten zu R teilerfremd ist, P ein Primteiler von p 
in 22. p geht dann nicht in der Diskriminante von Qp/Z auf. op sei die Fro- 
beniussubstitution von P iiber 2, also der durch 


a’P a® P mod. P 
fiir alle ganzen a aus Qp gekennzeichnete Automorphismus von Qp/2. Fir 
a = j (€) folgt nach (2) 
7 (€ pr) =) (f)°? mod. P. 
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Da aber j (f)’? als zu j (f) konjugierte Zah! selbst eine Klasseninvariante j (f') 
zu R ist, so muB sogar 
(4) j (t pr) = 5 (f)"? 
sein fiir alle Klassen £ von R. 

Nun seien irgend zwei Klassen f, und f, gegeben. Um j (f,) und j (f,) als 
iiber 2 konjugiert zu erkennen, nehmen wir ein ganzes, zu allen Differenzen 
j (ft) —7 (t), E+, teilerfremdes Ideal a= p, ... p, der Klasse f, §-!; (4) ergibt 


(5) j (t.) = 7 (f,)°" "°° °?, 
das ist die Behauptung. 

Wir kénnen (5) noch anders schreiben: Setzen wir f, f-'! =f 
Gp, ... Op, = 6p, 80 wird aus (5) 
(6) j(f)* =7 (6 
fiir alle Klassen f. Durch 

f + o (f) 

wird die Klassengruppe von R isomorph auf die Galoisgruppe von Qp/2 


abgebildet, denn aus (6) folgt 


f (t,t =j5 (¢, HF =7 (0%) =F (t,)** 
also 
Of Of Ort 
Die Idealgruppe von 2, zu der {2g Klassenk6rper ist, kann leicht bestimmt 
werden. Fiir ein ganzes Ideal a, das zu // (j (f) — j (f')) teilerfremd ist und 


0 
. : ae ; Qr 
dessen ag der Klasse f von A angehort, ist offenbar o das Artinsymbol { ). 
. a 


Die zu // (j — 7’) und zum Fithrer gg von R primen Ideale a der gesuchten 
Idealgruppe sind also diejenigen, deren zugeordnete ag in R Hauptideale sind, 
es sind also die Ideale a = (x) mit einem « = rationaler Zahl mod. gz. Zu der 
Gruppe Hp dieser Ideale ist 22 Klassenkérper, und der Isomorphismus a (f) -> f 
ist das Artinsche Reziprozititsgesetz fiir Qp/2 

Fiir die volle Ubersicht iiber Qpg fehlt noch die Kenntnis der Diskriminante 
von Qp/X und der Beweis des Reziprozitatsgesetzes fiir die bisher noch nicht 


erfaBten Ideale von », soweit sie zur Diskriminante teilerfremd sind. 


§ 2. Das Verhalten des Multiplikationsringes bei Reduktion nach einem 
Primdivisor des Konstantenkérpers. 


Das Folgende ist eine Erginzung zu [1], § 4 

1. K sei ein elliptischer Funktionenkérper mit dem Konstantenkorper k. 
Der Multiplikatorenring R von K sei komplex. K werde modulo einem Prim- 
divisor P von k zu einem elliptischen Kérper A mit dem Konstantenkérper k 
reduziert, und R* sei der Multiplikatorenring von A; R ist in R* enthalten. 

Wir behaupten : Wenn K und K di gle iche Charakteristik haben, so ist 
R* R. 

Beweis. Die durch den R-Modul der Teilwerte gelieferten Darstellungen 
S, (u) (vgl. [1], § 2,5—8) von R und damit der Quotientenalgebra von R 
iibertragen sich von K auf K. Da R* ebenso wie R in der beiden gemeinsamen 
Quotientenalgebra als der Teilring aller « mit ganzen S, (1) ausgezeichnet ist 
so ist R* R. 
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Wenn K die Charakteristik 0, K dagegen die Charakteristik p + 0 hat, 
so iibertragen sich die Darstellungen S, («),q + p, fir R von K auf K, wahrend 
an Stelle der Darstellung zweiten Grades S, (u) eine p-adische Darstellung 
ersten Grades tritt. 

R ist die Menge aller ~ aus 2 mit ganzen S, (mu) fiir alle Primzahlen q. 
Fir R* gibt es zwei Méglichkeiten. Entweder ist X auch der Quotientenkérper 
von R*, dann ist R* die Menge aller 4, aus 2 mit ganzen S, (,) fiir alle Prim- 
zahlen gq + p, die auBerdem p-ganz sind. Kennzeichnen wir R und R* durch 
ihre Fiihrer fz und fre, so entsteht f+ aus fp durch Weglassen der in fp enthaltenen 
Potenz von p; wir schreiben R* = R,. Oder & ist ein maximaler kommutativer 
Teilkirper der nichtkommutativen Quotientenalgebra Q...» von R*. Dann ist 
R* die Menge aller p-ganzen , aus Q~,» mit ganzen S, (,) fiir alle Prim- 
zahlen q + p. R* ist also eine Maximalordnung von Q.., », deren Durchschnitt 
mit X' die Ordnung R, von & ist, deren Fiihrer aus fp durch Weglassen der in fp 
enthaltenen Potenz von p entsteht, 


- 
R*\2=R,. 
2. a sei ein Ideal von R. Dann ist 
KR ac Ka. 


Denn K¥* ist die Vereinigung aller K“**, wo u* ¢ R*, a¢ a. K“** ist in K* = R=, 
also in K# enthalten. Fiir eigentliche Ideale a gilt sogar 
Ke. Ke. 
Offenbar ist fiir diese Gleichung die Normgleichung 
N (R* a)=Na 
notwendig und hinreichend. Wir miissen also zeigen, daB die Normgleichung 
fiir eigentliche Ideale a gilt. 

Ist a= Ra Hauptideal, so wird auch R* a = R*a, und beide Ideale 
haben die Norm N «. Wenn a kein Hauptideal ist, so ist doch fiir jede Prim- 
zahl qg die q-adische Komponente a, von a Hauptideal, weil a eigentlich ist. 
Folglich gilt 

N (Rj a,) N(a,) fiir alle q, 
woraus 
N (R* a) =/1 N (Rj a,)=11Na,=Na 


q q 
folgt. 


Sei jetzt R kommutativ. Fiir eigentliche Ideale a gilt dann 
R*an\ l= (R*N2)a. 

Fir kommutatives R* ist das klar, weil dann R* a‘ 2 = R* a und 
R* -\ J = R* ist. Fir nichtkommutatives R* ist es auch klar, wenn a = R « 
Hauptideal ist. Fiir andere a beweisen wir es wie oben mittels der g-adischen 
Komponenten. 

§ 3. Teilwerte. 

1. 2 sei ein endlicher algebraischer Zahlkérper, R ein Ring mit dem 
Quotientenkérper 2. 2 kann als R-Modul aufgefaBt werden. In ihm ist R ein 
Teilmodul, den Restklassenmodul von Z nach R bezeichnen wir mit 2g. 
Die Elemente von Xp, Restklassen % von Zahlen « aus J nach R, nennen wir 
die Teilwerte von & fiir R. 
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Fiir ein ganzes Ideal m + 0 von R bilden die Lésungen % von 
ma= 0 
in Dz einen Teilmodul 7,, von Xz. Seine Elemente heiBen die m-ten Teilwerte 
von 2. Die Zahlen « mit m% = 0 bilden gerade den Modulquotienten AR: m, 
d. h. es ist 7, = (R: m) — R. 
Umgekehrt, wenn S ein Teilmodul von Zz ist, fiir den es ein wy + 0 aus R 
mit 4, S = 0 gibt, so bilden die uw aus R mit 
uws=0 
ein ganzes Ideal m+ 0 von R. m heibe die Ordnung von S. Insbesondere 
heiBt ein einzelner Teilwert % + 0 von der Ordnung m, wenn der Modul S=%R 
die Ordnung m hat, m ist also die Gesamtheit aller Lésungen u von 
wa=Qd0. 
Die Teilwerte der Ordnung m heiBen echte m-te Teilwerte von Z. 

2. Die Struktur des Moduls 7,, der m-ten Teilwerte ist dann leicht zu iiber- 
sehen, wenn m ein Ideal mit der genauen Ordnung R ist. Dann gibt es ein 
eigentliches ganzes, zu m teilerfremdes Ideal x von R, so daB 

m:-x=ER 
ein Hauptideal ist. Da m und x teilerfremd sind, 


m+x=R, 
so ist 


folglich ist 
R-—m=(m+x)—-m=x-—mnxr=x—m-x=—x—ER, 
andererseits ist 
Tm=R: m—R=&~-'x—-R=x—ER, 
also 
Tm=R m. 

Der Modul der m-ten Teilwerte ist isomorph mit dem Restklassenmodul von R 
mod. m. 

Die Anzahl der m-ten Teilwerte ist also gleich dem Index [R: m], den wir 
als Norm N m von m bezeichnen. 

Den eigentlichen m-ten Teilwerten entsprechen die primen Restklassen 
von R mod. m, ihre Anzahl bezeichnen wir mit @D (mm). 

3. Fir uneigentliche Ideale m von R ist die Struktur von T,, uniibersichtlich. 

Zunachst braucht die Anzahl der m-ten Teilwerte nicht gleich [R: m] zu 
sein, wie folgendes Beispiel zeigt: 

2’ sei der von j 2 erzeugte Kérper, R = [1, m y 2,m } 4] die Ordnung mit 
der Basis 1, m y 2, m | 4, m sei dabei eine ungerade ganze Zahl > 1. Fiir das 
Ideal m = [m, m V2, m V4 | ist 


[R:m] =m. 


eae 
2, V 4], also 
(R:m):R m?, 


d 3 
Andererseits ist R: m= ([l, | 


Fiir das Ideal m, = [m?, m V2, m V4], [R : m,] = m’, ist ebenfalls 


R: m,= (1,2, V4), 
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alle m,-ten Teilwerte sind also schon m-te Teilwerte, es gibt keine eigentlichen 
m,-ten Teilwerte. 

In dem fiir uns wichtigen Fall eines quadratischen Kérpers X ist jedenfalls 
stets die Anzahl der m-ten Teilwerte gleich [R : m). 

Beweis. Um den Modulquotienten RA: m zu bestimmen, bedenken wir, 
daB in einem quadratischen Kérper das Produkt des Moduls m mit seinem 
Inversen m-' gleich der Ordnung Ry von m ist, die R umfaBt: 


mm ' = R, - 
Nun ist der Fithrer f von R nach Ry, das ist das gréBte Ideal von Ro, das in R 
liegt, gleich R,[R,:R)], der Modulquotient f:m ist also m—' [R,: R). 
Andererseits ist f: m gleich dem gesuchten Modulquotienten R: m, denn 


m-(R : m) ist ein ganzes Ideal von Ry, das in R, also in f liegt. Wir haben 
daher 


R: m= m~'([R,: R}. 
Da m eigentliches Ideal von R, ist, wird 


[m-!:R])= [R,: m), 
und folglich 
(R:m):R m~'(R,:R):R m~'![R,:R]: Ry| [Ro : BR) 
[m-1[(R,:R): (Ry: R) Ro) 
[Ro : [Ro : RB) Ro) 
[m—![R,: R): |Ro: R) Ro) [m—1!: Ro] [Re : m) 
[R,: R) [R,: R) [Ry: R] 


4. Die damit bewiesene Gleichung 





[Ry : R) 





[R : m). 


[Tm : 0] = [R: m] 


bedeutet aber keineswegs, da8 7,, mit R—m isomorph sein miisse. Das zeigt 
das folgende Beispiel: X sei der von ) — 2 erzeugte Kérper, R die Ordnung 


1,2 /—2\,-m das Ideal '8,4/— 2, von R, [R: m] = 16. T, wird erzeugt 


von der Restklasse “ Ordnung 2, und der Restklasse } Y— 2, Ordnung 8. 
Die drei Ideale 





t, = |8, 2 /— 2], [R: #,]=8, 
tf, = |8,4+2)Y—2), (R:#,] = 8, 
t=|4,4y—2],  [R:4]=8, 


sind echte Teiler von m. 


T;, wird erzeugt von der Restklasse } / — 2, Ordnung 8, 
1 
5 


T;, wird erzeugt von der Restklasse 4 + } j — 2, Ordnung 8, 


T;, wird erzeugt von den Restklassen }, Ordnung 2 und } y—3, Ordnung 4. 
Tm ist die Vereinigungsmenge der drei Tt,, jeder m-te Teilwert ist daher schon 
ein ¢,-ter, ein ¢,-ter oder ein ¢,-ter Teilwert. 

Wenn, wie stets fiir quadratisches 2, [T,, : 0] = [R: m] ist, so ist T,, dann 
und nur dann mit R — m isomorph, wenn es echte m-te Teilwerte gibt. DaB aus 
der Isomorphie von T mit R — m die Existenz von ® (m) echten Teilwerten 











“uy 
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folgt, ist klar, sie entsprechen den ® (m) primen Resten von R mod. m. Wenn 
umgekehrt % ein echter m-ter Teilwert ist, so hat R& gerade [R: m] Ele- 
mente, da ja %=0 genau dann ist, wenn §=0 (mod. m) gilt. Daher ist 
Tm = R%&% und Ty, ~ R — m durch die Zuordnung § &% + € mod. m. 

5.. Fiir irgend ein Ideal x von R bilden die Teilwerte mit zu x teilerfremden 
Ordnungen einen Teilmodul von Lp. 

Beweis. Es sei ma=0, m+x=R, 

n B 0, n+x=R. 


> 


Dann ist (m/f\n) (a B) 0, aber 
mon+x R wegen 
R=(m+x)(n+x)=—m-n+m-x+n-x4+ x? 
mnat+xCmyp\at+xcCRrR. 
Ferner, wenn ma=0, m+x=R, MER: 


mua 0. 


6. K sei ein singularer elliptischer Funktionenkérper der Charakteristik p 
(= 0 oder + 0) mit algebraisch abgeschlossenem Konstantenkérper. Aus dem 
vollen Multiplikatorenring R* von K wollen wir in der folgenden Weise einen 
kommutativen Teilring R, Ordnung in einem imaginirquadratischen Kérper 2, 
herausgreifen : 

Wenn p = 0 ist, so sei R = R*. Ebenso soll R = R* sein, wenn p + 0 ist 
und p in & in zwei verschiedene Primideale zerfallt. Der Fiihrer von R ist dann 
nicht durch p teilbar, das Primideal, das bei der durch das ganze Differential 
vermittelten Darstellung von R auf 0 abgebildet wird, heiBe p* = pr, pr sei 
sein konjugiertes. p = pr: R, und p’ = pr: Ry, seien die zugehérigen Prim- 
ideale der Hauptordnung R, von . 

Wenn p+0 und R* Maximalordnung in der bei o und p verzweigten 
Quaternionenalgebra Q..., ist, so sei 2 irgend ein quadratischer Teilkérper 
von QQ.» und R= 27 R*. Auch in diesem Falle ist der Fuhrer von R nicht 
durch p teilbar. p ist in R* das Quadrat eines Primideals p*, dessen Durch- 
schnitt mit A ist ein Primideal pg von R. Wir setzen wieder pr- Ry = p, es 
ist dann p= p oder = p*, p zerfallt also in X nicht in zwei verschiedene Prim- 
ideale. 

7. Wir zeichnen jetzt einen beliebigen Primdivisor (ersten Grades) 9 von K 
aus. Die Divisorenklassen nullten Grades von K kénnen dann in der Form 
C’ = [p] geschrieben werden, wo p den eindeutig bestimmten Primdivisor der 
Klasse Co bedeutet. Die Klassen nullten Grades bilden einen Modul mit R 
als Operatorenring, indem yu [p] durch 


“w [p] = \(Nxpxe )* 


erklart wird. Die Klassen endlicher Ordnung bilden einen Teilmodul € davon. 
Wir schranken jetzt den Operatorenring auf R ein und behaupten den Satz: 
€ ist mit dem Modul Xp der Teilwerte von & fiir R isomorph, deren Ordnungen 
ZU Pr teilerfremd sind. Es kann also jedem Elemente % von Lp eine Klasse 
endlicher Ordnung [pz] so zugeordnet werden, daB folgendes gilt 
l. [pz] durchliuft ganz ©, 
2. [pz] + [ps] = [pa+al, 
3. # [ps] = [p, =]. 








402 Max Devrine: 


Beweis. Wir benutzen die Darstellung von € durch Restklassen von 
ganzen Zahlen mod. | ({1] § 2, 3). 

€, sei der Modul der Klassen [p], deren Ordnungen Potenzen der Primzahl q¢ 
sind, € ist die direkte Summe der €,, jedes p aus € hat also eine eindeutige 
Darstellung 


[yp] = 2 [p,], [p,]€ &,, 
q 


in der nur endlich viele [p,] + 0 sind. 
Wenn q + p ist, so wird jedem Element [p,] von ©, ein Paar von Rest- 
klassen rationaler Zahlen mod. 1 zugeordnet. 


r [po] = ("1 72) mod. 1, 


die Nenner von 7, und r, sind Potenzen von q. 
Wenn q = p ist und pin & voll zerfallt (also R = R* ist), so wird [p,] eine 
einzige rationale Restklasse mit p-tem Potenznenner zugeordnet, 


r [p,]) r mod. l. 


Wenn q = p ist und p in J nicht voll zerfallt, so ist stets [p,] = 0. 
Durch die Zuordnung 


[p,] > r ([P¢]) 


ist €, isomorph mit der Gruppe aller Restklassenpaare (aller Restklassen) 
mod. 1 mit g-Potenznennern. 
Durch 
r(u [p_]) = 7 ([p_]) S, (u) mod. 1 
fiir alle [p,] ist eine Darstellung 


um Sq (ua) 


von R durch ganze q-adische Matrizen S,() erklart. Die Darstellung ist 
» 


vom Grade 2, wenn ¢ + p, und vom Grade | fiir g = p und in & voll zerfallen- 
des p, fiir in 2 nicht voll zerfallendes p gibt es kein S,, (x). 

Die Darstellung S, («) kann fir q + p zunichst auf 2 und dann auf die 
q-adische Hille 2, von Y ausgedehnt werden, sie ist die regulire Darstellung 
von p 

Die auf 2 ausgedehnte Darstellung S, () fiir in 2 voll zerfallendes p ist 
die p’-adische Darstellung von Z. 

u aus 2 liegt genau dann in R, wenn alle S,(u) ganz sind und wenn im 
Falle p + 0 uw auBerdem p-ganz ist. 

Daraus folgt, daB die Darstellung « + S, (u) fiir q+ p durch eine passende 
Basis «, (q), @2 (q) der g-adischen Hille R, von R erzeugt wird: 

@, (qd) . @, (q) 
Ue @ u) Sq Ht) @ ‘ 
Wir erkliren nun die Zuordnung « — [pz] folgendermaBen: 
x sei eine Zahl aus a. Fiir q+ p sei — mit g-adischen Zahlen a,, a, 


aX = A, (J) wy (J) + Ge (G) We (9G); 


[p. ¢] sei durch 


r ([P2,q]) = (4 (G7), 42 (q)) mod. | 


gegeben. 
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Fiir gq = p und in 2 voll zerfallendes p sei [p,,,] durch 


r ([p..p]) a S, (x) mod. 1 
gegeben. 
Fiir q = p und in 2 nicht voll zerfallendes p sei natiirlich [p, ,] = 0. 
Da es eine ganze rationale Zahl N gibt, fiir die « N ganz ist, so sind nur die 
[p.,¢] mit g N méglicherweise + 0. Daher kann p, durch 


[p,] = z [p.,¢] 
erklart werden. q 
Aus dieser Definition folgt unmittelbar 


[p.] + [Pe] = [pe+p]- 
a + [p,] ist also eine homomorphe Abbildung des Moduls der « in ©. Es ist 
[p,] = 0 genau dann, wenn « = 0 ist: [p,] = 0 ist damit gleichbedeutend, daB 
fiir alle q + p die Zahlen a, (q), a, (q) ganz sind, « also in R, liegt, und wenn 
fiir g = p und in 2 voll zerfallendes p auBerdem S, (x) ganz, also « p’-adisch 
ganz ist. Da auBerdem « immer p-adisch ganz ist, so bedeuten diese Bedingun- 
gen zusammen einfach, daB « in R liegt. [p,] kann also mit [pz] bezeichnet 
werden, und 
a +> [pz] 
ist eine isomorphe Abbildung von LZ in €. 
DaB sie operatortreu ist, kann leicht nachgerechnet werden: Es geniigt, fiir 
jedes q 
r (u [~z.¢]) = 7 ([Pyz,¢]) mod. | 
zu zeigen. 
Im Falle g + p ist nun, wenn 
a = a, (gq) @, (J) + Gq (GZ) Me (9g) 
gilt, 
r (ue [pz,q]) = (a (9), 42 (q)) S, (wu) mod. 1; 
andererseits ist 
a, (6 
a u = (a, (q), a (g)) * ay) 
@,(q) 


(a, (q), 4: (g)) S, (u) [> iB 


(a, (q), 4 (q)) » (@) 


\@_ (qd) & 
also auch 
r ((pyz,q]) = (a (¢), 4 (q)) S, (uw) mod. 1. 
Fiir q = p ist 
r (u [pz,p]) = S, (a) S, (u) = S, (a w) = © ([Pyz,p))- 

DaB jedes Element von € unter den [pz] vorkommt, kénnen wir so be- 
weisen: um zu gegebenem [p] aus € ein zugehGriges « zu finden, bestimmen wir 
fiir jedes g + p zwei q-adische Zahlen a, (q), a, (q) mit 

(a, (q), 42 (g)) = 7 ([p,]) mod. 1. 
« aus « muB dann eine p-ganze Zahl sein, die den Kongruenzen 


a == a, (q) @, (q) + ae (gq) @e (Gq) mod. R, 


auBerdem fiir g = p und in & voll zerfallendes p der Kongruenz 


a =r([p,]) mod. Rp, 
geniigt. Da a, (q) @, (q) + a2 (gq) m2 (q) nur fiir endlich viele g nicht in R, liegt 
so gibt es immer ein solches «. 
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8. Aus der Regel 


uw (p] = |(Ngjxe p)~ ") 
folgt noch 


[pz] = « [pz] = (Nxyx« pz"), 
oder 


Paz = Najxe pz. 

9. Die Operatorisomorphie 2% =~ € gestattet es, die folgenden Begriffe 
einzufiihren: 

pz heiBt m-ter Teilwert von 0, wenn % m-ter Teilwert von = fiir R ist, d. h. 
wenn m [pz] = 0 ist. 

pz heiBt echter m-ter Teilwert von 0, wenn % echter m-ter Teilwert von Z 
fiir R ist, d.h. wenn m die Gesamtheit aller u¢ R mit u [pz] = 0 ist. 

Um die Anzahl der m-ten Teilwerte zu berechnen, schreiben wir m als 
Produkt einer Potenz von p und eines zu p teilerfremden Ideals my, 


t 
m= mp. 


Nun gilt allgemein fiir zwei teilerfremde Ideale m, und m. 
1 my 


Denn einerseits ist 


so wird 
m, My, (%, + &) = my mM, % + Mm, My % = 0; 


andererseits, ist 


und gilt 
m, m,%= VU, 
so wird 
My, ii, & © Mam, %= mm,a= 0, 
Mm, f,% © m, ma= 0, 
X= Mg K+ fy &, Mo KE Ty, fy HE Tye. 


Wir haben also 


Da alle m,-ten Teilwerte von 2 fiir R zu p prime Ordnungen haben, unter den 
p'-ten Teilwerten aber nur <= 0, so fallen die m,-ten Teilwerte von 0 mit den 
m-ten Teilwerten zusammen und ihre Anzahl ist N my. 
10. Die Teilwerte von o kénnen noch anders gekennzeichnet werden. 
Da aus 
m |p| 0 
auch 


R* m |p| = 0 
folgt und umgekehrt, so sind die m-ten Teilwerte » von o, 


R* m= m* 
gesetzt, die Lisungen von 
m* [p | 0. 
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m* ist ein Linksideal von R*. Die Galoisgruppe von K/K#" besteht aus allen 
Translationen t, »-, die 0 in m-te Teilwerte p; iiberfiihren ({1], § 2, 1). Daher 
’ a 
sind die m-ten Teilwerte pz von 0 einfach die Lésungen p von 
[N ) 0. 
LN xjxm* 
Wenn K die Charakteristik 0 hat, so ist natirlich m* = m. Wenn K die 
Charakteristik p + 0 hat, so ist m* Produkt einer Potenz von p* und eines 
zu p* primen Linksideals m* von R*, 
m* = p* mm, 
oder 
* + #8 
m m”* p* , 
wo p* das p* entsprechende Primideal der Rechtsordnung von m* oder m* 
bedeutet. 
Es wird 
Km* — (Km*)p** — (Km*)r’ . 
Infolgedessen sind die m-ten Teilwerte von 0 auch die Lésungen p von 
N Kikm* P 0, 
und da K/K*#"} separabel ist, so ist ihre Anzahl N m*. Es gilt daher die Gleichung 
Nm, = N m*. 
Falls m zu p teilerfremd ist, wird sogar 
Nm= Nm*. 
da ja dann m, = m und m* = m* ist. 

11. Wenn der Konstantenkérper k von K nicht algebraisch abgeschlossen 
ist, so sind nicht alle Teilwerte von o als Primdivisoren ersten Grades in K 
vorhanden. Die in K vorhandenen Teilwerte bilden fiir sich einen R-Modul, 
fiir den alles oben bewiesene richtig ist. 

K werde nach einem Primdivisor P von k zu einem elliptischen Kérper K 
reduziert. Der Multiplikatorenring von K sei R*, ferner sei R*\ 2 = R’ 
(vgl. § 2, 1). 

m sei ein Ideal von R, fiir das alle m-ten Teilwerte p> von 0 in K vorhanden 
sind. Diese pz gehen modulo P in Primdivisoren fz mit 

m [pz] = 0 
iiber ({1], § 4, 4). Wir wollen zeigen, daB es ein Ideal m, von R’ gibt, so dab 
die Dz genau die m,-ten Teilwerte von 0 sind. 

Wenn K und K die gleiche Charakteristik haben, so ist R’ = R und wir 
brauchen nur m, = m zu setzen. 

Wichtiger, aber verwickelter ist der Fall, daB K die Charakteristik 0, 
K aber eine Primzahlcharakteristik p hat. In diesem Falle ist R’ = R, (§ 2, 1). 
Um m, zu bestimmen, zeigen wir, daB der Teilkérper A™ von AK auch durch 
ein Ideal m* des Multiplikatorenringes R* von K erzeugt werden kann: 

km Km 
und da8 dieses Ideal m* seinerseits das Erweiterungsideal R* m, eines Ideals m, 
von R, ist; wir brauchen dann nur m, in eine Potenz des Primideals PR, 
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von R,, das bei der Reduktion modulo P in 0 iibergeht, und ein zu p primes 
Ideal m, zu zerlegen 


t 
m, = m, PR, , 

die m,-ten Teilwerte von 5 sind dann nach § 3, 10 die Lésungen von 
Naeem P| 0, 


das sind aber wegen K#"* = K™ gerade die P-Reste der m-ten Teilwerte von 0. 


Aus 
m |p) = 0 
folgt 
m(p|=0, 
und weiter 
R,m(p|=0. 


R, m zerlegen wir in eine Potenz von Pr, und ein zu Pr, t ilerfremdes Ideal m,: 


t 
Rp m= my, PR,: 
Nach §.3, 9 gilt sogar 
my [p) = 0. 


Wir kénnen aber auch schon m entsprechend zerlegen. Wenn der Fiihrer von R 
nicht durch p teilbar ist, also Rp = R gilt, ist einfach 


t 
m= Rp m= mo PR, - 


Im allgemeinen Falle ist m das Produkt eines zu p primen Ideals m, und eines 
Primirideals g, das in einer Potenz von p aufgeht 


m= m,- q. 
Es wird 


R, m= R, m,* R, q. 


Auch wenn &, = R ist, k6nnen wir m in einen zu p primen Faktor m, und ein 
Ideal gq zerlegen. g ist, wenn p in 2 nicht voll zerfallt, eine Potenz von pp, 
dagegen, wenn p in 2 voll zerfallt, ein Potenzprodukt von pag und pp. gq ist im 
zweiten Falle also nicht immer ein Primarideal. R, m, ist zu p prim. 

R, q ist dagegen ein Potenzprodukt der Primfaktoren von p in R,; folglich 
ist, wenn p in 2 nicht voll zerfiallt, 


m, = R, m, 


t 
Pr, = pq; 
aber 
it 
m, = R, m PR,» 
t —f 
Pr, = 8, 9° P R,; 
wenn p in Z voll zerfallt. 
Nun ist 


N (R, m,) = N (m,), 


weil das Ideal m, zum Fihrer von R nach R,, der ja eine Potenz von p ist, 
teilerfremd ist. 
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Ferner ist nach § 3, 10 
N (R, m,) = N (R* m,), 


und folglich, weil auf jeden Fall K®*™ in K™ enthalten ist, 


Km — Rem, 


Der Grad [K™ : K®] ist eine Potenz von p; den gleichen Wert hat der 
Grad [K™:K®]. Wenn p in & nicht voll zerfillt, so muB K™ iiber K™ rein 
inseparabel sein. Die P-ten Reste der m-ten Teilwerte von 0, das sind die 





Lésungen ) von 
gikm ?)=9, 
geniigen schon der Gleichung 

[N, x pb) = 0 
oder 


Nag m, P 0. 


Sie sind daher nach § 3, 9 nichts anderes als die R, m,-ten, d. h. die my-ten 


Teilwerte von 5. In diesem Falie setzen wir m, = my. 


Wenn p in & voll zerfillt, also R* = R, ist, so gilt wegen der Normgleichung 


Pp 
Nm, = N (R, m) 
Km — Kom. — (Ka)Rp™., 
K¢ muB notwendigerweise die Form 
— — u ,v 
K*% — K?R, ? Ry 
haben, es wird 


v 


—_ A , 
K™ R®p™ Pp Ry Pp R, . 


° . . . ,0 r . 
und die P-Reste der m-ten Teilwerte von 0 sind genau die R, m, p'z -ten Teil- 
Pp 1 p 


werte von 0. Wir setzen 


,0 
m, = R,m, p R,° 


Das Ideal m, von R, ist durch m, R und p eindeutig bestimmt, dabei bedeutet 
p das Primideal von 2, dessen Durchschnitt mit R,, p\R, PR, bei der 


Differentialdarstellung von K in 0 iibergeht. 
Wenn p in 2 nicht voll zerfallt, ist ja einfach 
m, = m = R, m,. 
Wenn p in 2 voll zerfallt, 
m, = R, m, PR,» 
ist noch der Wert des Exponenten v fraglich. 
Betrachten wir zuerst den wichtigsten Fall, daB R, 


wenn R die Hauptordnung von 2 ist. Dann ist, falls 


by 1Ve 
m= m, PR, PR,» 


—— = —_ Uy Ve 
Km — Km — Km rg rr, 


R ist, was stets gilt, 


also v = Up, es ist daher einfach m, der von Pr, freie Bestandteil von m, ebenso 


wie fiir in X nicht voll zerfallendes p. 
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Wenn R, + R ist und p in 2 voll zerfallt, so ist m, nicht so einfach auszu- 
driicken. Es muB genauer festgestellt werden, mit welchen wu, v 


u v 
K¢@ KR, PR, 


gilt. Offenbar ist w der Inseparabilitatsgrad von K/K¢. Wir stellen zuniichst 


die Frage, welche Teilkérper von K modulo P in solche Teilkérper von K 
iibergehen, iiber denen K rein inseparabel ist. 

Nach [1] §4, 4 gibt es héchstens einen Teilkérper K, von K, fiir den K iiber 
K, rein inseparabel vom Grade p” ist. Wir wollen zeigen, daB es auch zu jedem 
y ein K, mit dieser Eigenschaft gibt, und wollen alle K, genau angeben. 1, « sei 
eine Basis von R,, also 1, pw eine Basis von R, falls der Fiihrer von R die 
Potenz p* von p enthilt. Die Moduln mit den Basen 


R p? o 





sind Primirideale zu p von R, wir setzen 


[p?, p? w) Go; oO os S a 2 


Die Ordnung R, von q, hat die Basis 1, p*—¢ w, wie leicht nachzurechnen ist, 
die R, sind voneinander verschieden und es ist Ry = R, R, = Ry. q, hat die 
Norm p*. Der Multiplikatorenring von K® ist R, = R 


4a 
a | 
gi = a = [p’, p’ @) 
9141 = [p*, p* t+! ow] 


q2,= [p’, P*w)= p’R 

sind durch gq, teilbare Ideale von R; gi, hat die Ordnung [1, p? w] = Rj_,. 
Wir wollen annehmen, da8 in K% alle p’-ten Teilwerte von N,,,¢, 0 als Prim- 
divisoren ersten Grades vorhanden sind, was jedenfalls nach einer passenden 
Erweiterung k’ des Konstantenkérpers k der Fall ist; wir brauchen dann nur 
zu K’ = Kk’ iiberzugehen und nach einem Primfaktor P’ von P in k’ zu redu- 
zieren. Unter dieser Annahme ist K® iiber allen elliptischen Teilkérpern Ko, 
fiir die [K% : Ky] in p* aufgeht, abelsch, insbesondere iiber den Teilkérpern 
Kt +e; e=0,1,2,...,4. 

Wir behaupten, daB K% iiber K*2? zyklisch ist. Wire K™ nicht zyklisch, 

. . a . . . ee rq oe 
so lige zwischen beiden Kérpern der einzige Teilkérper von K"*, iber dem 
" ‘ ree ¥ . ' . 08 

K™ yom Typus (p, p) ist, namlich K%". Dann miiBte aber go,=[p', pw] 


durch g, p = [p'**, p’** w] teilbar sein, was nicht der Fall ist. 





A Fas 
K% ist auch iiber K*”®, zyklisch; die Galoisgruppen von K® iiber K% ?? 

A 
und iiber K**”", miissen den Durchschnitt 1 haben, sonst ware mindestens 
K@i+1— K%PR, was nicht geht, weil g,,, die Ordnung Rj+1, % PR, aber 
die Ordnung R, = R, hat. 
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- A 
Da nun K% iiber K*?"> rein inseparabel wird, so muB (vgl. [1] §4, 4) 
K® iiber K%24 separabel sein. Weil K%24— K* >’ ist, so hat K tiber K® 24 den 
Inseparabilitatsgrad p*. Folglich muB K iiber K% rein inseparabel sein. 
Wir setzen nun 








v—A, 4 1 9 
qd 9 PR, > v At , AT Becevse 


Dann ist offenbar K iiber K%; » = 0, 1, 2,...; rein inseparabel vom Grade p’, 
und wir kénnen weiter sagen: Fiir irgend ein zu pgehériges Primdrideal q von R ist 


, 


u v 
kK? KR, PR, . 


wenn q durch q,,, aber nicht durch q,., teilbar ist. v ist aus p*+*=Nq@q zu 
bestimmen. 

Die Ideale g, sind fiir A = 0 einfach die Potenzen von pa, deren Rolle sie 
im allgemeinen Falle vertreten. 

Wir fassen zusammen: 

Bei der Reduktion von K nach einem in dem Primideale p von X aufgehenden 
Primdivisor P von k gehen die m-ten Teilwerte von 0 — die als Primdivisoren 
ersten Grades von K vorausgesetzt seien — iiber in stimtliche m,-ten Teilwerte 
von 0. Dabei ist m, ein durch m, R und p eindeutig bestimmtes Ideal von R 
m soll das m fiir p zugeordnete Ideal von R, heifen. 

Die Angabe von R ist zur Erklirung von m, nicht iiberfliissig, denn im 
allgemeinen ist m in mehreren Ordnungen Ideal. 


p* 


§ 4. Verallgemeinerte Meromorphismen. 


1. K sei ein elliptischer Funktionenkérper. Sein Konstantenkoérper sei k, 
seine Invariante j, sein Multiplikatorenring R. K habe einen Primdivisor 
ersten Grades 0. 

y sei ein Automorphismus von k. Ein Isomorphismus ® von K auf einen 
Teilkérper K® von K, der auf k mit ¢ iibereinstimmt, heiBt ein verallgemeinerter 
Meromorphismus von K fiir g. Wir kénnen und wollen immer annehmen, dab 
® fiir 0 normiert sei, d. h. daB o in 0® aufgehe. Denn bedeutet 0, den durch o 
teilbaren Primdivisor von K® und t,@ », die Translation von K®, die 0® in 0, 
iiberfiihrt, so ist Or,» ,, fiir o normiert. 

2. Die Frage, ob es zu gegebenem @ ein ® gebe, ist nicht leicht zu beant- 
worten. Die folgenden Sitze kliren die Frage teilweise: 

k’ sei eine Erweiterung von k und g’ eine Fortsetzung von y auf k’. Gibt es 
zu pm einen Meromorphismus ® von K, so gibt es genau einen Meromorphismus 
®’ von K’ = Kk’ zu gy’, der auf K mit ® iibereinstimmt. 

Sei namlich K = k(z, y), also K® = k(x®, y®) und K’ =k’ (z, y). Ein 
beliebiges z aus K’ ist eine rationale Funktion 

z= F (2, 9) 
von x und y mit Koeffizienten aus k’. Bedeutet F* die rationale Funktion, 
die aus F entsteht, wenn jeder Koeffizient c durch c* ersetzt wird, so ist ®’ 
durch 
z®’ = Fv’ (z®, y®) 
erklart. 
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Der Multiplikatorenring R von K sei komplex und vergréBere sich nicht 

bei algebraischem Abschlu8 des Konstantenkérpers. Die Invariante j von K 
dann singular. 
Zu einem Automorphismus gp endlicher Ordnung von k, dessen Invarianten- 
kirper ky sei, gibt es einen iiber k, normalen separablen Erweiterungskérper 
endlichen Grades k, von k, so da eine Fortsetzung yp, von p auf k, zu einem Mero- 
morphismus ©, von Kk, = K, ausgedehnt werden kann. 

Beweis: j? ist zu j absolut konjugiert, daher gibt es ein Linksideal a von R, 
fir das K# die Invariante j? hat. f (2, y) = 0 sei eine definierende Gleichung 
von K, wo x den Nenner, 0”, y den Nenner o* hat. Entsprechend sei 
{* (x*, y*) = 0 eine definierende Gleichung von K*, z* mit dem Nenner (0*)?, 
y* mit dem Nenner (o0%)*. /* entstehe aus / durch Ausiibung von @ auf die 
Koeffizienten. 


os 


is 


fe (X, Y)=0 


definiert einen elliptischen Kérper K*/k mit der Invariante j?. Fir tiber k 
algebraisch abgeschlossenes & sind also K* & und K*k isomorph, d.h. K# k 
hat eine definierende Gleichung 

fe (x,y) =9, 


wo x den Nenner (0*%)?, y’ den Nenner (0%)* hat. Es gibt daher eine lineare 
Transformation von x*, y* in zx’, y’ mit Koeffizienten d,, d,, . . . aus k; diese d, 
sind sogar separabel algebraisch iiber k, wie die explizite Gestalt der méglichen 
Transformationen zeigt ({[3], S. 214—219). 
k, sei nun so bestimmt, daB & und alle d, in k, liegen und k, iiber k, normal 
ist. Ist dann @, eine Fortsetzung von @ auf k, so kénnen wir ®, dadurch 
erklaren, daB wir 
x’, y= y 
setzen. 
®, bildet K, auf K* ab. Daher soll D, symbolisch als erzeugendes Element 
von a angesehen werden, a= R®,. Der tiefere Sinn dieser Auffassung besteht 
darin, daB sie zu einem Beweis des Hauptidealsatzes fiir imaginar quadratische 
Zahlk6rper fiihrt. 
3. Wir wollen noch untersuchen, wieweit ®, durch @ bestimmt ist. 
' sei ein zweiter Meromorphismus von K,, der auf k mit m iibereinstimmt. 
Auf k, ist ©; ein Automorphismus q’,, yg, p>! =o ist ein Automorphismus 
von k,/k. o kénnen wir auf K, fortsetzen, indem wir z’ = z fiir alle z von K 
festsetzen. Dann ist ¢ ®, ein Meromorphismus von K, auf K7® = K®:, der 
auf k, mit g,, also mit ®', ibereinstimmt. Da K®: und K®’, elliptische Teil- 
kérper von A sind, so ist fiir einen passenden ganzzahligen Multiplikator 
n > O der Korper K®," in K® enthalten. O-'!a—! ®’ n bildet K® auf K%;" 
isomorph ab und laBt k, elementweise fest. Daher ist ®-'o—! O’, n ein Multi- 
plikator 9, von K®: = K®, also ein Element von a! R a, 
PD’ n=a ®, 65, 
K*"," = Kee, 

a = ist also ein ganzes zu a aiquivalentes Ideal von R und 
K*, = K#, 


0’ =a D,0 mit ao= a’. 
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Das Umgekehrte ist ohne weiteres klar. Wir fassen zusammen: 

Bei gegebenem k, sind alle Meromorphismen ®; von K}, die auf k mit 
iibereinstimmen, aus einem von ihnen, ®,, in der Form Di = oP, 0 zu gewinnen, 
wo a einen beliebigen Automorphismus von k,/k und 0 ein Element der Multiplika- 
torenalgebra von K bedeutet, fiir das das zu a = R ®, dquivalente Linksideal 
a’=ao=R ,0 ganz ist. Es ist 


R®,=a, RO’ =a’. 


Jeder Automorphismus g von k bestimmt also eindeutig eine Linksidealklasse 
von R, die Klasse der Ideale R ®,. 

4. 1 > D~! u D, ist eine isomorphe Abbildung von R auf den Multiplikato- 
renring (R D,) l-R-R D, von kK? . 

Fiir jedes « + 0 aus R ist ®-' uw ®, ein Multiplikator von K?:,denn ®[' « ®, 
ist offenbar eine isomorphe Abbildung von K®: auf einen Teilkérper, die die 
Konstanten fest laBt, «-- O-' u ®, ist daher eine eindeutige Abbildung von R 
in (RD,)-'-R-RO®,. 

Fir «=0 ist O-' w» ©, =0, denn v= 0 ist durch 2 = C, falls z=¢ mod. 0, 
gegeben, u* = 0 aus (R ®,)—!-R-R ®, entsprechend durch z“* = C* mod. o® 

Die Abbildung ist ein Ringhomomorphismus. 


®-luy D, D- 1 u D, -@D-\y» D, 
ist klar. Um auch 


@p- L(y + y) ®, @-1 ®, n @- ly ®, 


zu beweisen, bedenken wir, daB die Addition der Elemente von R so beschrieben 
werden kann: wenn x, y ein erzeugendes Elementenpaar von K/k ist, so gibt 
es zwei Polynome 


F (u,v: u,v’) 
G (u,v; u’,v’) 


von vier Unbestimmten u, v, u’, v’ mit Koeffizienten aus k, so daB fiir irgend 
zwei Elemente “u,v von R 


yt? = G (a, y; 2”, y”) 
gilt. Fiir zwei Elemente u*, »* von (R ®,)—!-R-R ®, muB dann 
Fe s((ar®s)e*, (y®)H*; (a? )r*, (y®)"*), 
(yPs)n? +9 = Ges ((xM)m®, (ye; (x ”", (y™)”*) 
sein. Daher ist 
(at +9) Os — Fer (gH, yo Os gx, yrs) 
Fe? ((a®)®; Lu®, (y®)%; Lu ®,. (x®1)?; ly@, (y®)?- 'y®s) 


(a?) ®; lu@®,4 o yO, 
ebenso 

(ys) pet Or — (yr); lud,+o—ly@, 
woraus 


i i 1 


Ys (um t v)D, ®-!u @, 4 @- ly» ®, 
folgt. 
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Da ®-' « ©, = 0 offensichtlich nur fir 4 = 0 gilt, so ist u + O-' uw ®, ein 
Ringisomorphismus. Und da schlieBlich zu jedem u* aus (R@®,)-'R- RD, 
ein u aus R mit ®—' uw ®, = u* vorhanden ist, nimlich u = ®, u* O-', so ist 


®-'RO,=(R®,)-'-R-RO,. 


Wir wollen den Isomorphismus 4 + ®-' « ®, naher kennzeichnen. du sei 
ein ganzes Differential von K, u > yu’ die durch du vermittelte Darstellung 
von R in k: 

(du)* = pw’ du. 

Da hieraus 

(du)“® = pw’? (du)® 
oder 

(du)? '** pu’? (du)®™ 
folgt, so ist 
(O-' uw Dy) = pw’: 

In der Darstellung X’ von & ist w+ O-' uD, der Automorphismus p, zu dem ®, 
gehért. 

Wenn die Charakteristik p von K Null ist, so kénnen wir y’ mit yu identifi- 
zieren, 4 + ®—' uw ®, ist dann der Automorphismus g von 2. 

Wenn p + 0 und 2 kommutativ ist, so muB stets 1 = ®-' uw ®, sein. Denn 
der einzige von der Identitaét verschiedene Automorphismus von 2 fiihrt das 
Primideal p von R mit p’ = 0 in den konjugierten Primfaktor p+ p von p 
liber, wihrend (®-' p ®,)’ = 0 ist, ist p’ + 0. 

Sei p+0 und A nichtkommutativ. Dann kann der Automorphismus 
> ®-'yn ®, von Q~.p auch durch ein Element «+0 von Q..» erzeugt 
werden: 

®-'40,=—a—'pa. 


R®, muB sich von Ra um ein zweiseitiges Ideal a von R unterscheiden: 
R®,=a-Ra=ac. 


R®, fallt also in eine der Linksidealklassen von R, der zweiseitige Ideale 
angehoren, das ist entweder nur die Hauptklasse, dann naimlich, wenn das in p 
aufgehende Primideal p* von R Hauptideal ist, also wenn j = 7? absolut 
rational ist, oder es sind die Hauptklasse und die Klasse von p*, wenn p* kein 
Hauptideal ist, also wenn j den Absolutgrad 2 hat. 

5. Ein verallgemeinerter Meromorphismus ® von K kann von vornherein 
als isomorphe Abbildung von K auf einen Teilkérper K® gegeben sein, wenn 
die beiden Bedingungen k® = k und 0 |\o® erfiillt sind. Das wichtigste Beispiel 
eines in dieser Weise unmittelbar erklarten Meromorphismus ist das folgende: 

Der Konstantenkérper k habe die Primzahlcharakteristik p + 0 und er sei 
absolut algebraisch. Dann wird durch z" = 2? eine isomorphe Abbildung II 
von K in sich erkldrt; fiir sie gilt k” = k, weil k absolut algebraisch ist, und 
o o” ist auch erfillt. //7 ist offensichtlich mit allen Multiplikatoren und allen 
verallgemeinerten Meromorphismen vertauschbar. Ferner ist klar, dag RII 
das Primideal p von R mit p’ = 0 ist. 

6. Vermutlich ist die Erweiterung k, dann iiberfliissig, d. h. es ist schon 
K® K#, wenn die von Hasss eingefiihrte zweite Invariante*) von K, die K 





*) Vgl. [7], §3. 
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bei nicht algebraisch abgeschiossenem Konstantenkérper unter allen Kérpern 
gleicher Invariante j festlegt, gleich 1 ist. Fiir uns geniigt die folgende 
Bemerkung: 
© sei die EHinheitengruppe von R, K, ihr Invariantenkérper in K. Die 
Einheitengruppe von a~' Ra ist O-1€ @,; ihr Invariantenkérper in K# 
° , . : 7D , 
sei K?. Dann ist wenigstens K,' eg 
Beweis: o sei ein Automorphismus von k,/k. Wir dehnen ihn auf K, aus, 
indem wir fiir z aus K z7=z setzen. Die Galoisgruppe S von k,/k wird so 
zu einer Automorphismengruppe von K, mit dem Invariantenkérper K. 
Fiir jede Einheit ¢ von R ist o~!eo ebenfalls eine Einheit von R, daher ist 
S =S E eine Automorphismengruppe von K,, ihr Invariantenk6rper ist K,. 
- © . - : ~ (¢ 
K, ‘ist daher der Invariantenkérper der Automorphismengruppe ®-'S € ®, 
von K®:, Jedes o aus © bildet K®: = K# k, auf sich ab, und der Invarianten- 
- P - , ° ra 7° . 
kérper der Automorphismengruppe S ®-' € ®, von K® ist K,. Wir miissen 
also nur 
o-' ES @, ®'EO,O-'SO, ®'EDS 
zeigen. Fiir ein o aus S ist ®-!o @, ein Automorphismus von K®:, der auf k, 
; . i - ‘ = . 
mit p>! o g,=¢,, iibereinstimmt; ®>'o @,o,, ist daher eine Einheit ®-' ¢, ®, 
des Multiplikatorenrings ®-!R ®, von K®; ¢,€ €. Da og, ersichtlich in S 
liegt, so folgt aus O> 1a O, = O-!¢, D, a,,: 


(§? 


®; 1S ®, D- L & @, 

®'ESO,co-'EDS. 

Ist umgekehrt ein Element 4 von S gegeben, so ist mit ¢o = gy, A p>! 
A=, 


A= O-'¢5' @, O-'¢, D,0,,= O-12,' O, O10 D,, 
also 


S G leo @®d 
S¢ O-1 64 


1 (> > 
D- (& ®, S 


4 
S 
R 
) 
S 


7. Wir untersuchen jetzt das Verhalten der verallgemeinerten Meromor- 
phismen bei Reduktion von K nach Primdivisoren des Konstantenkorpers k. 

P sei ein Primdivisor von k, durch eine diskrete Bewertung gegeben, 
P sei auf K ausdehnbar im Sinne der Reduktionstheorie [2]. sei ein Auto- 
morphismus von k, der P fest la8t, P? = P, dann kann bekanntlich » auf den 
Xestklassenkérper k von k modulo P iibertragen werden, indem a > a@? = a? 
ein Automorphismus @ von k ist. 

® sei ein Meromorphismus von K zu qg. Es fragt sich, ob auch fiir die 
Ausdehnung von P auf K 

p® P 

gilt. Anders ausgedriickt: P ist auch auf K® als einem Teilkérper von K aus- 
gedehnt, andererseits ist P? eine Ausdehnung von P auf K®, gefragt wird, ob 
beide Ausdehnungen von P auf K® gleich seien. Wir werden diese Frage 
bejahen. @® ergibt dann in K den Meromorphismus @, z® — 2 Ist R der 


Multiplikatorenring von A, R* > R der von A, so wird offenbar 
R*-ROD=— R*O, 
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d. h. das von ® in R erzeugte Linksideal ergibt in R* das von ® erzeugte Links- 
ideal. 

Beweis der Gleichung P® = P. Wir bemerken zunichst, daB k durch eine 
iiber dem Invariantenkérper k, von g endliche normale separable Erweiterung 
k’ von k ersetzt werden kann; denn bedeutet P’ einen Primteiler von P in k’, 
g’ eine Fortsetzung von @ auf k’, die P’ fest laBt, und ®’ einen Meromorphismus 
von K’ = Kk’, der @ fortsetzt, so geniigt es offenbar, die Behauptung fiir K’, 
P’. ® an Stelle von K, P, ® zu beweisen. Daher kénnen wir im folgenden von 
vornherein annehmen, daB gewisse iiber k separable Hilfsgr6Ben schon in k 
enthalten sind. 

Die Charakteristik von K sei nicht gleich 2. Wir nehmen an, daB die 
Wurzeln der Gleichung 


(1) 28(1 —A(1—A)) =7 A? (1 


~~ 
“ke 


in k liegen. Da 7 P-ganz ist, gilt das gleiche fiir die sechs Wurzeln 


dieser Gleichung. K hat eine definierende Gleichung 
7 X(z Ll) (z A), 


jedenfalls dann, wenn ein gewisses Element c von k Quadrat in k ist, wie die 
Umrechnung einer erzeugenden Gleichung in der Normalform y’? = f (z’) 
(kubisches Polynom) auf die LeGENDREsche Normalform zeigt, wir diirfen 
annehmen, daB jc in k liegt. Nach [1] § 4, 3 kénnen wir schlieBlich k so groB 
annehmen, daB in den Restklassen ¥, 7 Elemente x, y liegen, die K erzeugen, 
K = k(x, y), und zwischen denen eine Gleichung 

y* rir Ll) (x A,) 

besteht, wo A, eine der Wurzeln von (1) mit A, = A ist. Ferner kénnen wir die 
Wahl von 2, 7, x, y so treffen, daB der gemeinsame Nennerprimdivisor von x 
und y der Normierungsprimdivisor 0 ist, %, 7 miissen dazu den Nennerprim- 
divisor 0 haben. 


Ebenso gibt es eine fiir 0? normierte erzeugende Gleichung 


y- xX, (x 1) (2, A*) 


von AK®, die mod. P aus einer fiir 0? normierten erzeugenden Gleichung 


y- x, (2% 1) (x, — A) 
von K® hervorgeht. 


(y®)? x? (x® 1) (a® A?) 
ist eine zweite fiir o® normierte erzeugende Gleichung von K®. 

P ist in K® unter Zugrundelegung von x, erklirt, P® dagegen unter Zu- 
grundelegung von x®. Nun miissen die beiden erzeugenden Elementepaare 


x,y, und x®, y® von K® durch eine der zwélf Transformationen (vgl. [1] § 5, 2) 
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x® = Zz, y= ty am Ag 
a + A,~ty, 7 
l—2, 8% — 
— : F(l—A) *y, aa - 3 
a FA, ty, l-+ 
* ; * (l—A)~? y oa I 


zusammenhiangen. Da A, und 1 — A, zu P prim sind, so ist es in der Tat gleich- 
giiltig, ob x, oder x® der Ausdehnung von P auf K® zugrundegelegt wird. 
Wenn die Charakteristik von K gleich 2 ist, so kann mit der Normalform 
y—ytary=2 


entsprechend geschlossen werden ([{1], § 4,3). 


§ 5. Die Kongruenzwerte der Meromorphismen. 
1. Die verallgemeinerten Meromorphismen ® von K sind Operatoren der 
Gruppe der Klassen nullten Grades von K. Das Produkt ® [p] eines Mero- 
morphismus ® mit einer Klasse [p] wird, wie fir Multiplikatoren, durch 


(1) ® (p] = |(V,.,,0 p)® " 
erklart. Die Operatorenregel 

(2) ® ({p,] + [pe]) = © [p,] + © [pe] 
ist sofort einzusehen: [p,] + [p.] + [ps] = 0 


bedeutet 
Pi Pe Ps ~ 0%, 
daraus folgt 


Dp »)3 1? 3 
KIK 0) (o”)°, 


HN, K® Dp; ~~ (N 


und daraus durch Anwenden von @~-! 


® (p,] + ® [p.] + ® [p,! Q. 
Weiter gilt die Assoziativregel 
(3) OV -[p)= @-YV [p]. 
Denn es ist 
(D y. [p |)? ¥ N, Kev p 
Nyy Ko (NV, cv P) N pv pov (( Y [p])”) 
(N x xo (Y [p]))” = (®- ¥ [p))?”. 


Die Lésungen p von 
® [p|=0 
stimmen mit den Lésungen von 


R* @- [pj =0 
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iiberein, denn es sind die Primdivisoren ersten Grades, die in Ny xo 0 0? 
N K/KRe® 0 aufgehen. 
2. Alle mit ® vertauschbaren Multiplikatoren « bilden einen Teilring R, 
des Multiplikatorenringes R von K. Die Abbildung 


[p] > © [p] 


ist ein Endomorphismus der Klassengruppe, der die Elemente uv, von R, als 
Operatoren gestaltet : 
D - uw, [vp] = w+ @ [p]}. 


Das folgt aus der Assoziativregel (3) sofort. 

3. K habe die Charakteristik p, ferner sei R* komplex. Wie in § 3, 6 
zeichnen wir einen kor:mutativen Teilring R von R* aus. 

m sei ein Ideal von R, und es werde vorausgesetzt, daB alle m-ten Teilwerte 
von o schon in K als Primdivisoren ersten Grades vorhanden sind. 

Ein Meromorphismus ® von K, der mit allen ~ aus R vertauschbar ist, 
bildet 7’,, in sich ab, denn aus 





m(p} = 0 
folgt 
m- ® (p)= ®- m([p)] = 0; 


® ist ein R-Endomorphismus von T,. PD ist sogar ein R-Automorphismus von Tm, 
wenn RD+ m= R ist. Denn 
® [p] = 0 


ist mit R@®- [p] = 0 gleichbedeutend, wenn also [p] aus 7',, durch ® auf 0 
abgebildet wird, so ist 

m(p]= 0, 

R®-{p]=0, 


(n+R ®) [p])=R[p] = 9, 
insbesondere 
1 [yp] = [p] = 0. 


4. Nehmen wir jetzt an, daB es eigentliche m-te Teilwerte gebe. Dann sind 
die R-Endomorphismen von T',, einfach die Abbildungen 


[pz] > w [pz] = [p.z), 


aus R. uw ist durch den gegebenen Endomorphismus von 7',, modulo m 
eindeutig bestimmt, und u erzeugt genau dann einen Automorphismus, wenn 
zu m teilerfremd ist, 4 +- m= R. 

Jedem Meromorphismus ® von K ordnen wir als seinen Rest modulo m dic 
Restklasse von R mod. m zu, deren Elemente x den gleichen Endomorphismus 
von T', erzeugen, und schreiben 

® = uw mod. m. 
Offensichtlich gilt die Regel: 
Aus ® = pu folgt « =a uw mod. m. 

Hieraus schlieBen wir: Zu jedem Automorphismus p von k, zu dem es iiber- 

haupt Meromorphismen ® gibt, gibt es auch solche mit 


® = 1 mod. m. 
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Denn ist ®, ein Meromorphismus zu g, so nehmen wir in der Klasse von R®, 
ein Ideal R ®, 0, das zu m teilerfremd ist. ® = Do hat einen zu m primen 
Rest « modulo m, ist uw 4, = 1 (m), so ist ® = Do uw, ein Meromorphismus 
zu @ mit 

® = 1 mod. m. 


® ist durch » und die Forderung ® = 1 mod. m bis auf einen Faktor 1 = 1 
mod. m aus 2 bestimmt. 

5. Lassen wir die Forderung fallen, da8 es eigentliche m-te Teilwerte gebe, 
so kénnen wir einem Meromorphismus ® dann einen Rest modulo m zuordnen, 
wenn der Endomorphismus [pz] ® [pz] von 7',, durch ein Element « von R 
erzeugt wird: 


® [pz] = [p,7] 


fiir alle [pz] aus 7',,. Wir schreiben wieder 
® = 1 mod. m. 


uw ist allerdings im allgemeinen nicht eindeutig durch ® bestimmt. Denn es ist 
moglich, daB fiir alle m-ten Teilwerte p von o schon 


my [p] 0 


mit einem echten Teiler my von m gilt, z. B. wenn K die Primzahlcharakteristik p 
hat und m= p das Primideal von R mit K? = K” bedeutet; dann ist ja p = 0 
der einzige p-te Teilwert und es ist 


R [0] = 0. 


ist aber sicher dann durch ® und m modulo m eindeutig bestimmt, wenn es 
Nm m-te Teilwerte p gibt. Denn wenn das nicht der Fall ware, so gilte 
m, (~]=0 fiir die N m verschiedenen m-ten Teilwerte mit einem echten Teiler 
m, von m, zu dem es aber nur N m, < N m Teilwerte geben kann. 

6. Die Charakteristik p sei ungleich 0 und der Konstantenkérper & sei 
algebraisch. Dann ist nach § 4, 4 die Potenzierung mit p ein mit allen Multi- 
plikatoren vertauschbarer Meromorphismus //. 

Es gilt 

IT =1 mod. m 
fiir jedes m. 
Denn es ist fiir jede Klasse nullten Grades [p] 


IT [p] (NV, KH p)4 l y+ 1 1 [p]. 


§ 6. Das Zerlegungsgesetz der Klassenkérper der singuliren Moduln. 


1. Wir benutzen die verallgemeinerten Meromorphismen, um die Zerlegung 
der Primideale eines imaginarquadratischen Zahlkérpers Y im Kérper 2(j) = 2 
der singuliren Moduln einer Ordnung R von 2 zu untersuchen, und zwar, 
weitergehend als in § 1, fiir alle Primideale von 2, auch fiir die Teiler der Dis- 
kriminante von 2/2. Wenn R die Hauptordnung ist, so ergibt sich insbeson- 
dere, daB 2 iiber Y unverzweigt ist. Wir werden zwar in § 7 mit der gleichen 
Methode die allgemeinen Strahlklassenkérper behandeln, ohne die Ergebnisse 
dieses § 6 oder die von § 1 (auBer § 1; 1,2) benutzen zu miissen. Es ist zweck 
maBig, den einfachen Fall des Ringklassenkérpers vorweg zu behandeln, 
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um so mehr als bei ihm der einfache Grundgedanke des Beweises besonders 
klar hervortritt. 

2. Nach § 1,2 ist 2/X normal. Wie in § 1,1 ordnen wir den Idealklassen f 
von R die Invarianten j (f) zu. 

K sei ein elliptischer Funktionenkérper mit dem Konstantenkérper Q 
und dem Multiplikatorenring R, seine Invariante ist ein j (f). K habe einen 
Primdivisor ersten Grades, der zur Normierung der Meromorphismen ver- 
wendet wird. 

Zunichst kénnen wir, ohne die Primideale von 2 oder 2 zu benutzen, 
zeigen, daB die Galoisgruppe von {2/2 zu einer Untergruppe der Klassengruppe 
von R isomorph ist. 

Es gibt nach § 4, 2 eine iiber XY normale Erweiterung 2, von Q, so daB zu 
jedem Automorphismus g von 2/2 ein Meromorphismus ®, von K, = K Q, 
gefunden werden kann, der auf {2 mit  iibereinstimmt. 

Einem Automorphismus g von {2/2 ordnen wir folgendermaBen eine 
Klasse f(g) von R zu: @, sei ein zu @ gehdriger Meromorphismus von K,. 
Dann soll € (qm) die Klasse des Ideals R D, von R sein. Nach § 4,3 hingt f (q) 
nur von g ab. £(q@) ist nur dann gleich 1, wenn g = | ist. Denn da die Invari- 
ante j.von K erzeugendes Element von {2/2 ist, so muB, falls m+ 1 ist, 7? +] 
sein und R ®, ist kein Hauptideal. 

Die Abbildung gy +f (@) ist ein Isomorphismus, d. h. 


E(p) E(w) = E(py). 


®,, '’, seien Meromorphismen zu 9, y. 
®, Y, ist ein Meromorphismus zu g wy. Daher geniigt es, 


R®D,-RY,=RO,Y, 
zu zeigen. Wird 
R®,=a, RP,=b 
gesetzt, so ist 
K®%: = Ka 
die Vereinigung aller K*, « € a, 
k® u K-. 


i 1 
aca 


Es folgt 
"o,¥, re W, 
K* uU Ke™, 
sca 
Nach § 4,4 gilt aber 
aWV,= Va, 
weil 2 bei y elementweise fest bleibt. Daher ist 
o, ¥, Wa an "b 
K¢ U K} (K*:)e = K%e, 
eta 


RO®O,Y,=ab=RO,RY,. 


3. Wir fragen jetzt, wenn P ein gegebenes Primideal von @ ist, wie sich 
Zerlegungs- und Triagheitsgruppe von P/2 in die Klassengruppe von R ab- 
bilden. Die Tragheitsautomorphismen t von P/2 sind durch 


w* =w mod. P 


fiir alle ganzen w aus {2 gekennzeichnet. 
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Ein Frobeniusautomorphismus op von P/2Z ist durch 


Np 


P=w 


ow mod. P 


gekennzeichnet, wo p das durch P teilbare Primideal von 2 bedeutet. Die 
Frobeniusautomorphismen bilden eine Restklasse der Zerlegungsgruppe 3 
nach der Tragheitsgruppe T; op erzeugt zusammen mit T ganz 3. 

Da 2/Z abelsch ist, so haben alle zu P iiber 2 konjugierten Primideale 3 
und & gemeinsam, wir sprechen daher von der Zerlegungsgruppe und der 
Tragheitsgruppe von p. Die durch P teilbare Primzahl sei p, R, sei die Ordnung 
von 2, deren Fiihrer sich aus dem Fiihrer fg von R ergibt, wenn die in fz 
enthaltene Potenz von p weggelassen wird. 

Wir werden beweisen: 

Das Bild der Triigheitsgruppe T von p in der Idealklassengruppe von R 
besteht aus Klassen ¢ (qp), die in die Hauptklasse von R fallen. Den Frobenius- 
automorphismen von p entsprechen Klassen t, die in die Klasse von R, fallen, 
der p(\Rp Pr, angehért. 

PR, ist ein eigentliches Ideal von R,, da der Fiihrer von R, nicht durch p 
teilbar ist. Wenn R die Hauptordnung bedeutet, so ist insbesondere T = | 
das heiBt, 2 ist dann iiber XY unverzweigt. 

Dieser Satz zeigt, daB die Galoisgruppe von 2/2 mit der vollen Klassen- 


gruppe von R isomorph ist. Er enthalt das Artinsche Reziprozititsgesetz 
-oyr 
fiir £2/2. 


’ 


4. Beweis. Wir kénnen annehmen, daB 2, groB genug ist, damit A, nach 
jelem Primideal P, von 2, unter Erhaltung des Geschlechtes reduziert 
werden kann. 

@ sei ein Frobeniusautomorphismus von P/2. Ist P, ein Primfaktor von P 
in §2,, so kann @ zu einem Frobeniusautomorphismus g, von P,/2 ausgedehnt 


~ 


werden. K, reduzieren wir modulo P, zu K,. Ein zu qg, gehériger Meromor- 


phismus ®, von K, ergibt in K, einen Meromorphismus @,, der zu dem Auto- 
morphismus qj: 


von £2, gehért. Zu GF gehért aber auch der durch 





erklarte Meromorphismus von K,, ®’, ist eine Potenz von // (§ 4, 5). Daher ist 
2, , PD’ 0; 


wo o der Multiplikatoralgebra von K, angehért. Wir zeigen, daB o sogar in Y 
liegt. ®, und daher auch Q, ist nach § 4,4 mit allen Elementen von R vertausch- 


bar, ©’, offenbar sogar mit allen Multiplikatoren von A,. 0 ist daher mit allen 
Elementen von 2 vertauschbar, liegt also in 2. 





Im Multiplikatorenring R* von A, gilt die Idealgleichung 
R* D, = R* Do, 
und daher ist, weil 9 in 2 liegt, 


R* OD, 0 = R*O' 0 = =o (R*G Az) 
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Wenn wir zeigen, daB einerseits 


R*O,\ r= R,°RO®,, 
andererseits ™ 
R* D' \ 2 = prR,, also R,-R®P, = 0 (p\R,) 


ist, so folgt, daB die m zugeordnete Klasse f(g) von R, in der ja R ®, liegt, 
in die Klasse von R, fallt, der p-\R, angehért, womit die Behauptung tiber 
die Frobeniusautomorphismen in der einen Richtung bewiesen sein wird. 
Zunichst ist nach § 4, 7 a 
R* RO, = R* @,. 
o>, Fd) 
_ R= 
Nach § 2, 2 folgt jetzt weiter 
R* DZ = (R*\Z) ROD, = R,-RO,. 
Die Gleichung = 
R*D \S=poR 
ergibt sich auf die folgende Weise: —_ 
p* sei das Primideal von R*, das aus 0 und allen yu ¢ R* besteht, fiir die K, 
iiber Ke inseparabel ist. Die Norm von p* ist stets p: N p* = p. 
Es gilt 


P 


prned 


denn p/\R, geht bei der Reduktion modulo P, in 0 tiber, muB also in p* 
enthalten sein. 


POR), 


R* D’ ist eine Potenz von p*, denn da K, iiber K®%: rein inseparabel ist, 
so ist R* ©’ durch p* teilbar; ist noch nicht R* D’ p*,so muB R* D p*' 
durch p* teilbar sein, usw. SchlieBlich haben R* @ und p/R, die gleiche 
Norm N p 
ar N R*D’ = N (pR,), 
denn einerseits ist 
N R*@' K,: K®: N p, 
andererseits 
N (p R,) A P, 
weil p/\R, ein eigentliches Ideal von R, ist. Wenn p vom Grade | ist, so wird 
daher 
R* OD = p*, RED ANZ = p*v2 = por,. 
Wenn p = p vom Grade 2 ist (nichtkommutatives R*): 
R* D’ = p** = p R*, 
R*D \ = = pR, = pr\R,. 


Da jetzt feststeht, daB jede Klasse f von R, die Primideale enthalt, unter den 
f(y) vorkommt, so durchliuft f(g) alle Klassen. Die Galoisgruppe von 2/2 
ist mit der vollen Klassengruppe von R isomorph. 

5. Zu beweisen bleibt nur noch die Behauptung iiber die Tragheitsgruppe T 
von p. 

t liege in T. Dann gibt es einen Triagheitsautomorphismus 1, von P,/2, 
der auf 2 mit +t tbereinstimmt. Ein zu 1, gehériger Meromorphismus T, 
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von K, ergibt i in K, einen Meromorphismus Ty der zu dem identischen Auto- 
morphismus @ > @: = @ von Q, gehért. T, ist also ein Element von R*. 


Da aber T, mit allen Elemeniten von 2 vertauschbar ist (§ 4, 4), so liegt yA 
schon in R*/\2 = R,. Wie unter 4 ergibt sich 


R*T,\2 = R,° RT. 
Andererseits ist aber, da T, in 2 liegt 
R*T,\2=R,7T,; Rp’ RT,=R,T; 


Die Klasse f(r), der das Ideal R T, angehért, fallt also in die Hauptklasse 
von R,. 
Pp 


§ 7. Der Hauptsatz der komplexen Multiplikation. 


1. & sei ein imagindrer quadratischer Zahlkérper und R eine Ordnung 
von 2, j (f,), ..-,7 (tug) die Klasseninvarianten von R und 2 = 2 (j (f)). 

Wir bilden einen elliptischen Funktionenkérper mit dem Multiplikatoren- 
ring R, dessen Konstantenkérper 2 ist und der einen Primdivisor ersten 
Grades 0 hat. 

% sei ein Teilwert von 2 fiir R, seine Ordnung sei m, ein ganzes Ideal von R. 
% entspricht ein echter m-ter Teilwert pz von o in K* = K Q*, wo 2* eine 
algebraisch abgeschlossene Erweiterung von Q ist. Wir fragen nach der Struktur 
des Restklassenkérpers 22’ von K nach p, oder, was das gleiche ist, nach dem 
durch p teilbaren Primdivisor 8 von K. 2’ hiangt aber nicht allein von R und 
m ab, sondern auch noch von der in § 4, 6 erwaihnten HassEschen Invariante 
des Kérpers K. € sei die Einheitengruppe von R und K, ihr Invariantenk6érper 
in K. Der Restklassenkérper von K, nach p oder nach dem durch p und $ 
veilbaren Primdivisor %, von K, erweist sich aber als lediglich durch R und m 
bestimmt, er soll daher mit 2, bezeichnet werden. 

2. In der Gruppe J,, der zum Fihrer fg von R und zu m primen Ideale 
von R kann, wie in der Hauptordnung &,, eine Strahlklasseneinteilung 
mod. m erklirt werden: 

Der Strahl 3,, mod. m von R ist die Gruppe aller zu fg primen Haupt- 
ideale a = Ra von R mit 

a =1 mod. m, 


diese Kongruenz ist in R und multiplikativ zu verstehen. Genau gesagt: 
a 

x = 1 mod. m bedeutet, daB « ‘ gesetzt werden kann, wo a, —1 und 
Le 


%, — 1 dem Ideal m angehéren und «, Ry + fx Ry = Ry ist. Die Restklassen 
von J,, nach 3,, heiBen die Strahlklassen mod. m von R. Ihre Anzahl h,, ist 
offensichtlich endlich. 

Hauptsatz der komplexen Multiplikation. 

{2m ist abelsch iiber X mit einer zur Strahlklassengruppe Im/3m von R mod. m 
isomorphen Galoisgruppe. Es gibt eine isomorphe Abbildung gy +f (q) der 
Gruppe der Automorphismen p von 22,,/X auf die Strahlklassengruppe Im/3m 
mit folgenden Eigenschaften: 

p sei irgendein Primideal von 2, p die durch p teilbare Primzahl, m, das m 
fiir p zugeordnete Ideal von R, (vgl. § 3, 11). 

Das Bild der Trégheitsgruppe von p in Im/3m besteht aus Strahlklassen mod. m 
von R, die in den Strahl mod m, von R, fallen. Den Frobeniusautomorphismen 
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von p entsprechen Strahlklassen mod. m von R, die in die Strahlklasse mod. m, 
von R, fallen, der p(\R, = Pr, angehért. 

Wenn p weder in fg noch in m aufgeht, so ist hiernach p in Qn unver- 
zweigt. Die Idealgruppe H»,z von 2, zu der 2,, Klassenkérper ist, kénnen wir 
leicht angeben. a sei ein zu fy und m primes Ideal von 2, ag = a\R. Fir 
Qim 
a 





das Artinsymbol | ) gilt dann 


t((==}) 4p Om - 





Die zu {fg und m primen Ideale von ®,, g sind also die zu fg primen Haupt- 
ideale a = R, « der Hauptordnung R, von 2 mit 


a=1 mod.m, 


in R und multiplikativ verstanden. 

Wenn R die Hauptordnung von 2 bedeutet, so ist 2, der gewohnliche 
Strahlklassenkérper mod. m von 2°). 

3. Wir stellen noch den Zusammenhang unserer Ergebnisse mit der klassi- 
schen Theorie der komplexen Multiplikation her. In ihr wird die Restklasse 
eines erzeugenden Elementes von K, modulo pz untersucht (wobei R als 
Hauptordnung vorausgesetzt ist) und gezeigt, daB sie den Korper Q,, tiber 2 
erzeugt. Das schlieBen wir aus dem obigen Satze sofort, wenn wir benutzen, dab 
die p;-Restklasse eines erzeugenden Elementes von K, erzeugendes Element 
des Restklassenkérpers von K, nach pz ist. Das ist unschwer einzusehen, wir 
iibergehen den Beweis. 

Das erzeugende Element von K,, das die klassische Theorie benutzt, ist 


die WesBersche t-Funktion, naimlich wenn e die Anzahl der Einheiten von R 
dl 


bedeutet, {*, wo ‘8 die WerERsTRASSsche Funktion ist, so normiert, daB ihre 
Invarianten g, und g, Zahlen von Q sind. 

Beweis des Hauptsatzes. 

4. Q, sei eine iiber X normale Erweiterung von 2Q,,, die so groB gewahlt 
ist, daB erstens zu allen Automorphismen von 22,/2 zugehérige Meromor- 
phismen von K, = K Q, méglich sind, daB zweitens K, nach jedem Primdivisor 
von £2, unter Erhaltung des Geschlechtes reduziert werden kann und dab 
drittens alle m-ten Teilwerte von 0 in K, als Primdivisoren ersten Grades 
vorhanden sind. 

5. Zuerst beweisen wir, daB Q,, iiber Y normal ist, oder, was anf das gleiche 
hinauslauft: fir jeden Automorphismus gy, von Q,/Z ist QC Qm. D, sei ein 
zu @, gehériger Meromorphismus von K, mit ®,=1 mod. m. Nach § 1, 2 ist 
2% ¢ Q, nach § 4, 5 also 

K?'¢ K 


Der durch p; teilbare Primdivisor von K, 2, = K,,, ist 

Pz,e = Navn, e Pz = Hl Peie- 
22,, ist der Restklassenkérper von K, modulo pz, innerhalb K, Q,, kurz 
Q,, = KJpz.e- 


*) Die Teilungskérper nichtmaximaler Ordnungen sind zuerst von SéHNGEN [8] 
untersucht worden. 
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Daraus folgt 

Qn K?"| pe’. 
K6énnen wir nun zeigen, daB yes als Primdivisor ersten Grades in K2" St. 
vorhanden ist, so folgt, daB in der Tat 2%) als Restklassenkérper von K?" 
modulo ps’. in Q,, enthalten sein mu8B. pz , ist Primdivisor ersten Grades in 
K, Qm, daher ist 


N K,Q2q_/ KP 2 ay Pre 


. ae . rD ° 
Primdivisor ersten Grades in K,' 2,,. Es ist aber gerade 
, D 
N K,2m| KP 2, Pz.e= Pr. e: 
denn es gilt wegen ®, = 1 mod. m: 


pz] = ® [pz] = [(N xx De)” 
oder 
y D 
% 1? 
N K, K® Pz p- ; 
und daher 
, “ f aie 
N K,Qm K?\ 2m, Pz, N Ky, xe: Ve. 
N K,|K®: Pz N K®1/K®: (N K.)K®: Pz) 
1. 1 l¢ 1 


N 0, 0, (po Nx sx. ,Pa)*' = v= 
KK: Pz") (VK IK, ¢ Pa ,¢ 


6. Wir beweisen als zweites, daB die Galoissche Gruppe & von 2,,/2 zu 
einer Untergruppe der Strahlklassengruppe von R mod. m isomorph ist. 
g sei ein Automorphismus von 2,,/2, gy, eine Fortsetzung von @ auf 2, und ®, 
ein Meromorphismus von K, zu g, mit 


®, = 1 mod. m. 


Dann soll € (q~) die Strahlklasse des Ideals R MD, sein. 


f(g) hangt nur von @ ab. Denn wenn ®; ein zweiter Meromorphismus 
zu @ mit 


D; 1 mod. m 


ist, so muB nach § 4,3 


, ’ ' . . yr 
D' , = a, A, Ae & 


sein. 
Da 22,, bei o = gy’, p;' elementweise fest bleibt, so ist 
pe =p, 
also 
1 
pe be ~ lz 


mit einer Einheit ¢ von R. 
Daher ist 


A=emod. m, 
und 


RO =RO,A, 


R ®; und R @, liegen also in der gleichen Strahlklasse mod. 
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Wenn f(g) = 1 ist, so muB g~ = 1 sein. Sei ®, ein Meromorphismus zu » 

mit ®, = 1 mod. m. Wegen f(y) = 1 ist R ®, ein Hauptideal 
R ®, = R A 
mit 
A=1 mod.m. 

®, A—' ist ein Meromorphismus zu ¢, mit K®.'—-* — K,, 6, 4-1 =1 mod. m. 
®, 4-1 g,—* bildet K, ebenfalls auf sich ab, laBt aber auBerdem 2,, element- 
weise fest, ist also eine Einheit ¢ von R, 


®,i-1 =e gy. 


Fiir irgendeine Klasse [p] wird 
- ite. a-)—-1 
®, A—* [p] plea he 
und weil pz ein eigentlicher m-ter Teilwert ist, insbesondere 


®, 4-' [pz] = [pr], 


also 
pes Pe - 
Wenn ¢ irgendein Element von 2,, bedeutet, so gibt es ein z aus K, mit 
Z2= C mod. Dz. 
Hieraus folgt 


a ee a reer 
» 21 zee 2PiA qa Cc? mod. pS4 


Wegen 
pei—! — p, 
ist also 


? 
- G> 


d.h. @ laBt alle Elemente von 2,, fest, wie behauptet. 
7. Wéortlich wie in § 6, 2 wird bewiesen, dab 
pt (9) 
eine isomorphe Abbildung der Galoisgruppe & von 2,,/2 in die Strahlklassen- 
gruppe von A mod. m ist. 

8. Wenn ¢ ein Automorphismus von 2,,/{2 ist, so kann g, durch z2*: = z 
fiir alle z aus K auf K, fortgesetzt werden, gp, ist dann selbst ein Meromorphis- 
mus von K, zu 9, g, hat wegen R gy, = R einen zu m primen Rest modulo m, 
so daB fiir passendes o aus R 


® = 9,0 =1 mod.m 


ist. R@®, ist dann ein Hauptideal Ro: f(g) besteht aus Hauptidealen. 
Wenn umgekehrt R ®, Hauptideal ist, so muB 2 bei pm elementweise fest 
bleiben : 

22 gehért zu der Untergruppe der Elemente von &, denen aus Hauptidealen 
bestehende Strahlklassen entsprechen. 

9. Beim Beweis der Zerlegungs- und Verzweigungsgesetze gehen wir 
ganz wie in § 6, 4 vor, wir miissen nur noch die Kongruenzwerte mod. m der 
vorkommenden Multiplikatoren und Meromorphismen beachten. 

p sei ein Primideal von 2, P ein Primteiler von p in 2y, P, ein Primteiler 
von P in 22,. Einen Frobeniusautomorphismus ~ von P/2 dehnen wir zu einem 
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Frobeniusautomorphismus ¢, von P,/2 aus. Wie in § 6, 4 gilt fiir einen zu 9g, 
gehérigen Meromorphismus ®, von K, 


®, = Di 0, 


wo ®, der von ®, im Restklassenkérper K, von K, modulo 4° erzeugte Mero- 
morphismus, ®; eine Potenz von // und o ein Element von & ist, ferner gilt 
wie dort die Gleichung 

R,*R®,=0 (p\R,). 


Nun kénnen wir nach § 5, 4, ®, so wihlen, daB 
®,=1 mod. m 


ist. Daraus folgt aber, weil die m-ten Teilwerte von 0 modulo P, in die m,-ten 
Teilwerte von o tibergehen (§ 3, 11), 
®, =1 mod. m,. 
®, = 1 mod. m bedeutet ja einfach, daB die m-ten Teilwerte pz bei ®, fest 
¥ 
bleiben, die P,-ten Reste Df; der pz bleiben demnach bei ®, fest, was wiederum 
’ ¥ 
®, = 1 mod. m bedeutet. 
Andererseits ist 
®, = 1 mod. m,, 


weil ®; eine Potenz von // ist (§ 5, 6). 
Also ist 
o =1 mod. m, 


und R,-R®,=o(p\R,) driickt die Behauptung tuber die Frobeniusauto- 
morphismen von p aus. 

10. t sei ein Tragheitsautomorphismus von p/2. Wie in § 6, 5 gilt fiir einen 
zu t gehorigen Meromorphismus T, von K, 


R,* RT, =R,7;, 


und der in K, von T, erzeugte Meromorphismus T, ist ein Element von R). 
Wieder k6nnen wir 

T, =1 mod. m, 
also 


T, =1 mod. m, 


annehmen. Daher fallt die Strahlklasse f(r) von RT, in den Strahl mod. m, 
von R,. 

11. m, sei ein Teiler von m. Da es echte m-te Teilwerte gibt, so gibt es 
auch echte m,-te Teilwerte, und daher ist der Kérper 2,,, erklart. 

Qm, ist ein Teil von Qy. Denn, wenn pz ein echter m-ter Teilwert ist, so 
durchlauft u [pz] = [p<], 4¢ R, alle m-ten Teilwerte, also — die m,-ten 
Teilwerte; /7 p,> ist Primdivisor in K, 2,,, also Divisor in K 2,, daher ist 


IT »,,< Divisor in K Q2,, und Primdivisor in K,2,, der Restklassen- 
c€ 
kérper Qm, von K, mod. J p,,> ist daher in 2,, enthalten. 
eté 


Qm, ist der Invariantenkérper der Gruppe aller Automorphismen t von 
Qm/Z, fiir die (ct) in den Strahl modulo m, fallt. 
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Sei rt ein Automorphismus von 22,,/2, fiir den f(r) in den Strahl modulo m, 
fallt. 1, sei eine Ausdehnung von t auf 2, und T, ein Meromorphismus zu 1, 


von K, mit 
T, =1 mod. m. 


Dann ist also 
RT,=RB 
mit einem Element £ 
6 =1 mod. m, 
von R; nach § 4,3 muB 
T,=0of 
mit einem Automorphismus o von 22,/2 sein. Weil aber o f ein zu o gehériger 
Meromorphismus von K, ist, so gilt 
= %; 
T, T; p ° 
Demnach ist fiir t,, als Meromorphismus von K,, 
Tt, = 1 mod. m,. 
Tt, l4Bt also die m,-ten Teilwerte von 0 fest, ist daher ein Automorphismus 
von Q,/Q,,,, und t ist ein Automorphismus von 22,,/Q,,. 

Umgekehrt, wenn t ein Automorphismus von 2,,/2,,, ist, so kann 1, weil 
es 2 elementweise fest liBt, als Meromorphismus von K angesehen werden, 
und als solcher hat er die Eigenschaft 

t=1 mod. m,, 
f(r) fallt also in den Strahl modulo m,. 

12. Es sei R die Hauptordnung von 2. Um zu zeigen, daB die Trigheits- 
gruppe eines Primideals p in Q,, aus allen Automorphismen t von {2,,/2 besteht, 
fiir die f(r) in den Strahl modulo m, fallt, geniigt es nach 10. 11. zu beweisen, 
daB Q,, der Tragheitskérper von p in 22,, ist, oder auch nur, da8 der Tragheits- 
kérper in 22,, enthalten ist. Fir einen Primfaktor P von p in Qn miiBte 
gezeigt werden, daB jede ganze Zahl von 2,, modulo P einer Zahl von Qm_ 
kongruent ist. Das muB sich daraus ergeben, daB der echte m-te Teilwert pz 
von 0 modulo P (oder modulo einem Primteiler P, von P in 22,) in einen m,- 
ten Teilwert iibergeht (§ 3, 11). Die Durchfiihrung wird durch die unbefriedi- 
gende Gestalt der Reduktionstheorie ([{2]) erschwert. 
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Uber die Grundoperationen der Vektoranalysis. 
Von 
Ciaus MCLLER in Bonn. 


Die vektoranalytischen Operationen der Divergenz und Rotation werden 
zumeist durch die bekannten Formeln mit Hilfe der ersten Ableitungen der 
Komponenten der Vektorfelder, auf die sie angewandt werden, definiert [1]. 
Der Begriff der Divergenz beispielsweise ist aber seiner physikalischen Her- 
kunft nach als eine Art riumlicher DifferentialprozeB zu verstehen, der in 
dec Form 





lim {(on)dF = div» 
Gir F, 


ry 


l 
G, 
ausgedriickt werden kann, wobei in dieser Schreibweise G, eine Folge von 
Gebieten mit den Randflachen F, darstellt, die sich auf den Punkt ¢ zusammen- 
ziehen. Mit |\G,| bezeichnen wir das Volumen von G, und mit n die ins 
AuBere von G, weisende Flichennormale auf F,. Aus dem Gavussschen Satz 
folgt dann, daB dieser GrenzprozeB fiir stetig differenzierbare Felder » den 
bekannten Ausdruck der Divergenz liefert. 

Es zeigt sich nun, daB der obige Grenzwert auch unabhaingig von der 
speziellen Wahl der Gebiete G, existieren kann, wenn bv nicht stetig differenzier- 
bar ist, und die im Ausdruck der Divergenz auftretenden Ableitungen nicht zu 
bilden sind. Wahlt man daher den oben angegebenen DifferentiationsprozeB 
zur Definition der Divergenz, so kann die Klasse der Vektorfelder mit Divergenz 
wesentlich erweitert werden. 

Zu den im allgemeinen nicht differenzierbaren Feldern mit Divergenz ge- 
héren beispielsweise die in der Potentialtheorie auftretenden Gradienten 

F ] » 
grad | tol o(y)dV,. 
& 

Hier stellt — den Abstand der Punkte x und 4, o() eine nur stetige 
Funktion und & ein endliches Gebiet dar, iiber das beziiglich y integriert wird. 
Mit dem genannten Begriff der Divergenz wird fiir r in & 

div grad | — e (0) dV, = — 4 xo(r), 

& 

so daB diese bekannte Identitat der Potentialtheorie bewiesen werden kann, 
wenn von o(y) nur Stetigkeit verlangt wird. 

Andererseits konnte A. WINTNER kiirzlich zeigen [2], daB die Potssonsche 
Differentialgleichung 


AU 420 
fiir gewisse stetige 0 keine Lésungen besitzen kann, wenn bei der Definition 
des A-Operators in der iiblichen Weise die Existenz zweiter Ableitungen 


23* 
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benutzt wird. In der vorliegenden Arbeit werden m. W. erstmalig einfache 
Beispiele stetiger Funktionen @ angegeben, zu denen es in diesem Sinne keine 
Lésungen der obigen Differentialgleichung gibt. 

Wahrend also nach schon lange bekannten Ergebnissen die Potssonsche 
Differentialgleichung einschlieBlich der zugehérigen Randwertprobleme voll- 
stindig behandelt werden kann, wenn 0 einer HOLDER-Bedingung geniigt, 
lassen sich diese Probleme nicht mehr allgemein lésen, wenn von go nur Stetig- 
keit verlangt wird. Es gelingt jedoch diese unbefriedigende Diskrepanz zu 
beseitigen, indem der A-Operator mit Hilfe des oben eingefiihrten raumlichen 
Differentiationsprozesses definiert wird. 

Diesem ProzeB kann eine iiber diese spezielle Anwendung hinausgehende 
Bedeutung beigemessen werden, da sich fiir die erweiterte Definition alle For- 
meln und Satze der Vektoranalysis sinngemaB beweisen lassen. 

Es wird zunachst der Gavusssche Integralsatz fiir den erweiterten Begriff 
der Divergenz bewiesen, so daB der riumliche DifferentiationsprozeB der Di- 
vergenzbildung auch ein Analogon zum IntegrationsprozeB besitzt und damit 
auf natiirliche Weise abgeschlossen erscheint. Der GrEENsche Satz und einige 
verwandte Formeln folgen dann ohne Schwierigkeit. 

Analog zur Divergenz wird die Rotation durch 





lim 2 f(n x ») dF = rot» 
7 F 


G,—>r ’ 
definiert, wobei auch hier die Grundformeln mit erweitertem Anwendungs- 
bereich iibertragen werden kénnen. 


Als spezielle Anwendung wird weiterhin die Lésbarkeit der Maxwetuschen 
Gleichungen (fiir zeitlich periodische Felder) mit konstanten ¢, u und w 


rot H®+iweE=j; rotEC-—iwouH=—-j’; 


bei vorgegebenen j und j’ untersucht. Hier kénnen Lésungen angegeben 
werden, wenn von j und j’ lediglich Stetigkeit der Divergenz verlangt wird. 
Damit laBt sich dann auch die Lésbarkeit dieser Gleichungen bei verander- 
lichen, stetig differenzierbaren ¢ und « behandeln, wie sie in einer friiheren 
Arbeit begonnen worden war [3]. 

Am Beispiel eines Eigenwertproblems der Variationsrechnung wird schlieB- 
lich noch gezeigt, daB die hier diskutierten Begriffe auch zur Erweiterung der 
Theorie der Eigenwerte und Eigenfunktionen im Rahmen der Variations- 
rechnung verwandt werden kénnen. Es wird naimlich bewiesen, daB fiir alle 
nicht trivialen, auf der Einheitskugel |r 1 verschwindenden Funktionen 
f(x) mit nur stetigem k*(r) 


f (grad f?dV>A f[ K(x) P dV 


rsl rissl 


ist, wobei das Gleichheitszeichen nur fiir endlich viele stetig differenzierbare, 
aber nicht notwendig zweimal stetig differenzierbare Funktionen ¢;(r) gilt, 
die mit der erweiterten Definition des 4-Operators der Differentialgleichung 


genugen. 
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§ 1. Definitionen und Bezeichnungen. 


Wahrend die iiblichen Definitionen von Divergenz und Rotation in der 
Form 




















' ov, dv, Ov. 
(1,1) div » = —— + : 
Ox oy Oz 
Ov_ dv, év, ov, Cv ov, 
(1,2) roto =| — ——Je, +|- —~— Je, + (—* — es 
oy Oz Oz oe Cx cy 


die Existenz erster Ableitungen des Vektorfeldes 
(1,3) D = 0,0; + Vy eg + 0,0 


bendtigen, sollen im folgenden Definitionen vorgeschlagen werden, die die 
Bildung von Divergenz und Rotation fiir eine weitere Klasse von Vektor- 
feldern erméglichen. 

Diese Definitionen wurden der physikalischen Anschauung nachgebil- 
det [4] und benutzen den Begriff der Konvergenz einer Folge von Gebieten G, 
gegen einen Punkt r, die so eingefiihrt sei, daB zu jedem ¢>0 ein yv9(e) so 
existiert, daB alle Gebiete G, mit » > y,(e) ganz in der Kugel vom Radius ¢ 
um r enthalten sind. Wir werden dann schreiben G, > r. 

Alle weiterhin auftretenden Gebiete werden wir als regulir im Sinne von 
O. D. KetLtoce [5] voraussetzen. Dies besagt u. a., daB sie endlich und 
abgeschlossen sind und von stiickweise stetig differenzierbaren Rand- 
flachen F begrenzt werden. Mit ||G|| werde das Volumen von @ be- 
zeichnet. Auf den orientierbaren Randflichen F bezeichne n den ins 
AuBere von G weisenden Normalenvektor, sofern er eindeutig definiert 
werden kann. 


Definition 1. Existiert der Grenzwert 





lim 
G— 


1 - 7 
ay J (nv) dF 
yk 4y P, 

unabhangig von der gegen x konvergenten Folge regularer Gebiete G, mit den 
Randflachen F,, so ist 


G 


Gij—r v 
y 


div » = lim mis f(nv) dF. 
P, 


Definition 2. Existiert der Grenzwert 





lim 
G 


Gir » 


f(x v)dF 
P, 


unabhangig von der gegen r konvergenten Gebietsfolge G,, so ist 





. l . , 
rot b lim —— {/(n x v)dF. 
Gil zg 
G,—r » | 
Aus diesen Definitionen ist ersichtlich, daB fiir stetig differenzierbare 
Vektorfelder die unter (1,1) und (1,2) angegebenen Identitaten folgen. 
Wir beweisen zunichst 


Lemma 1. Ist 


U (x) | ——o(n)d Fac 
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wo |r —ty| den Abstand der Punkte r und y, @(y) eine im Gebiet g stetige 
Funktion und dV, das Volumenelement beziiglich y darstellt, so wird fiir r 
in g AU = div grad U = — 4 x0 (rz). 

Diese fiir die Potentialtheorie wichtige Relation ist mit der iiblichen 
Definition der Divergenz und der daraus folgenden Darstellung 


9 


(1,4) 4=(4)'+(-) 


ex ey 





des Laptaceschen A-Operators nur zu beweisen, wenn o() in r einer HOLDER- 
Bedingung geniigt. Von A. WINTNER [2] wurde gezeigt, daB die in Lemma 1 
formulierte Porssonsche Identitaét mit der Definition (1,4) des A-Operators 
fiir nur stetige o(y) im allgemeinen nicht zu beweisen ist, da die Existenz der 
zweiten Ableitungen aus der Stetigkeit von 0 (y) nicht gefolgert werden kann. 
Wir werden in § 5 ein Gegenbeispiel angeben. 


Nach Lemma | wird daher fiir stetige o(y) eine Klasse von Vektorfeldern 


(1,5) bv = grad | "oe (yn) dV, 


Qa 


angegeben, die in der iiblichen Form im allgemeinen keine Divergenz besitzen, 
wohl aber nach der hier vorgeschlagenen Definition. 

Zum Beweise von Lemma | denken wir uns ein ganz in g gelegenes regulires 
Gebiet G, mit der stiickweise stetig differenzierbaren Randfliche F,. In q 
bilden wir eine Folge stetig differenzierbarer Funktionen 9, (y), die in einem 
G, umfassenden Gebiet G? gleichmaBig gegen die stetige Funktion 0 (y) kon- 
vergieren. Dann ist mit den Abkiirzungen 


0(5) 


: 2, (9) 
—— db D> } » (X) 
— | 


lr—¥ 





dV, 


(1,6) U (x) [ r 


“a * 
— } 
Q ty G, 


nach den iiblichen Abschatzungen gleichmaBig fiir alle ¢ in Gf) 


* 9 (9) ; n 
7 ;' ' e,, , 0 (0) , 
(1,7) tim grad, J ve » = grad, | ls—vl? 
G* c* 


In G, ist U (x) analytisch und geniigt 





(1,8) AU =0, 
so daB wir 
(1,9) | et dF —0 
cn 
F 


erhalten. Es ist V,{r) in G, zweimal stetig differenzierbar mit 


- Ux? 


(1,10) AV -420 


c 





*) Durch grad, und = driicken wir aus, daB der Gradient und die Normalableitung 


beziiglich ¢ zu bilden sind. 
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so daB sich 











°oV - 
(1,11) -dF =—42 | 0, (y) dV, 
J os / 
ergibt. Nach (1,7) folgt daher 
¢ j c : l 7 7 ° a 
(1,12) J =m, ( J as @(y) dVy) dF, — 4 | o(t)dl,, 
F, G 6, 
so daB (1,9) auch 
‘ =. —_ r\ap ij y 
F, eo é 


ist, woraus die Behauptung wegen der Stetigkeit von o(r) folgt. 
Die Identitaten 
(1,14) rot gad U=0; divrotv=0 


? 


gelten mit unseren Definitionen schon fiir nur stetig differenzierbare U und », 
denn es ist nach dem Stroxessschen Satz 


(1,15) f(urotv)dF=0 
¥ 


i 


und mit beliebigem konstantem a 


(1,16) a f(nx grad U) dF = — {n (ax grad U) = {nrot (aU) dF =0 
P F F 


v v v 


, 


wo beide Identitaéten mit der stetigen Differenzierbarkeit von » und U aus- 
kommen. 


§ 2. Die Integralsitze. 


Die oben eingefiihrten Definitionen der Divergenz und Rotation stellen 
Grenzprozesse dar, die wir als eine Art riumlicher Differentiationsprozesse 
auffassen kénnen. Die ,,Umkehrung“ dieser Bildungen wird im folgenden 
durch Integralsitze erreicht, die als Ausdehnung des Gaussschen Integral- 
satzes auf unsere Definitionen erscheinen. Damit werden dann auch erweiterte 
Fassungen bekannter Formeln der Vektoranalysis méglich. 

Wir beweisen zunachst fiir Felder » mit stetiger Divergenz 


(2,1) [div »Vd = f (nv) ce" 
G F 
und fiir Felder mit stetiger Rotation 


frotudV = f{(nxv)dF 
; P 
als Umkehrung der Differentiationsprozesse. 
Dazu betrachten wir zunichst ein in G enthaltenes regulires Gebiet G, 
mit dem Rand F,, dessen Punkte von F mindestens den Abstand rt haben. 
Es sei » in G stetig und besitze in allen Punkten von G eine stetige Diver- 
genz. In G, bilden wir mit 2 < r die Mittelwerte 


( 


3 > : 
(2,3) v, (x) = Tak J v(v) adV,, 


A 
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so daB in G, offenbar gleichmaBig beziiglich x 


(2,4) lim v, (x) = ¥ (r) 
4—0 


gilt. Wir wollen nun zeigen, daB v, stetig differenzierbar ist und 
3 ‘ 
j (nv) dF 


73 J 
TS ee 


(2,5) div v, 


wird. Dazu benétigen wir 
Hilfssatz. Ist U(y) in @ stetig, so ist in G, mit A< rt 


grad f U(y)dVy>= ff nUdFsy. 


r sA ¥—D A 


Als stetige Funktion kann U (y) in G, durch stetig differenzierbare Funktio- 
nen U,.(y) gleichmaBig approximiert werden, und es ist 


: grad, { U,(9)dV,=grad, f{ U,(r+4)dV, 
(2,6) r—pisa s\SA ; 


f grad, U, (r+ 3) dV, J nU (c+) aF, J nU,(9)dFy. 


4sA s) A g—»D A 


Die Behauptung des Hilfssatzes ergibt sich dann aus der im Sinne gleich- 
maBiger Konvergenz giiltigen Beziehung 


(2,7) lim grade /[ U,(y)dV,y f nU(y)dFPy. 
x—> OC t nissd r n A 


Es folgt daher 


Lemma 2. Ist das Vektorfeld v in G stetig, so ist 


J 


3 > 
D, (x) Ink D(y) dV, 


r 


W 


fiir A < t in G, stetig differenzierbar, und es wird 


. 3 P . 
T ———_- 9 
div v, la?’ J #9) dF 
- aa. r xD y 
rot v, ink J a vo) dF. 


Die Darstellungen der Divergenz und Rotation folgen dabei aus (1,1) und (1,2) 
auf Grund des Hilfssatzes. 
Wir beweisen nun 
Lemma 3. Besitzt das in G stetige Vektorfeld » dort eine stetige Divergenz, 
so gilt gleichmaBig in jedem Gebiet G, 
divv=lim—2— ff (nv) dF=limdiv»,. 
4nih® Oe a 


A—0 “ IF—D A 4-0 


Zum Beweise betrachten wir fiir eine Nullfolge A; die stetigen Funktionen 





(2.8) div » --- 


3 . . 
ink J nodF=y(r) — 9; (rt). 
mA; r—» Aj 
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Dann gibt es Punkte rz; aus G, so, daB fiir alle ¢ aus G, 
2,9) Mi = |p (Ei) — Gi (E)| = |p (4) — & (2) 


ist. Wir nehmen an, die m, besiBen den Haufungspunkt y (der evtl. + 
sein kann). Dann kénnen wir nach Auswahl einer Teilfolge und Umbenennung 
erreichen, daB 
(2,10) lima = pn; lim = rp 

i-> co i— co 


ist. Es wird aber 
(2,11) OS w= |p (ti) — Gi (t)| S\y (fo) — y (ta)| + | (Lo) — Gi (xi) |. 


Da die Kugeln |r;— | <A; eine Folge gegen rz, konvergierender Gebiete 
darstellen, ist 

‘ . , 3 e 
(2,12) lim (w (to) — 9 (ri)) = div» — lim —- J (nv) dF, = 0, 


r Eo i— oo 4ni; m—D A; 


so daB mit der Stetigkeit von y (rx) = div» 
2,13) lim w= w= 0 
folgt. Die Menge der Maxima ,; hat also lediglich den Haufungspunkt uv = 0, 
woraus die Behauptung folgt. 
Analog ergibt sich fiir die Rotation 
Lemma 4. Besitzt das in G stetige Vektorfeld » dort eine stetige Rotation, 


so gilt gleichmaBig in jedem Gebiet G, 


rot » lim——; f (nx »)dF, = lim rot»,. 


A—0 ~~ o=e A A—0 





Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir den Gaussschen Satz beweisen?) : 
Satz 1. Fiir jedes in G stetige Vektorfeld » mit stetiger Divergenz gilt bet 
beliebiger Wahl eines Gebietes G, mit der Randfliche F, 


fdivy dV f(nv) dF. 
G F 


tT t 
Bei stetiger Rotation ist 
f roty dV f(n xp) dF. 
j F 


Tt t 


( 


Die Beweise folgen aus Lemma 3 und Lemma 4, denn das Feld p, ist stetig 
differenzierbar, so daB die iiblichen Beweise 


(2,14) fdivo,dV=f(nv,)dF; frotv,dV=/(nxv,) dF 
G, 's G, t 
liefern. Dann ergibt sich Satz 1 durch den Grenziibergang 4-0. 

2) Aus dem Beweis dieses Satzes kénnen wir noch entnehmen, daB die Integralrelationen 
auch zu beweisen sind, wenn zur Definition der Divergenz und Rotation nach §1 als 
Gebietsfolgen G, nur Kugeln benutzt werden. Es ist weiterhin zu erkennen, daB alle 
Ergebnisse der Arbeit auch mit diesen Definitionen gelten. 








434 Ciaus Mier: 


Da das regulire Gebiet G in endlich viele Normalgebiete (endliche Prismen 
mit nur einer nicht ebenen Seitenfliche) aufgeteilt werden kann, laBt sich fiir 
alle », die den Voraussetzungen von Satz 1 geniigen, zu jedem e¢ > 0 ein 1 so 
finden, dab 
é 


(2,15) fdivy dV — fdivyudVi< = und | {(on)dF—f(on)dPis 


2 , ; at 
G G. b PF, 
ist. Damit erhalten wir aber durch Grenziibergang 
Satz 2: Hat das in G stetige Vektorfeld » eine stetige Divergenz, so ist 
[divu dF =f (vn) dF, 
G F 
wihrend fiir stetige Rotation 
frotudF [in xv) dF 
G F 
gilt. 

Wir wollen noch den Satz von Strokes iibertragen und beweisen. 

Satz 3: Es sei F ein regulires Flichenstiick, das ganz in einem Gebiet G, so 
enthalten ist, dap die Kugeln vom Radius 4 < t, deren Mittelpunkte auf F liegen, 
ganz in G, liegen. 

Ist dann » in G, stetig und besitzt dort eine stetige Rotation, so gilt fiir jedes 
ganz in F gelegene Flichenstiick F, mit der reguliren Randkurve K,, deren Punkte | 
vom Rande von F mindestens den Abstand 0 < 4 < t haben, 


{f(nroty) dF = fvd8. 
B K. 


t t 


Zum Beweise benutzen wir wiederum die Mittelwerte »,, fiir die 


(2,16) {(n rotv,) dF = [v,d8 
F K 


t tT 
gilt, und erhalten Satz 3 durch den Grenziibergang / > 0. 

Wir verzichten hier darauf, die Voraussetzungen dieses Satzes weiter ab- 
zuschwiichen, da die obige Formulierung fiir die Anwendungen ausreicht, 
denen wir uns spaiter zuwenden wollen. 

Wir beweisen noch im AnschluB an Satz 2 

Lemma 5: Sind » und tw zwei im Gebiet G mit der Randflache F stetige 
Felder mit stetiger Rotation, so wird 


G G 


{ div (v x w) dV = [(w rot» —v- rot w)dV = fn(v x w) dF. 
Fi 


Besitzt p eine stetige Divergenz, so gilt mit stetig differenzierbarem U 


{div (Uv) dV =. 


G ¢ 


[(v grad U + Udivy)dV = [U (on) dF. 
i P 


Zur Ubertragung dieser bekannten Identitaéten auf unsere Definitionen 
benutzen wir wieder die in G gelegenen Gebiete G, mit den Randflachen F, 
und bilden mit 4 < t die Mittelwerte 
3 . » 3 


in? ,, J v(y)dVy; mw, 


: ero | 0 (0) dV. 


< 
= 





a 
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Fiir diese stetig differenzierbaren Mittelwerte gilt 


(2,18) f (tw, rot D,— D, rot w,) dV fn (v, x w,) dF 
G . 
und 
(2,19) f (ov, grad U + U divy,) dV = fU(nv,) dF, 
G F 


t 
woraus sich durch den Grenziibergang 2~0 und die Approximation des 
Gebietes G mit Hilfe der Gebiete G, die Behauptungen von Lemma 6 ergeben. 
Bemerkenswert ist eine Folgerung fiir die Potentialtheorie. Da wir AU 
fiir stetig differenzierbare U durch 
, , l °éU 
(2,20) Al lim : dF 
G—r G cn 
ty ’ 
, 
definieren und die Existenz der zweiten Ableitungen nicht benétigen, werden 
wir weiterhin zur Vereinfachung der Ausdrucksweise sagen, die Funktion U(r) 
ist in einem Gebiet G A-differenzierbar, wenn sie dort stetig differenzierbar ist, 
der Grenzwert (2,20) unabhingig von der Folge G, fiir jeden inneren Punkt r 
von G existiert und die Funktion A U in G stetig ist. 
Aus Lemma 5 folgt dann 


Satz 4: Geniigt die in G A-differenzierbare Funktion U(x) in G der Gleichung 
AU =0, 


so ist U(r) in G beliebig oft differenzierbar, und es wird fiir ¢ in G 


U(r) TF J ea ee PS. )aFy. 


on On ir—y 





Es ist nimlich fiir geniigend kleine rt 





div, ( U grad, : : : \- divy ( ; : ; grad, v)|av, 


G 
r—vi2r 
/ [Uy Dn ail 1, U| dV, 
. r—v| ie—-» 
(2,21) + 
. + - 
[|e ao 2 
J l cn it D0 rt +9] cn | 
F 
[ Pa a ler. 
J con if Dd) o£ Ni cn 
r n t 


so daB die Behauptung aus 


(2,22) lim | lu . 
J on \t 


tr 0 


eU) . - 
= : an |e Fn 4x2U(r) 


r n t 
folgt. 
Mit unserer Definition des 4-Operators stellt Satz 4 einen Satz von KoEBrE 
unter schwacheren Voraussetzungen dar. Mit Hilfe der Umkehrung des 


Gaussschen Mittelwertsatzes fiir harmonische Funktionen beweisen KOoEBE 
und BécHEr [6] namlich: 








436 Ciaus Mi.uer: 


Es sei U in G stetig differenzierbar. 
Fiir alle ganz in G@ gelegenen regularen Flachen § sei 


[car 0. 


Dann ist U in G harmonisch. 

Wir kénnen die zweite Voraussetzung also jetzt durch die schwichere 
Forderung ersetzen, daB fiir alle Gebietsfolgen G,, die gegen innere Punkte r 
von G konvergieren, 

(2,23) lim 7 [ <" ar=o 
Gr ||| ve 


ist. 
3. Felder mit stetiger Divergenz und Rotation. 


Von besonderem Interesse sind die Felder » mit 
(3,1) divo =0; roty=0; 


die wir als quellenfrei bzw. wirbelfrei bezeichnen. Fiir stetig differenzierbare 
» folgt aus (3,1) bekanntlich 


(3,2) » = grad U 
mit 
(3,3) AU =0. 


Wir wollen diesen Sachverhalt auf unsere Definitionen iibertragen und 
beweisen. 


Lemma 6: Geniigt das in G stetige Feld » den Bedingungen 
divyp = 0; roty=0, 
so kann p im Inneren von G in der Form 
yp = grad U 
dargestellt werden, wo U der Gleichung 


AU = div grad U = 0 


genigt. 
Auf Grund von Satz 3 kénnen wir eine eindeutige Funktion U(r) durch 
(3,2) Jf 0(o) dy = U(x) 


to~>k 
definieren, wenn wir das Zeichen ~,~+z so verstehen, daB iiber einen 
Weg integriert wird, der in einer reguliren Flache liegt und den inneren 


Punkt r, mit ¢ auf einem ganz in @ gelegenen Weg verbindet. Dann ist aber 
im tblichen Sinne 


(3,3) v = grad U, 
und wir erhalten 
(3,4) div » = div grad U = 0. 


Wir wollen uns nun der Diskussion der Gleichungen 


(3,5) divp =—420; rotv=42j 
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zuwenden und untersuchen, ob zu stetigen o und j stets Vektorfelder als 


Lésungen dieser Gleichungen gefunden werden kénnen. Wir zeigten bereits, 
daB 


aa 1 - 
(3,6) p= ee 7 o(y) dV, 
die Gleichungen 

(3,7) divp = —4290; rotv=0 


im Inneren von & erfiillt. 

Zur Bestimmung von Feldern zu vorgegebener Rotation beweisen wir 
zunachst im Hinblick auf spitere Anwendungen 

Lemma 7: Im Gebiet G mit der Randflache % besitze das stetige Feld j 


_— 


eine stetige Divergenz. Wir setzen mit konstantem w >0O und i=)—1 


divj=two. 
Dann ist fiir r in G 


af 1 , , ee 1 . 
rot, | (i (v) x grad, r—} )aV, 4 2} (tr) — grads | (ni —y FP 


w 


5 





+ tw grad, | o (y) 1 . adVy. 


J xr 
& 


Durch die Indices ¢ und y der Operatoren rot und grad wollen wir hier und 
in den folgenden Formeln ausdriicken, daB diese Operationen hinsichtlich x 
bzw. ) angewandt werden. 

Wenn fr, innerer Punkt von & ist, gibt es eine Konstante 1 so, daB die 
Punkte » mit |r, — y < t in & liegen. Dann wird fiir |x — xy! < 1/2 





‘ : ] . . , 1 " 
rot, | (j (y) x grad, - jas » = rot, rot, | j ery dV, 


(3,8) (grad, div, — A) [ i ())-———d Vy. 


Da x fiir |x — t| < 1/2 nicht im Integrationsgebiet liegt, kénnen wir Inte- 
gration und Differentiation vertauschen und erhalten aus (3,8) 








rot; | (j (y) x grad, aT} dV, 
& 
(3,9) eit 
grad, | (i (y) grad, — jai 9. 
& : 
Wegen 
(3,10) grad, — grad, 








E—»| r—1 
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wird nach Lemma 5 











a | \ y 
| (i (y) grad, : =) @V» 
(3,11) = = 
: § dV» F , 1 - P .. aFy 
tw | 0 (9) = i | (ni)——y es . | (1; 1) r—y»)” 
& 5 ro—D| = 1/2 
r.—vi 2/2 


wobei n; ins Innere der Kugel |r, — | < 1/2 weist. Fiir A < 1/2 und | ,—y| < 1/2 
setzen wir 


(3,12) ia (0) f  i()dV;. 
aA 


73 
4xA* ,, 


Dann sind die j, (y) stetig differenzierbar, und es gilt im Sinne gleichmaBiger 
Konvergenz nach Lemma 3 








(3,13) lim j,(9)=i(y); lim divj,(y) =two(y), 
A—0 A—0 
so daB wir ebenfalls gleichmaBig fiir alle ¢ aus |r, — r| < 1/2 
, f 1 . F ; ] 
x grad, dV, x grad, 1V,; 
wae | (ia (y) grad, — : J i (y) x grad, -—— dV; 
te ni st/2 to ni <s1/2 
(3,14) ie hice i 25 OF e , ; j dV» 
tien grad, J (div j,) —% iw grad, | @ (b) = 


r Di st/Z ¥o—D\ St/2 


erhalten. Wir bezeichnen mit G, eine Folge regularer Gebiete, die in | r,— | < 1/2 
liegt und gegen r, konvergiert. Die Randflichen von G, seien F,. Wir setzen 
zur Abkiirzung 


(3,15) WW, (r) J (i, (y) < grad, - : 


r—vn\ sr/2 





dV». 


19] 


Dann ist wegen der stetigen Differenzierbarkeit von 7, (y) 





(3,16) f (n x B, (x)) dF, = f rot B, (x) dV, 
P G, 
und fiir |x— x,| <<— 
rot @,=42j,(r)+t@ | (div j,) grad, - dV, 
(3,17) Fo—D| S1/2 
§ , dF» 
oa grad, J (n, la) To)” 
t~—n\ = 1t/2 
wobei n, ins AuBere der Kugel |r, — 9! < 1/2 weist. Durch den Grenziiber- 


gang A + 0 folgt daher nach (3,14) 


e 


[ In (x) x [ (i (y) x grad, sera V,|aF, 4x | i(r) dV, 





(3,18) r, re Di St/2 G, 
: 4 F F 1V» . P F .. aFy , 
Liaw | (grad, | o (9) : : )@V,— | (grad, / (11, 1) —- )d Vs. 

G, ie— D| Ss 1/2 2 G, te—D /2 ; 
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Dividieren wir diese Gleichung durch ||G,/||, so ergibt sich durch » + oo fiir 
t= bo 








j , 1 , : 
rot, | ( (y) x grad, = )aV, = 4 1j (Xo) 
(3,19) er pe : “ 
+ tw grad, J e (9) F = — grad, J (n,i) foe 
%o—Dd\ st/2 ¥o—D r/2 
Hieraus folgt die Behauptung von Lemma 7 wegen n; = —n, nach (3,9) 


und (3,11). 


§ 4. Anwendung auf die Maxwexischen Gleichungen. 


Am Beispiel der Maxwetischen Gleichungen fiir zeitlich periodische 
Felder kénnen die durch unsere Definition der vektoranalytischen Grund- 
operationen gegebenen Méglichkeiten demonstriert werden. 

Die Bestimmung der periodischen Felder, die von elektrischen und magne- 
tischen Dipoldichten (man spricht auch von elektrischen und magnetischen 
, Strémen“) j und j’ erzeugt werden, fiihrt auf das Gleichungssystem 


(4,1) rot H+iweE=j; rotC—-iwuHg=-ij’, 


wobei hier der Einfachheit halber w, ¢, u positive reelle Konstanten sind. 
Aus den Maxwettischen Gleichungen der allgemeinen Form entstehen diese 
Gleichungen nach Einfiihrung eines rationellen MaBsystems, wenn alle Glieder 
den Zeitanteil in der Form e—*®* enthalten. 

Im Inneren eines reguliren Gebietes G mit der Randfliche § wollen wir 
ein Paar von Lésungen €, § von (4,1) bestimmen, wenn j und j’ in @ mit 
stetiger Divergenz und Rotation vorgegeben werden. Wir fiihren zur Ab- 
kiirzung die Ladungen 9 und 0’ durch 


(4,2) divi=two; divj’=itwo0’ 
ein. Mit 
(4,3) k=wVeu>O 


bilden wir 


(4,4) p(\f—0)) =~ exp (ik|z—y). 


Wir wollen zeigen, daB die Felder 





& (x) ~ | liw Bic gp—i’ X grady p+ : ograd, y| dV, 
(4,5) 6 . ' 
+ ——3— | (in) grad, gy dF, 
und ; 
§ (x) = ax liweir +i x grad, y +0’ grady g|dVs 
(4,6) oO. Se 
+=— Gq | Wi n) grad, p dF, 


5 
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unter den genannten Bedingungen den Gleichungen (4,1) geniigen. 
Da j’ stetig ist, ergibt sich in der iiblichen Argumentation 


(4,7) rot, [ i p(ir—) dD, - | i’ x grad, p (xr — |) dV, 
und 

(4,8) rot, / (i n) grad, m (|r —y |) dF, = 0 

aus 

(4,9) grad, m (\r — |) = — grad, p (\t — 9). 


Nach bekannten Sitzen ist wegen der Stetigkeit von 0’ 
(4,10) f o’ grad, p (jx —|) dV, — grad, [fo p(\r—|)dVp, 
6 ® 


wobei dieser Gradient stetig ist. Nach (1,14) wird daher 











(4,11) rot, f 0’ grad, p(x —|) dV, = 0. 

Zur Bestimmung der Rotation des noch verbleibenden Integrals setzen wir 

| i(y) x grady y (\r¢—|) d Vy | i(y) x grady— a dV» 
(4,12) & ; & ' ; 
+ | i(o) x grad, |p (|\x — |) — - = |¢ V5. 
é 

Hier kénnen wir fiir das letzte Integral 

, g 1 | , 
(4,13) roty | i (o)| 9 (je—9) —— a? Ye 

& 


schreiben. Dieser Ausdruck ist bekanntlich stetig differenzierbar, und es gilt 





rot, rot, | i (y) L - ~ a @(r—y jd v. 








d E 

(4,14) ‘ S —_ : 

= | rot, rot, j (y) | a 9 ((x—))| dV», 
da der Integrand des letzten Integrals héchstens von der Ordnung —s 
singular wird. Wegen 
(4,15) div, grad, pg (|r —y) ) = —F p(ir—y) 
finden wir fiir die rechte Seite von (4,14) 
(4,16) —grad, / i() grad, | a #e—9 )|\dV,—-F / i(y) p(/r—y|)d Vp. 


& & 
Nach Lemma 5 ist 








= ~ 9 (\t—9))|dVy= | (ni) — o(\e—9)) dP, 


| io) grady| — 


. 


(4,17) ” 


F E—0 
5 

. ¥ [ l » 

+io | e()|-—,— 9 le—9)|a Mo. 


F 
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da die Unstetigkeit des Integranden der linken Seite durch einen einfachen 
Grenziibergang beriicksichtigt werden kann. Mit Lemma 7 finden wir schlieB- 
lich wegen (4,12) 

rots {i (9) x grad, p (|x —|)d Vy = 


(4,18) -~iw f o (y) grad, p (x —\)d Vy + f (jn) grad, m (|r — |) dF, 
& 5 
+ # Lito) p (\t—9|)d Vy + 4 aj (tr). 


Unter Benutzung von (4,7), (4,8), (4,11) und (4,18) folgt dann mit (4,5) 
und (4,6) 


(4,19) rot H+iwe E=j. 
Entsprechend beweisen wir auch 
(4,20) rot E—tiwuH=—j’. 


Diese Beziehungen zwischen den Integraldarstellungen (4,5) und (4,6) 
konnten bisher unter Benutzung der iiblichen Definitionen von Divergenz und 
Rotation nur bewiesen werden, wenn j und j’ stetig differenzierbar sind und 
ihre Divergenzen Hélderbedingungen geniigen. Meist wurde die etwas starkere 
Voraussetzung der Stetigkeit der zweiten Ableitungen gemacht. 

Mit Hilfe der hier diskutierten Definitionen gelingen die Beweise dieser 
Identitaten, wenn von j und j’ lediglich Stetigkeit und Stetigkeit der Diver- 
genzen verlangt wird, wozu nicht einmal Differenzierbarkeit erforderlich ist. 


§ 5. Beispiel eines nicht differenzierbaren Feldes mit stetiger Divergenz. 


Wir wollen ein Feld konstruieren, das innerhalb einer Kugel vom Radius 1 
in den Punkten einer iiberall dichten Punktmenge nicht differenzierbar ist 
und im Sinne unserer Definitionen eine stetige Divergenz und Rotation besitzt. 

Nach Lemma | ist fiir |¢) < 


(5,1) div » (xr) = —4 af (x), 
wenn 
(5,2) v (x) = grad [ f(y) 
t)=2 ; -—s 
ysl 


mit stetigem f(y) gesetzt wird. Unsere Aufgabe besteht nun darin, eine 
stetige Funktion f(y) so zu bestimmen, daB mindestens eine der zweiten 
Ableitungen von 


(5,3) | #(o)——aV, 


nicht existiert. Wir fiihren dazu kartesische Koordinaten ein und setzen 


‘i y = £e, + ne. + Ce, 
(5,4) a 
LT= re, + yeg t+ Zs, 
sowie 
mie x2 — r?- 292: yor , — 
(5,5) c ; 0 L to; D=0%0 


= =1; Lo Yo = COS —, 


wobei zr, und yj, die zu ¢ und y gehdrigen Richtungsvektoren sind. 
Mathematische Annalen. 124. 29 
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Dann setzen wir 


(5,6) f (y) + (in “J ‘ 


0 

Diese Funktion ist fiir |y! < 1 stetig, und es wird, da 

(5,7) K, (9) = 0 * (& — 7) 
eine Kugelfunktion der Ordnung 2 ist, 

r 1 
pe ~ (9) , 4x pp \ - e \-1 6 ew =) 
(5,8) |r— pr? "0 5 Ky (Xp) | = (In : ) do | - (In : do} 
n <1 . iy r 

Wir erhalten diese Identitaét, wenn wir die fiir 9 < r giiltige Entwicklung 
l V oe” 


r 0 a=0 yuti 


(5,9) Pn (Lo Yo) 


bzw. die durch Vertauschung von r und 0 entstehende Formel benutzen und 


0 fir n+ 2 
5,10 iP K, iF, ; , 
(5,10) nai .n (Xo Yo) Ae (Yq) an, ba K, (tq) fir n = 2 


beachten. Es wird fiir kleine r 
r r 
I . e\-1 l j @\~3 
6 ‘ 2 tna 4 .) 
(5,11) > / oe {In ) do = 0 (r*) ; grad | 3 J 0 (In 3 do) o(r), 


o 


so daB 
(5,12) A (te) / of (In —) ‘do 


r 


eine iiberall zweimal stetig differenzierbare Funktion darstellt. Da aber 
1 


ia «a a 
— Ky (t) 7? | —(In 
~ oO 


(5,13) r 


‘ 4a 


1 
d 0 
0 - 


K, (to) r? In (In : ) 


4x e e é 
— (x? — y?) In { In } 
) r 


im Nullpunkt nicht zweimal nach z differenzierbar ist, haben wir nach Lemma | 

in dem Feld (5,3) mit der in (5,6) definierten Funktion f(y) ein Feld p 

mit stetiger Divergenz gefunden, das im Nullpunkt nicht differenzierbar ist. 
Setzen wir 


‘\2 





‘ (g &’) (1) n’)? | é *s 

f(y—y | ia -——— 

(5,14) ; n— 9’|? | y—vd/ I 
yn’ = &’e, + yn’ e+ Ces, 
so ist das Feld 
- oF , 5 ] , , 
5,1 ) i —— - _ 
(5,15) v grad, J -—? f(y—y’) dV, 
»s1 

fiir yy’ 1 an der Stelle x = yy’ nicht differenzierbar, besitzt aber eine iiberall 


stetige Divergenz. 
Die Méglichkeit, auf diese Weise nicht differenzierbare Felder zu gewinnen, 
wollen wir zur Konstruktion eines Feldes benutzen, das in einer iiberall 
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dichten Punktmenge nicht differenzierbar ist. Wir werden dazu sagen, ein 
Punkt rz; gehért zur Klasse K;, wenn er sich in der Form 


ete Nn; n n P 

(5,16) qj ( ok,’ - ’ = ; 0; k; : l 
mit 

(5,17) ri l 


so darstellen laBt, daB die Zahlen n; nur einen der Werte 


(5,18) (2*; — 1), 


*;—3), ...—L1, ...(@-)) 


annehmen und mindestens einer der Exponenten k; gleich 1 ist. 

Die Punkte der Klasse &, haben also beispielsweise nur die Koordinaten 
o + 1/4 oder + 3/,, wobei die Punkte (+ "/,, + 1/,, + 1/2) der Klasse &, 
ausgeschlossen sind 


1 


Die abzaihlbare Menge der Punkte aller Klassen § ist dann in der Kugel 
r 1 iiberall dicht. Wir bezeichnen mit N, die Anzahl der Punkte der 
Klasse &, und bilden 


(5,19) + = J fo-—a)=9(y). 
tr eR, 


Da nach (5,14) unabhingig von y und y; 


P 
(5,20) f(y — x;)} = {In s } C 


ist, konvergiert die Reihe (5,12) gleichmaBig beziiglich y und stellt fiir y| < 1 
eine stetige Funktion g (y) dar. 

Wir beweisen nun 

Lemma 8. Ist 3€8, ein Punkt der Klasse §;, so existiert eine von | 
unabhingige Konstante 4, so, daB fiir alle y mit 


9-3) <"/s 
Ig (0) — f(s — 0) — 9 (3)| S A |3 — |" 


ist. 
Da nimlich mit geeignetem B 


(5,21) \grad f (y)| io 
ist, wird fii 

(5,22) 3—h t<id 
und 

(5,23) Yi—4% 20 


nach dem Mittelwertsatz unabhangig von t und 6 mit festem B* = } B 


‘ , ,_ a B* 
(5,24) f(y — tu) — f (& — &) Sz 18 — 


29* 
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Es wird 


Fiir S, erhalten wir nach (5,22)—(5,2 


(5,26) 
Die Punktmenge 


(5,27) 


enthalt fiir kleine 6 auBer 


Index. Fiir 
(5,28) 

wird namlich 
(5,29) 


Daher ist 


(5,30) S, -——» 
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l 
P 
9 (3) — yf (0 — 4) 
l 
fio —zx)—f—xt 
4) 
‘ é ' 
f(y — 4) —f@ — &)] —y-f 0-3) 
NV} 
l 
f (9 — a) 
24) 
Ber 2 ee * Bt 
‘ : -N - 
0 + Nx Ne ee 
Lj 4 0; i We 


3 nur Punkte aus Klassen mit geniigend groBem 


und wir finden wegen (5,20) 


(5,31) 8, 


Wir erhalten also 
(5,32) S 
Setzen wir nun 
(5,33) 

so gilt (5.22) fiir 


(5,34) 


und es ergibt sich fiir 


(5,35) 


1+ 


nach (5,32) schlieBlich 


(5,36) 





HER; LE Ky 
isl ti = ti, 
t% — tij =2-" 
, é k s&s : 
w-a= & ay 2ifo-w-fe-w), 
kin2< Ind **4 rey 
m3 5 
» | | 1 
~__ f(y — ai < 2 ¢ Pi e—* CO” § m2 
N; - 
- 
In 2 
! RB’ 1 
. 7 . . 
Se vy, fo -ais-— OC’ § m2 
b= hk = |5—y|"*, 
6< } 
§—|< 2-8 
e~! } 
Sy 7 S, — , f (y — 4)| <A 4—/\/s 
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Bilden wir daher das Feld 


(5,37) grad, /[ 


nisl 


pf 90) 4 Mo, 


so wird daraus in der Umgebung eines Punktes 4 der oben eingefiihrten 


Klasse ;, wenn die Kugel |t) — 4! < o noch ganz in |y| < 1 liegt, 
i i (n) ' P g (4) ' e—! " -f(p—~a) . 
prad,| | 72°". dV, 4 i.4+5 : iV, 
e as| | x? J t—y OM | lr p} "! 
vs »-—ijlsae »—ij\S0¢ 
(5,38) n—aleoe 
\ l e—! , 
grad, J -—s (g (ty) N; f(y — 4) 9 (3)) 4 i 
+9] Ase 


Hier sind alle Summanden der ersten Zeile in x = 3 differenzierbar, bis auf den 
Ausdruck 
e—! F f(p — a) , 
(5,39 rad, — | Vins 
) £ x N, : y Y : 


n sae 


von dem wir gezeigt hatten, daB er fiir r = 4 nicht differenzierbar ist. Der 
Gradient der zweiten Zeile ist in t = 4 ebenfalls differenzierbar, da 


e~t 
(5,40) g (y) — N; f(y — 4) 


nach Lemma 8 in y = 4 einer Hélderbedingung geniigt. 

Wir haben somit in (5,37) ein Vektorfeld gefunden, das in unserem Sinne 
eine Divergenz besitzt, in den Punkten einer dichten Punktmenge aber nicht 
differenzierbar ist. 


6. Anwendung auf die Behandlung von Schwingungsvorgiingen 
und Eigenartproblemen in inhomogenen Medien. 


Bei der Behandlung von Schwingungsvorgiingen in inhomogenen Medien 
werden Lésungen der Differentialgleichung 


(6,1) AU +9* (x) U =0 


mit 6rtlich verinderlichem g*(r) benétigt. Wir wollen nun zeigen, daB es 
méglich ist, Lésungen dieser Differentialgleichung mit stetigem g* (rz) ,,im 
kleinen‘‘ anzugeben, wenn wir unsere Definition des A-Operators benutzen. 
An Hand eines Beispiels werden wir demgegeniiber nachweisen, da8 die 
Differentialgleichung (6,1) bei nur stetigem g* (r) auBer U = 0 keine zweimal 
differenzierbare Lésung zu besitzen braucht. 

Es ist mit der in § 5 definierten Funktion g (x) fiir g* (x) (In a) 9 (e) 
. . e—* vw l 
(6,2) g*(t)|=| XS f(t wi): 7 <i. 


é 
rj Ry 


Wir betrachten die homogene Integralgleichung 
, : 


— , ] , > 
(6,3) U, (tz) = | ry» g*(y) Ug (y) d Vy, 


yfsl 


die von bekanntem Typus ist, und beweisen, daB jede Eigenfunktion U(r) 
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identisch verschwindet. Als stetige Funktion nimmt sie naimlich ihr absolutes 
Maximum M an, und es wird wegen (6,2) 





: ‘i M l l M 
(6,4) lWWilsq, | pape =U (s-e8)55 
» <1 ‘ 


so daB M = 0 ist. 
Ist daher H (x) eine in der Kugel |r| < 1 harmonische Funktion, so besitzt 
die Gleichung 


2 , l P l . , 
(6.5) U (rt) = A (rx) + = / |. ii (y) U (yp) dV, 
y <1 : i 


eine eindeutig bestimmte stetige Lésung U(r), fiir die nach Lemma 1 wegen 
AH =0 in |r| < 1 











(6,6) \U + 9*(t} U=0 
gilt 
Ist W (x) andererseits eine zweimal stetig differenzierbare Lésung von 
(6,7) W+g* (xr) W=0, 
so wird nach dem GREENschen Satz in der iiblichen Art 
. l 4 ‘ " 
V (x —— -g* » 4+ 
W (rx) ro | are (yp) W(y) dI 
(6,8) isl 
l 4 l aw — l 
— w— so} (? 
4n J be Dn) on , on |\F—D af, 
Dn 1 
Fiir |r 1 ist das Oberflachenintegral als Funktion von x analytisch. Ist nun 4 


ein Punkt der Klasse §t;, so schreiben wir fiir das erste Integral analog zu (5.38) 











+ 


l "  g*(y) ; ‘ W (a4) ‘ g* (yn) d Vn 
z | —_ W (py) dV, 4 — | = 
(6,9) Aan — 








- i g* (py) (W (zs) — W(p)) dV... 
T ir— I 

Y sise 
Da W(w) stetig differenzierbar ist, wird mit geeignetem C 
(6,10) W(y) — W(3) < Cly — 4). 

Das erste und das letzte Integral in (6,9) sind somit fiir r= 3 zweimal diffe- 
renzierbar, wihrend das zweite Integral mit W (%) +0 nach den Ausfiihrungen 
des § 5 fiir r = 4 nicht zweimal differenzierbar ist. 

Da W (r) zweimal stetig differenzierbar vorausgesetzt war, folgt W (3) = 0. 
Diese Argumentation kénnen wir in den Punkten aller Klassen durchfihren. 
Da diese dicht liegen, folgt aus der Stetigkeit W (r) =0. 

Wir sehen also, daB die Schwingungsgleichung (6,1) nach unserer Definition 
Lésungen besitzt, waihrend es im iiblichen Sinne nur die triviale Lésung gibt’). 

Wir wollen abschlieBend noch zeigen, daB auch Eigenwertprobleme der 
Differentialgleichung 
(6,11) AU+AR(x)U =0 


1) In zwei Veranderlichen wurde diese Argumentation bereits von A. WINTNER [2] 
benutzt. 
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fiir nur stetige und positive k*(r) mit unserer Definition des 4-Operators behan- 
delt werden kénnen. Wir betrachten dazu als Beispiel das erste Randwertproblem 
fiir die Kugel |r| < 1. Ist dann @(r,) die Greensche Funktion zur ersten 
Xandwertaufgabe der Potentialtheorie fiir die Einheitskugel, so besitzt die 
Integralgleichung 


(6,12) Pilth=A f Glt.y) By) g(o)dV,; K(y)>a>0 
nisl 

unendlich viele Eigenlésungen, die den Bedingungen 

(6,13) Ag +A, P(t) @=9; A zA_1>0 

(6,14) f k* (y) @, (9) 9; (py) dV» 6i; 
vy s1 

geniigen. Mit 

(6,15) yi (x) = A (x)) gy; (x) 

wird aus (6,12) 

(6,16) wi (t)= f \k(x)| E(x, 9) [Re (y)| yy (y) d V5. 

brisl 


Da hier der Kern symmetrisch ist und nur wie ———- singular wird, gilt nach 
3 r 


dem HiLsertschen Entwicklungssatz im Sinne gleichmaBiger Konvergenz 


P : io 
(6,17) J \k(x)| G(x, 9) |R(y) f(y) dV, = D 7, Wr (t) 
i a“ 
fiir alle stiickweise stetigen f(y) mit 
(6,18) Cp= f wr) f(r) dvs. 
ris1 


Dies ist aber bekanntlich gleichbedeutend mit der fiir alle stiickweise stetigen 
g (9) giltigen Entwicklung 


; " -~ @ 
(6,19) J G(x, 9) (9) 9 (9) d Vy = D 7. y; (x), 
nisl i 1 . 
wobei 
(6,20) d; f (9) yi (y) 9 (y) dV, 
v/s 1 
ist. 


Daraus folgt 
Lemma 9. Geniigt die stetige Funktion g (y) den Bedingungen 
f By) (0) 9 (y) dV, = 0 
nis 1 
fiir alle i, so verschwindet sie identisch. 
Dann ist nimlich nach (6,19) 
(6,21) f Gt, 9) By) 9 (y) d Vy = U (x) = 9, 
Ds 1 
und wir finden nach Lemma | 
(6,22) A U (¢) = — P(t) g(t) =9. 
Wir betrachten nun die Eigenfunktionen X;(r) mit den Eigenwerten ji;, die 
den Bedingungen 
AX,+ “4X; = 0 f X(t) X(t) dV = 65; 
(6,23) rs1 
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geniigen. Diese Funktionen sind bekanntlich beliebig oft differenzierbar, und 
es wird 


(6,24) | K(x) g(x) X p(x) dV = | gu lt) X(t) dV = FP ps, 


d 

rsl rial 
wobei 
(6,25) Ela,P< f k-4*@)|X WPA, 

t 1 ris 1 
ist. Da 
(6,26) \k(x)| f G(x, 4) (a) G (3,9) |k(y)| dV 
3351 


einen positiv definiten Kern mit den Eigenfunktionen |k(r)| g(x) und den 
Eigenwerten A; darstellt, gilt nach dem Satz von Mercer im Sinne gleich- 
maBiger Konvergenz 


(6,27) [| #3) (GG, 2 aV,= 5-H , 
e i 1 A 
4's 1 
so daB die .Reihe 
(6,28) wy SSL gi (2) 
i 1 Aj ; 


ebenfalls gleichmaBig konvergiert und die Funktion X; (rz) darstellt. 
Nach einem bekannten Ergebnis der Theorie der Eigenwerte [7] gilt fir 


jede stetig differenzierbare Funktion f(r), die auf |r 1 verschwindet, 
(6,29) f fteytdve= S |B;P 
t}s1 j=l 
mit 
(6,30) Bj J A(t) X;(r) dV; 


si< 
Da die X, (x) in gleichmaBig aes srgente Reihen nach den gj; (xz) entwickelt 


werden kénne n, gibt es also zu jedem ¢>0 eine ganze Zahl N (e) und Koeffi- 
zienten y; so. dab 


° N 
Ke J hs (x) ot Pi (x))? dV, 
(6,31) . N 
=, rh | (x) (f (x 7 eo Vi Pi (r))? d Vy 


i 1 


ist, wobei AK? das Maximum der iia Funktion k* (x) darstellt. Aus der 
Extremaleigenschaft der cor eanaiien 


(6,32) C, j r) f (x) r)dV, 


folgt dann 


(6,33) e= f PQ) (O—-ZY ni gis)? Vr = f PW (FOP AV, - Y (Cy)? V0 
rsl i=] rial i=1 
so daB auch mit unseren Eigenfunktionen 
(6,34) fe k2 (x) (f(x)? dV, = » (C;)? 
ris 1 


fiir stetig sitnaaniiaaain und auf r 1 verschwindende f (x) gilt. 
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Damit finden wir 
Lemma 10. Ist f(x) eine in |r| < 1 stetig differenzierbare Funktion, die 


fiir |x 1 verschwindet, so ist mit stetigem, positivem k* (r) 
f (grad fP? dV, >A, f Wie) P(x) dVy, 
risl ris 1 


wobei J, der kleinste Eigenwert der Differentialgleichung 
AU+ARPU=90 

zum ersten Randwertproblem ist und das Gleichheitszeichen nur gilt, wenn 

f(x) in |x| <1 A-differenzierbar ist und der Differentialgleichung 
Af+A,k(r)f=0 

genigt. 

Zum Beweise benutzen wir mit 
(6,35) f (grad f-grad p)dV,=4; f P(r) mie f(xy)dV =A C 


risl r 


s1 


die Ungleichung 


N N 
(6,36) Os f (gradf — grad 3’ C; 9)? dV, f (grad fP dV,— 3A, C?, 
s(x * I <1 i 
so daB mit (6,34) 
(6,37) f (gradfPdV»,> VACRLA DS CR=4, f M(x) P(x ad Ve 
‘<1 I I rsl 


folgt. 

Entsprechend lassen sich die héheren Eigenwerte und Eigenfunktionen 
durch zusatzliche Nebenbedingungen erhalten. Die dazu notwendigen Schritte 
kénnen nach dem bekannten Verfahren von R. Courant [8] ohne Schwierig- 
keit durchgefiihrt werden. 


Literaturnachweis. 


[1] Kexioge, O. D.: Foundations of Potential Theory, S. 36. 1929. — Courant, R.: 

Vorlesungen iiber Differential- und Integralrechnung, 8.70. 1929. (2] Wintner, A.: 
On the Hélder restrictions in the theory of partial differential equations. Amer. J. Math. 
72, 731 (1950). [3] Mituer, Cu.: Zur mathematischen Theorie elektromagnetischer 
Schwingungen. Abh. dtsch. Akad. Wiss. Berlin, Math.-naturwiss. Kl. 1945/46, Nr. 3. 
4] Courant, R.: Vorlesungen iiber Differential- und Integralrechnung, Bd. II, 8. 254. 
1929. [5] Ketioee, O. D.: 1. c. 8. 113. [6] Koxse, P.: Sitzgsber. Berl. Math. Ges. 
S. 39. 1906. [7] Courant, R., u. D. Hitpert: Methoden der Mathematischen Physik, 
Bd. 2, S. 449. 1937. [8] Courant, R., u. D. HitBpert: Methoden der Mathematischen 
Physik, Bd. 1, 8. 345ff. 1931. — [9] Licurenstern, L.: Neuere Entwicklung der Theorie 
partieller Differentialgleichungen zweiter Ordnung vom elliptischen Typus. Enzyklopiadie 
der Mathem. Wissensch., II C 12, S. 1277—1334. 1924. — [10] Licnrenstern, L.: Neue 
Untersuchungen in der Theorie der linearen partiellen Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung vom elliptischen Typus. Bull. Acad. polon. Sci. A 1931, 571—598. 
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Einige ganze Funktionen und ihre Rremannschen Flachen. 
Von 
Hans Scuuspart und Hans Wirticu in Karlsruhe. 


1. Die kanonischen Produkte 1(1 )*) definieren fiir 1 > 1 ganze 
n=1 
transzendente Funktionen g (z) vom Geschlecht Null und vom Mitteltypus 


q l . os in : , , 
der Ordnung A T° Die Nullstellen &, von g’(z) sind alle einfach und werden 
durch die Nullstellen der Funktion g(z) voneinander getrennt’): u’<&,,<(u-4 1). 
Untersucht man die von g(z) erzeugte Rremannsche Flache, so interessiert das 
gil 
Verhalten von |g (&,)| bei w>oo. Fir 1 <1 < 2 gilt mit «, =-“ 
n 
: > |] a ; 
g (&,,) IT \1 — al, H me 1 — ap 
n=1 n=1 an 
x x 2/1 
M\\ — a3|=| M(1- 
n=1 n=1 = 
sin £1! l 
ua . 
—-Q0 bei un-x 
g EN TE fs 


Die Koordinaten der algebraischen Windungspunkte streben also fiir u—> « 
" l a 
gegen w= 0. Ist dagegen / > 2, so enthalt das iiber |w| > — gelegene Teil- 
é 
stiick YW, der von w = g (z) erzeugten Fliche BW stets algebraische Windungs- 
punkte, wie klein man auch ¢ wahlt, weil sonst nach dem Randstellensatz 


2 im Gegensatz zu A 


1 ‘ : . 
= » gelten wiirde. Genauer gilt fiir alle 1 > 2 


1 
2 l 
die Aussage 

: log | E 1 —— 
(1) lim OB I08 ig ick i und lim —ale sil a. Ce 2 @, 


k—> « log £% kx Sk 


die in einer friiheren Arbeit') als Vermutung ausgesprochen wurde. 
2. Zum Beweis von (1) darf man sich auf die Stellen &, mit g(&,,) >0 
beschrinken. Dann gilt (2k)!'< & ,.<(2k+1) und mit a=4k+1 
ra a \!\ . , : 
9 (Sor) = 9 ( =| } > 0. Nun ist weiter 


a \! a \l 2Rra\ 2 / ae a 
9\(5)) A (i (sa)) A sn) 20) ()) 7,0 (; }) 
P, P, P;, 
*) Entsprechendes gilt fiir II (1 + - 
n=1 n 


') H. Schusart: Einige ganze Funktionen und ihre Rremannschen Flachen. Math. 
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{/ I 
also log g (€,4) = log g (4 }) = log P, + log P, + log P, = 8, + 8, + Sy. 
Nach der Strrtreschen Forme! ist 
(2) S, = 2 kl + O (log k). 


Zur Berechnung von S, und S, wird die EULErsche Summenformel in der Form 


Lf ve) =f f(x) dx +4 (f O) +f (nm) + f Py (xz) f(z) dx 
v=0 0 0 

herangezogen. Danach gilt 

2k on\l 2k-1 on+2\! 
vlog i “i is y : 

m— 18 (1 ( a n=0 log (1 \ a ) 

ok 


2k—1 
Sf f(z) dx+4(f,0)+f,(2k-1)) + 


8. 


2k—1 
f Py(x) f(a) da 
0 


mit f, (x) log (1 (===). 





Da in dem betrachteten Intervall f, (x) < 0 erfiillt ist, findet man 
2k—1 2k—1 
f Pilaf’ (adzict f \fi(z)) dx=4(f,0)—f,(2k-1)), 
° 0 

- 2k—1 <5 
(3) S= f hy (2) dx +0 (log k) 5 flog (1— 2) da +O (log k) 

2/a 

1 
f log (1 a) dz + O (log k). 


- < 
Ganz analog wird S, berechnet. 


o 1 
S; pa =e (1 - = } lim 


n= 2k 4 N-+coln 





Vv 


3 , oe (1-(s5))) 


k 
yy = =, 
—~ g | Isat) 


N’ = N — 2k — 1, und nach der Euterschen Summenformel 
f NW’ 


N’ 
Sy= lim | f fy (x) d= + 4 (fa (0) + fa (WY) + f Py (a) fo (x) de, 
0 


N’—+ x 0 


lim 


N’—co 





n 








a 


22+a+1 


I 
Fiir die Funktion f, (x) = log (1 ) ) gilt im Intervall 0... N’: 


f, (x) > 0. Daraus erhalt man 
4’) Sy = f fy (x) dx + O (log h). 
0 


a 


Durch die Substitution « —j———“—— 
a+1+2z2 


geht das Integral { f,(x) dx iiber 
0 
a 


a+1 
: >* log (1 I * , , 
in ~ J i ~ 2 du und fir S, ergibt sich 


1 
ef Wel A ae + 0 (log k). 


(4) S,= 4 : 
0 
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1 1 ] 
Mit s (l) = f log (1 w\ydx+ | =o = dx folgt aus (2), (3) und (4) 

0 0 

l 
log g((4 ))= 24! * 5 (1) +0 (log k) 
(5) ‘ 7 
4k+1 

Entwickelt man in s(l) die Integranden in Taylorreihen und integriert 


gliedweise, so erhailt man nach dem ABELschen Grenzwertsatz 


1 . 21 I \° 2 ] } 
§ (¢) — ni —1 - nl —1 "7 
; 4 2 = l 1 . 
mit @ (2) a ——, ~, (a--y — lund p(l)<1 fiir l»> 2. 
n 


also 1 g (L) > 0 fiir alle 1 > 2. Einsetzen in (5) ergibt 
log g (| - )) 2ki(l py (l)) +O (logk), eine Formel, die auch fir 
a=4k+ 3*) gilt. Wegen (2k+ 1)! < 4,1; < (24+ 2)! und |g (&o%,1) 
9 (( ; i) erhalt man also 
log |g (E)} LEE (1 — p () + O (log &). 


Daraus folgt in Verbindung mit den in 1. angegebenen Wachstumseigen- 
schaften von g (z), 


log | (Ex l , —— log g(é 
lim 8°89" t) A und lim 108 ig (sk) A, 


k—> « log |x l k—> « E,| 


giiltig fiir alle i> 2. Das ist aber die Behauptung (1) 


*) Natiirlich nur fiir log la (| - \) 
2 


( Eingegangen am 10. Januar 1952.) 














